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trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 
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contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
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+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
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+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 
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ANALYSE 

GÉNÉRALE, 

O   V  ' 

MÉTHODES   NOUVELLES 

POUR    RE'SOUDRE    LES    PROBLEMES 
de  tous  les  Genres  &  de  tous  lesDegrez  à  linfini. 

Par  M.  DE   L  A  G N  Y  A  l'Acudémie  Royale  des  Sciences , 
&  de  la  Société  Royale  de  Londres,, , 

,    Par  les  Soins  de  M.  R  i  c  H  £  R. 


SVITE  DES  MEMOIRES 
de  t Académie  Royale  des  Sciences. 


A    PARIS 
PAR  LA  COMPAGNIE  DES  LIBRAIRES. 
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EXTRAIT    DES     REGISTRES 
de  l'Académie  Royale  des  Sciences. 

Du  ij.  Janvier  17 ji. 

Messieurs  Nicole  &  Pkot  qui  avoîent  été 
nommez  pour  examiner  un  nouveau  Traité  d'Analyfe 
de  M.  de  Lagny ,  dont  une  partie  a  été  déjà  inférée 
dans  les  Mémoires  de  T Académie ,  &  le  tout  a  été 
mis  en  ordre  par  M.  Richer  ,  en  ayant  fait  leur  rap» 
port  ^  La  Compagnie  a  jugé  que  quoi  qu'il  y  ait 
plufîeurs  Traitez  îur  cette  matière ,  celui-ci  fera  utile 

f)arce  qu'il  contient  plufîeurs  Méthodes  nouvelles  pour 
a  réfolutîon  des  Problèmes  déterminez  &  indéterminez 
&  pour  les  Equations  de  tous  les  degrez  ,  fbit  par  des 
formules  rationelles  ,  fbit  par  des  fèries  très  conver- 
gentes ,  ou  enfin  par  un  triangle  Analytique  &  Numé- , 
rique  auquel  M^  de  Lagny  donne  le  nom  de  Triangle 
des  Rapports. 

En  toi  de  quoi  j*ai  fîgné  le  prc/ent  Certificat, 
à  Paris  ce  3.  Février  1732.  Fontenelle  ,  Secrétaire 
perpétuel  de  l'Académie  Royale  des  Sciences. 


aij 


^    • 


Du  ij.  Février  1751. 

Monsieur  de  Lagny  demande  i  l'Académie 
.  la  Pemiiflîon  de  faire  imprimer  fon  nouvel  Ouvragé  fiir 
l'Analy/ê  ,  i  la  fuite  des  Ouvrages  des  Académiciens 
dans  la  nouvelle  édition  de  Geignard  &  Compagnie  , 
dirigée  par  M^  Godîn.  Accordé  par  l'Académie  fc  1  j 
Février  1731.  Fontenelle,  Secrétaire  ferfit»ei 
de  C Académie  Royale  des  Sciences 


PRÉFACE. 


LE  Service  du  Roi ,  le  piogreV  de  la  Géo- 
métrie, la  perfeàion  des  Sciences  Phi- 
lico  -  Mathématiques  ,  &  des  Arts  utiles  à  la 
Société,  voilà  l'objet  <Jue  je  me  prbpofé  dans 
cet  O'uvrag'e.  J'aî  principalement  en'  vue  de 
donner  aux  Officiers  de  la  Marine  des  Métho- 
des pour  les  mettre  en  état  de  découvrir  par 
eux  -  mêmes  tout  ce  qui  peut  contribuer  iper- 
fêélionner  la  Navigation  ;  e'cft  de  fAnatylè 
que  l'on  doit  attendre  Un  fécdurs  fi  utile  &  fi 
important,  paifque  c'eft  la  Science  de  faire 
des  découvertes  ,  c'eft  un  inftrunlent  univer- 
■fct  potfr'  réfoudrt  les  Problèmes  ;  mais  pour 
s'en  fervir  avec  fuccès',  il  faut  pouvoir  le  ma- 
nier en  maître  ,  &  c'eft  un  degré  auquel  les- 
Çommençans  ne  peuvent  parvenir  par  le  fe- 
-     a  iij  • 
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cours  feul  des  Livres  qui  ont  ete  publiez  jufqueî» 

ici  fi|r  lAnâlyfe. 

peux  pbftacles  arrêtent  d'ordinaire  les  jeunes 
geûsi  1*^- ppwr  Je.fondSj.ils  ne  trouvent  point 
dans  ces  Livres  tout  ce  qu'ils  défirent,  c'ell  à- 
dire ,  des  Méthodes  générales  pour  réfoudre  les 
Problêmes  de  tous  les  genres ,  de  toutes  les  efl 
péces  &  de  tous  les  degrez  à  l'infini  ;  zo.  pour  la 
formé ,  les  Méthodes  Qu'ils  y  trouvent  font  d'un 
accès  difficile ,  on  ne  peut  les  pénétrer  qu  après 
un  travail  long  &  opiniâtre  de  plufîeurs  années, 
ce  qui  rebute  le  plus  grand  nombre.  C'efl  M',  le 
Chevalier  JBLenau ,  *  fi  connu  par  fon  zélé  pour 
la  perfedion  de  la  Marine  y  &  qui  propo(oit  fi 
fouvent  des  Problêmes  fur  ce  fiijet  à  l'Académie 
Royale  des  Sciences  dont  ilétoit  honoraire,  qui 
m'a  infpîré  le  deffein  de  travailler  à  un  traitç 
complet  de  l'Ànalyfe,  pour  en  faciliter  l'étude 
aux  Officiers  de  la  Marine  ,  aux  Ingénieurs ,  & 
à  tous  ceux  qui  ont  de  l'inclination  pour  les 
Mathén^atiques.^ 

Je  n'ai.rien  trouvé  de  plus  propre  à  mon  defl 
fein ,  que. lesdécouvertes  que  M',  de  Lagny  a 
publié  dans  plufieur^  srolumes  de  l'Académip 
.Royale  des  Sçiçpces. ^  &  h^\xt}/[\.àc  f  on^içllp 

*  Honoraire  de  Vj4cadimte  Éoyate  dés  Sciences ,  Confeitlir  dk  Cofi'» 
fed  de  la  Jidarine  \  Chruâlièr  Grand  Croix cde^TOndre  MUimre  ir 
S4int  laoms  ^  &  jLipftfnai$$  Çinir^  dâs  armées  de  S*  M*Ç.  mrt  {r 
3  o .  Septeml^rc\  1715.* 
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a  toujours  accompagné  d'clogcs  idûs  à  fou  méri- 
te^ j  en  connus  d  abord:  tout  le  prix ,  j'y  appeix 
çûs  qu'il  fc  propofbit ,  tçmmemoi^  dc.pc-r&c*. 
donner  Les  Méthodes  ancienhès  j  &;  d'en  inveii*' 
ter  de  nouvelles  ^  jeluicommuniqual'moxiprok- 
jet,  il  le  trouva  de  ion  goût ,  ij  le  regarda  commÉr 
un  gage  de  Icftime  que  j'ai  conçue  depuis  long^ 
tems  pour  {kPerfbnne  &  pour  (t^  Ouvrages  j  il  y 
répondit  avec  une  extrême  politeiTe,  il  m'en  pria 
même  avec  beaucoup  d'inftance ,  6c  voulut  bien 
me  communiquer  généreufemcnt  jcous  fcs  écrits, 
qui  contiennent  près  de  trente  volumes  in  folio  y 
mais  en  même  tems  ,  il  m'a  rendu  le  maître  de 
leur  donner  la  forme  ,  que  je  jugerois  la  plus 
propre  à  les  rendre  utiles  au  Public.  J'efpcrois 
d'abord  n'avoir  à  furmonter  que  la  longueur  dà 
travail,  mais  j'ai  rencontré bica  d!autres  diffi^ 
cultez. 

Les  Mémoires  de  M^  de  Lagny  font  deftine:^ 
pour  lesSçavasis  du  i^'.  ordre ,  il  n'eft  pas  facile 
flc  les  retoucher  pour  les  ramener  à  la  portée 
du  commun  des  Géomètres;  d'ailleurs  ce  font  dif- 
férentes  Pièces  féparées  ,  il  faut  d'abord  les  dé- 
velopper dans  toute  leur  étendue  pour  les  met- 
tre dans  leur  jour,  ce  qui  ne  fait  qu'une' partie 
du  travail  ;  car  il  ne  fumt  pas  de  former  chacun 
de  ces  membres  féparément ,  il  faut  encore  les 
réiinir  enfemble  pour  eh  compofèr  un  corps  cn- 
sier  d'Analyfè^  ce  qui^ demande  un  travail  encore 
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plus  long  &  plus  difficile  ;  il  eft  vrai  que  ce  tra- 
•vail  devient  agréable  par  les  nouveautez  quel'on 
ranconcr&Tur  fa  route ,  èc  qui  croifTent  à  mefure 
qu  onavahcé.  Je  fais  fouvent  parler  M",  de  Lagny 
dans  cet  Ouvrage ,  &'fur^tout  dans  lesSeélions 
du  fécond  Livre.  Je  voulois  même  lui  facrifier 
cout  rhonneur  de  mon  travail ,  il  a  fbuhaité  au 
contraire  qu'il  parût  £ous  mon  nom  y  mais  je  veux 
que  le  Public  fçache  ,  que  je  ne  prétend  point 
partager  avec  lui  la  gloire  de  l'invention ,  qui  lui 
appartient  à  jufte  titre. - 

Je  n'âï  rien  négligé ,  ni  dans  la  matière  ni  dans 
la  forme ,  pour  faciliter  aux  jeunes  gens  l'étude 
de  l'Analytè  ,  je  leur  préfente  dans  ce  premier 
volume  plufîeurs  Méthodes  générales  pour  ré- 
ibudre  tous  les  Problêmes  ;  j'entre  dans  tout  le 
détail  néceflaire  pour  les  développer  dans  toute 
leur  étendue ,  &  pour  en  applanir  toutes  les  dif- 
fîcultez  Ce  volume  contient  toutes  les  Régies 
:générales  de  l*  Analy  fe  ;  il  eft  divifé  en  trois  Livres 
qui  contiennent  la  réfolution  des  Problêmes  de 
tous  les  genres ,  de  toutes  les  efpéces ,  ôc  de  tous 
les  degrez  à  l'infini. 

Dans  le  Livre  premier ,  j'explique  d'abord  ce 
que  c'eft  que  l' Analyfè ,  fa  nature ,  fon  objet ,  & 
comment  elle  procède  -,  on  y  trouve  enfuite  la 
Réfolution  des  Problêmes  déterminez  ou  des 
Equations  de  tous  les  degrez  à  1  infini  dont  les 
Racines  font,  rationellcs  ^  je  donne  pour  cela 

crois 
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trois  Méthodes  difFérentes.  La  première  eft  celle 
des  Formules ,  c'eft  rancienne ,  mais  elle  eft  ex- 
pliquée dans  un  détail  que  l'on  ne  trouve  point 
ailleurs,  pour  applanir  toutes  les  difficultez  capa- 
bles d'arrêter  ou  d'embarraffer  lesCommençans. 
La  féconde  eft  la  Méthode  de  réfbudre  les  Equa- 
tions par  le  terme  dominant.  Et  la  troiHéme  eft 
celle  des  Progrefïions  Arithmétiques  dont  M', 
de  Lagny  avoit  promis  l'application  qui  fe  trou- 
ve ici.  , 

Je  donne  dans  le  Livre  fécond  trois  Méthodes 
diflFérentes  pour  trouver  les  racines  irrationelles 
des  Problêmes  déterminez  &c  des  Equations  de 
tous  les  degrez  à  Tinfîni. 

Ces  trois  Méthodes  donnent  les  fériés  infinies 
qui  expriment  le  plus  exaébement  qu'il  ejfl;  poC- 
nble  les  racines  irrationelles  ^  mais  la  troifîéme 
Méthode  qi^  eft  celle  du  triangle  des  Rapports 
eft  la  plus  parfaite  de  toutes ,  parce  qu'elle  don> 
ne  là  ferle  laplus  prompte  Ôc  la  plus  convergente 
qui  {bit  pomble. 

Cette  Méthode  du  triangle  des  Rapports  me 
donne  occafîon  de  traiter  à  fonds  la  Science" 
univerfelle  des  Rapports  peu  connue  jufques  ici , 
ce  qui  fait  le  fujet  de  la  cinquième  Sedion  du 
fécond  Livre ,  on  y  voit  comment  les  Rapports 
s'étendent  de  toutes  parts  à  l'infini;  jediftingue 
les  degrez  ,  les  genres,  les  efpéces,  {impies, 
compofées ,  primitives^  fubalternes  ou  dérivées^ 
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je  donne  la  formation  de  toutes  leurs  fériés  qui 
{ont  infinies  ;  j'examine  comment  cliaque  terme 
en  particulier  de  chacune  de  ces  fériés  eft  lui- 
même  l'origine  4'autres  fériés  infinies  d'indivi- 
dus. Je  préiinte  fous  une  idée  claire  toute  cette 
infinité  d'infinis  diiferens  ,  une  (impie  divifion 
me  découvre  le  caraâére  particulier  qui  diftin;. 
gu€  tout. à  la  fois  le  genre ,  l'cfpéce  &  l'individu, 
lans  couxir  aucun  rifque  de  les  confondre. 

Le  troifiéme  Livre  contient  la  réfolution  des 
problêmes  indéterminez  &  plus  qu'indéç^ermi- 
nez  y  fimples  ou  compoiez  de  quelque  nombre 
d'égalitez  qu'ils  foient  compofez ,  dans  tous  les 
degrcz  à  l'infini. 

Je  donne  enfin  dans  la  Se<^on  fixiéme  de  ce 
dernier  Livre ,  la  réfolution  des  Problêmes  plus 
que  déterminez  &  je  cite  les  differens  endroits  de 
ce  volume ,  ou  j'ai  eu  befoin  d'en  é^blir  les  Ré- 
gies ,  &  de  les  appliquer  à  des  exemples  qui  en 
contiennent  le  détail.  Voilà  où  Ce  réduifent  tou- 
tes les  Régies  générales  de  l'Analyse. 

Outre  cela,  j'ai  mis  à  la  tête  de  ce  volume  un 
Traité  de  ma  nouvelle  Méthode  pour  réfoudre 
les  Equations  de  tous  les  degrez  à  l'infini ,  même 
dans  le  cas  irrédu<5^ible ,  par  des  Tables  d'une 
conflrrudion  fimple  &  facile  ,  j'ai  lu  ce  Traité 
dans  les  Affemblées  de  l'Académie  Royale  des 
Sciences  dui4&du  17  du  mois  de  May  1731. 
Je  l'ai  mis  au  commencement  pour  ne  point 
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mêler  cette  Méthode  avec  celles  de  M',  de 
Lagny^mais  fa.  place  naturelle  doit  être  à  la  fin  du 

Îiremiei!  livre  où  je  l'avois  mife  d'abordparce  que 
es  Commençans  ne  la  doivent  point  voir  >  qu  a- 
Î>rès  qu'ils  auront  appris  ce  qui  efl  contenu  dans 
e  premier  LivTC.  J'ai  ajouté  en  leur  faveur  un 
Difcours  Préliminaire  où  j'explique  fon  origine; 
il  précède  l'Avertiflcment ,  dans  lequel  je  mon- 
tre fes  avantages  pour  réfbudre  du  premier  coup 
d'oeil  toutes  les  Equations  ^  tant  dans  le  cas  or- 
dinaire que  dans  le  cas  irrédu<5lible,  en  la  com- 
parant avec  la  Méthode  des  Formules  qui  eft 
connue. 

Comme  l'Analyfc  employé  dans  toutes  {es 
opérations  le  calcul  numérique  &  algébrique , 
je  fuppofè  que  le  Leâ^eur  en  eft  inftruit  -,  il  peut 
conmlter  les  Elémens  que  M',  de  Lagny  en  a 
publié  en  1 697  5  ou  les  Leçons  de  M',  de  Molière, 
ou  autres  dont  les  Traitez  font  connus. 

Si  ce  premier  volume  qui  contient  toutes  les 
Régies  générales  de  J'Analyfe  eft  reçu  favora- 
■blement  du  Public  ;  cela  me  donnera  de  l'ému- 
lation pour  mettre  la  dernière  main  aux  trois  au- 
tres volumes  qui  fui  vront  de  près  (ur  l' Analy  {c  par- 
ticulière, où  je  ferai  l'application  de  ces  mêmes 
Régies  à  toutes  les  parties  de  la  Géométrie  des 
lignes  droites  &  des  lignes  courbes ,  c*eft-à-dire, 
aux  angles,  aux  furfaces  &  aux  iblidesjon  y  trou- 
vera tout  ce  qui  appartientà  la  redification  ôc  à 
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la  qua<irature  des  lignes  courbes,  écc. 

Davantage  ,  on  y  trouvera  plufîeurs  Traitez 
utiles  pour  1  Aftronomie  &  pour  la  Navigation, 
où  les  grands  calculs  font  d'un  ufage  fréquent , 
qui  font  encore  des  découvertes  de  M^  de 
Lagny.  i  °.  La  nouvelle  Arithmétique  Binaire , 
ou  les  Logarithmes  naturels  ^  pour  faire  toutes 
les  opérations  du  calcul  par  {impie  addition  ou 
fouflraébion  fans  aucunes  Tables  &  fans  charger 
fa  mémoire  ,  j'en  ferai  ufage  pour  trouver  les 
Logarithmes  hyperboliques,  pour  les  Racines 
4es  puiflances  imparfaites  &  des  Equations  irra> 
tionelles,  pour  la  conftrudbion  des  Sinus,  des 
Tangentes  &  des  Sécantes,mcme  pour  les  Tables 
Loxodromiques  dont  Tufage  eft  u  néceflàirc  &  fi 
important  dans  la  Navigation  pour  déterminer 
la  route  des  vaiffeaux  -,  car  ces  Tables  fe  font 
avec  plus  de  facilité  &  de  précifion  par  cette 
Méthode  que  par  toute  autre.  %o.  J'y  donnerai 
une  nouvelle  Trigonométrie  Analytique  plus 
exa<Ste  &  plus  (impie  que  la  Trigonométrie  or- 
dinaire. 30.  Enfin  on  y  trouvera  le  calcul  diffé, 
rcntiel  &  le  calcul  intégral  réduits  à  l'expreflion 
fenfîble  des  nombres  ordinaires  avec  une  appro- 
ximation à  l'infini  dans  tes  cas  où  la  précifion 
eft  impofiîble  par  la  nature  &  l'effence  même  de 
la  chofe. 
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Sur  les  Tables  pour  réjoudre  les  Equations  de  tous 
les  dégreva  f infini ^  où f  explique  la  route  que 
fai  tenue  pour  découvrir  la  formation  de  ces 

Tables  &  leur  uf âge. 

« 

J'Ai  fait  un  Traité  fort  abrégé  de  cette  Méthode,  que 
j*ai  lu  à  TAcadémie  Royale  des  Sciences  dans  les  Af- 
femblées  du  14  &  du  1 7  du  mois  de  Mai  1 7  3  2  ,  je  Taî 
mis  à  la  tête  de  ce  volume ,  pour  ne  point  mêler  cette 
Méthode  avec  celles  de  Mr.  de  Lagny  j  mais  ià  place 
naturelle  eft  à  la  fin  du  premier  livre ,  parce  qu'il  faut 
le  poileder  pour  entendre  cette  Méthode ,  c'eft  pour 
cette  raifon  que  je  Pavois  placée  d'abord  â  la  fin  du  pre- 
mier Livre^ 

Ce  Traité  contïeiit  plufîeurs  tablés  au  nombre  de  1  f , 
tant  pour  le  fccond  degré ,  que  pour  le  troifiéme  &  le 
cînquiénie,ces  tables  font  précédées  d'un  Avertiflèment, 
où  je  montre  les  avantages  de  cette  nouvelle  Méthode 
fur  la  Méthode  ancienne  des  formules ,  j'en  fais  le  Pa- 
rallèle tant  dans  le  cas  réduâible  que  dans  le  cas  irré- 
duâible.  Cet  Avertiflèment  eft  fuivi  du  Traité  qui  con- 
tient trois  chofes,  i^.  fêpt  Problêmes  qui  renferment 
tout  ce  qui  regarde  les  formules  littérales  &  les  Equa- 
tions numériques  de  tous  les  degrez  à  l'infini ,  qui  font 
le  fondement  de  ces  tables  ^  2  ».  la  formation  des  tables, 
3  o.  enfin  leur  ufage  pour  réfbudre  les  Equations. 

Je  tiens  d'abord  pour  maxime  de  réduire  une  Equa^ 
tion  propofée  à  fon  Equation  primitive ,  ou  à  fès  moin- 
dres ternies ,  l'opération  en  eft  expliquée  dans  les  pages 
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5  8  &  3 1 1 ,  on  réduit  d'ordinaire  les  fraâiot»  à  tettfk 
moindres  termes  ,  avant  d*opérer  dcCRts  ,  il  eft  égale- 
ment naturel  de  faire  la  même  préparation  iur  les  £qua^ 
tîon^j  cette  idée  quoique  naturelle  a  échappé  à  de  grands 
Géomètres  comme  Hariot  &  Ougtrehg  qui  ont  beau^ 
coup  écrit  fur  les  Equations,  &  Mr.  de  Lagny  eft  le  pre- 
mier qui  fê  foit  apperçu  de  la  néceilité  &  de  l'importance 
de  cette  préparation. 

Texpliqueraî  ici  la  route  que  j'ai  tenue  pour  décou- 
vnr  la  formation  de  mes  tables  &  leur  ufage ,  pour  ne 
point  laifler  de  difficulté ,  qui  foit  capable  d'arrêter  les 
jeunçs  gens  qui  commencent ,  ce  fèroit  s'oppofer  au 
progrés  de  ceux  de  qui  l'on  doit  tout  attendre  pour  la 
pertedion  des  Sciences ,  car  je  fuis  perfuadé  que  ceux 
qui  pofléderont  les  Méthodes  que  je  publie  pouflèront 
encore  plus  loin  leurs  déccaivertes  ,  en  fuivant  la  route 
qu'ils  trouveront  ici  applanie  :  je  n'écris  point  pour  les 
i^avans  Géomètres  ,  ils  n'ont  pas  befbin  de  livres ,  ils 
tirent  de  leur  propre  fonds  tout  ce  qu'ils  défirent ,  les 
livres  font  faits  pour  ceux  qui  veulent  s'inftruire  ,  je 
veux  leur  ouvrir  le  chemin ,  &  exciter  en  eux  cette  fàga^ 
cité  fi  nécefïaire  poiu-  faire  éclore  des  véritez  neuves  j  on 
fçait  que  Dieu  a  mis  dans  Teiprit  de  tous  les  hommes 
toutes  les  véritez  géométriques ,  mais  on  ne  peut  les  en 
tirer  que  par  la  force  de  la  méditation  &  par  le  fecours 
des  calculs  ^  il  eft  d'une  néceffité  auffi  abfoluë  a  un  Géo^ 
métré  de  calculer  beaucoup ,  comme  à  un  Architeâe  de 
defliner  beaucoup ,  on  ne  peut  juger  de  l'effet  de  fes  pen*. 
fées  que  par  leur  expreffion  ,  quand. on  fuit  une  vérité 
avec  attention ,  foit  dans  le  fini ,  foit  dans  l'infini ,  on  ap- 
perçoit  toutes  fès  progreffions^que  Tefprit  ne  peut  &  n'o^ 
leroit  même  foupçonner. 

Voici  comment  j'ai  découvert  la  formation  &  l'ufage 
des  tables  pour  réfoûdre  les  Equations  ^  j'avois  deflèin  de 
perfeéUonner  la  Méthode  ancienne  des  formules ,  de  Té* 
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tendre  au  cas  îrréduâible  du  troifiéme  degré ,  &  de  Té- 
lever  même  au-deflus  dans  tous  les  degrez  fupérieurs  j 
je  crûs  qu'il  n*y  avoît  pas  de  meilleur  moïen  que  de  réu- 
nir dans  une  table  pour  chaque  formule  toutes  les  ferles 
d'équations  numériques  qui  font  infinies  à  l'infini.  Je 
commençai  par  la  troifiéme  formule  du  fécond  degré  ^ 
dont  les  trois  termes  font  pofitifs ,  fubfiituant  chacun  des 
nombres  de  la  fuite  naturelle  en  commençant  par  le  zé^ 
ro  ,  qui  eft  le  terme  commun  d'où  partent  toutes  les 
grandeurs  à  la  place  de  l'inconnue ,  &  leur  quarré  à  la 

S  lace  de  la  féconde  puiflànce  de  l'inconnue  ^  chaque  fiib- 
itution  me  donna  autant  d'homogènes  (  ou  de  valeurs 
de  h  différentes,)  tels  qu'ils  font  dans  les  colonnes  de  l'é- 
chiquier de  la  première  table  du  fécond  degré. 

En  réitérant  les  mêmes  fiibfHtutîons  fur  une  valeur  du 
coefficient  a  différente  ,  je  trouvai  auffi  pour  chaque  va- 
leur de  a  une  colonne  différente,  &  mettant  ces  colonnes 
les  unes  à  côté  des  autres,  je m'apperçus  que  les  homo- 
gènes formoient  des  rangs  horifontaux  où  regnoît  une 
progreffion  Arithmétique  du  premier  degré,  dont  la  difù 
férence  première  étoit  confiante  &  égale  à  la  valeur  de 
X  du  même  rang  horifontal,ce  qui  me  donnoit  une  grande 
i^ilitè  pour  former  la  table  3  je  difpofài  tou^  ces  homo« 
gènes  par  ordre  dans  un  échiquier  que  j'entourai  de  deux 
bordures  ^  la  première  bordure  d*eii  haut  contenoit  les 
valeurs  de  ^,  qui  font  la  fuite  naturelle  des  nombres  ci.. 
z.  3.4.  &c.  la  féconde  bordure  i  gauche  contenoit  deux 
colonnes,  la  première  pour  les  v^eurs  de  x  qui  font  en- 
core la  même  fuite  des  nombres  naturels  ,  la  féconde 
colonne  pour  les  fécondes  puiflances  de  x  avec  les  quaf- 
rez naturels  o.  1.4.  9.  i6.&cc.  par  ce  moïen  j'exprimai 
dans  ma  première  table  tous  les  trois  termes  des  Equa- 
tions j  fçavoîr ,  le  premier  dans  la  féconde  colonne  de  la 
bordure  à  gauche ,  le  coefficient  du  fecond  terme  dans 
la  bordure  d'en  haut  y  fon  încpnnuë  dans  la  première  co. 
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lonne  à  gauche  de  k  bordure ,  &c  rhomogéne  ou  le  der- 
nier terme  dans  Tcchiquier. 

Je  continuai  cette  table  très-loin  en  tout  fens  ,  dans 
le  hni  U  mêmedans  Tinfini  y  enfîute  je  fis  une  table  où 
les  valeurs  de  x  &  celles  de  a  s'étendoîent  jufqu'à  loo, 
afin  de  confîdérer  avec  plus  d^attention  la  marche  des 
termes  &  leurs  progreffions ,  ce  qui  me  fit  découvrir  une 
infinité  de  Théorèmes  importans  fiir  les  Equations  ^  les 
tables  fiûvantes  des  autres  formules  &  des  degrez  fiipé- 
rieurs  m'en  ont  fourni  auffi  un  nombre  fi  grand,  qu'il  fè- 
roit  ennuyeux  de  les  rapporter ,  d'autant  que  le  ledeur 
les  trouvera  de  lui-même  avec  une  extrême  facilité. 

Pour  Pufage ,  ayant  pris  d  volonté  des  Equations  dont 
rhomogéne  çtoît  contenu  dans  la  table,  &  la  divifant 

Î)ar  la  valeur  pofitive  de  x  du  même  rang  qui  donnoic 
a  première  racine  pofitive ,  le  quotient  négatif  étoit  tou- 
jours égal  au  coefficient  a  delà  même  colonne  augmenté 
de  la  première  racine  x,  ce  qui  donnoit  la  féconde  racine, 
par  ce  moïen  j'avois  les  racines  rationelles. 

Mais  lorfque  je  prenois  un  homogène  compris  dans 
Tinterval  de  deux  homogènes  confécutifs  de  la  table ,  un 
plus  petit ,  l'autre  plus  grand ,  la  première  racine  de  cha^ 
cun  de  ces  homogènes  divifbit  mon  Equation ,  mais  avec 
un  refte  ,  négatil:  lorfque  le  divifeur  étoit  la  racine  de 
l'homogène  moindre ,  &  pofitif  lorfque  le  divifeur  étoit 
la  racine  de  l'homogène  prochain  plus  grand  ,  ce  qui 
donne  les  racines  approchées  à  moins  de  l'unité  près , 

Suifque  celles  de  ces  deux  homogènes  ne  dificrent  que 
e  runîté,&  que  Tune  eft  trop  petite  &  l'autre  trop  grande, 
d'où  je  conclus  comme  on  le  trouve  auffi  par  la  formule 
ordinaire ,  que  dans  ce  cas  les  deux  racines  font  irratio- 
nelles  ^  voila  comment  j'ai  trouvé  par  ma  table  les  ra- 
cines îrrationelles  approchées  à  moins  de  l'unité  près  ^ 
foît  pat  excès,  fbit  par  défaut  dans  la  qroîfième  formule 
du  fécond  degré* 
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U  s'agit  pxéfèntemenc  des  quatre  formules  reftaûtes  du 
même  degré  j  j'ai  fait  une  féconde  table  par  fouftracfHon 
fuîvant  la  quatrième  formule  du  fécond  dcgr^dont  le  fe- 
cond  terme  feUl  eft  négatif,  j*aî"  trouvé  dans  cette  table 
tous  les  homogènes. à  T*i|i6niayec la  même  f>,cilité  ,  que. 
par  addition  dans  la  précédente }  mais  au  lieu  que  toutes 
leurs  féjies  font  infinies  dans  la  première  table  ;  j'ai  trou- 
vé deux  fériés  dans  chaque  rang  horifbntal  de  la  féconde 
table ,  Ja  prçmiére  férié  qui  eft  finie  contient  des  homo- 
gènes pofitifs  qui décroiffenj: cpnftamment  de, la  valeur 
de  AT  du  même  rang  d'un  terme  au  fui  vaut .  &  arrivent  au 
zèro,après  lequel  les  homogènes  font  négatif s,&  croiflènt 
toujours  çonftammentàrinfini  de  la  même  valeur  dexdu 
même  r'gng  horifontai^  cçîqui  fait  la  féconde  fèrîe  qui  eft 
infime.:  .  i 

Daûs  cette  féconde  table ,  je  remarquai  quatre  choies. 

1  ®>  Que  tous  c€s  zéros  qui  féparent  les  fcrîes  finies  des 
homogènes,  d'avec  les  fériés  infinies ,  font  rangez  dans  la 
table  en  ligne  diagonale  j  de  telle  forte  que  tette  diago- 
nale dîvifè  la  table  en  deux  triangle^  redanglcs ,  Tinfé- 
rieur  eft  à  gauche ,  le  fiipérieur  eft  à  droite^ 

2  0.  Que  les  homogènes  négatifs  n'étoient  plus  dans  la 
quatrième  formule ,  mais  dans  la  cinquième  dotit  le  fe^ 
çond  &le  troifléme  terme  fontnégatifs. 

,  3"^.  Je  m'apper^s  d'un  côté  que  cette  féconde  table 
me  donnoît  les  deux  racines  négatives  pour  le  premier 
&  fécond  Cas  <Ie  la  cinquième  formule,  la  première  de 
ces  racines  eft  la  valeur  de  x  du  même  rang  horifontal  ;^ 
la  féconde  racine  eft  la  valeur  de  a  de  la  même  colonne 
que  Phomog^ne  ^  diminué  de  la  même  valeur  de  x.       .' 

3  o.  D*un  autre  coté,  cette  table  pe  pouvoit  me  donner 
ni  les  racines  de  la  quatrième  formule  ^  pour  laquelle  je 
Ta  vois  dreffëe ,  qui  font  irrationelles ,  ni  les  racines  pour 
le  troifiéme  cas  de  la  cinquième  formule  qui  font  îmagî- 
ïiaires,  ce  qui  m'obligea  d'avoir  recours  i  une  féconde  ef^ 
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péces  <k  tabler  qui  puîflènc  donner  ces  radoes,  comme  il 

iiut  5  &  voilà  ce  qui  a  donné  occafîoi;i  aux  tabler  de  la  fe* 

conde  efjpéce;.  • 

Les  tables  de  la  fecônde  lefpëce  fbncentîéjpeœent  fem- 

blables  à  celles  de  la  première  efpéce ,  èUes^fe  font  de  la. 
mcriie  tfianîcre ,  toute  la  différence  conlîfte  en  ce  que  lesr 
tables  de  la  première  efpccë  donnent  la  première  racine 
fur  la  bordure  à  gauche,  &  nfe  peuvent  donner  que  les  ra- 
cines râtîonelles ,  &  les  tables  de  la  féconde  efpèce.  don- 
nent fous  chacun  des  homogènes  toutes  Içs  racines  telles 
qu'elles  font ,  ratîônelles  ^  ou  îrratîonelles  ^ou  même  ima» 
ginaîres. 

Aînfi  pour  former  cette  féconde  table  de  là  féconde 
éfpèce  fur  ia  quatrième  formule  du  fécond  dçgrè ,  puif- 
que  j'avois  tous  les  homogènes  dans  l*èchiquier,&  même 
les  deux  racines  négatives  des  homogènes  compris  dans 
le  triangle  fupérieur  de  la  t<iblè  à  droite j  il  ne  reftoît  plus 
qu'à  trouver  les  racines  des  homogènes  compris  dans  le 
triangle  inférieur  à  gauche  ,  qui  font  égales  &  irratîo-^ 
nellfes  dan^  là  quatrième  formule ,  pour  les  placer  fout 
chacun  des  homogènes  j  j'en  cherchai  les  racÎJàés  irràrio- 
nelles  par  la  Méthode  ordinaire  des  formules ,  &  je  les 
écrivis  fous  chaque  homogène  5  de  cette  forte  fous  cha- 
cun des  homogènes  pofîtirs ,  j'eus  les  deux  racines  égales 
&  îrratîonelles  dont  le  fécond  fÎOTe  fous  le  radical  doit 
être  pofiuf.  -  » 

Mais  comme  je  m'apperçus  que  ces  mêmes  homogènes 
rpofitîfs  contenus  ^ans  le  premier  triangle  inférieur  L 
gauche  de  Tèchiquier  de  la  table ,  ètoient  eux-mêmes 
les  homogènes  du  troîfièrhe  cas  dans  la  cinquième  &  fi- 
xiéme  formulé^  {  en  changeant  feulement  le  fîgne  pofîtif 
en  négatif,  dans  les  homogènes  &  confervant  le  fîenè 
moins  comme  fl  eft  dans  la  table  devant  le  fecond  chifie 
fous  le  radical  )  ce  qui  donne  leurs  racines  imaginaires  y 
d'ailleurs  toutes  ces  racines ,  foit  îrratîonelles  ^  foît  ima* 
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gînaîres  forment  des  progreflîons  arithmétiques  croîflan- 
tes  dans  chaque  rang  horîïbntal  ^  fçavoh: ,  hors  du  figne 
Mtd^cal.r.,  i  iy^  y  ztj  i  &c,qui  font  la  moîdié  :dc  kt  va- 
leur de  a^  &  fous  le  figne  radical  i ,  i  ^,  4 ,  é  ;j,  9  ,  &c.  qui 
ibntlës  quarrés  de. cettô moitié  ^j- ai  mis  tôuties  ces  ra« 
cines  fous  leur  homogène  corre^ondanr.  . 

Ainfi  cette  féconde  tablé  de  la  féconde  elpéce  me  don« 
ne  dans  le  triangle  fupérieur  à  droite. 

1  o.  Les  deux  racines  dansle  premier  &  le  fècondlcas 
de  k  dnquiéme  &  fixî^me  formule  j  fçavôir^les  dcuS^ra- 
cines  négatives  pour  la  fixiémé  formulé  qjdi.  ont  le' figne 
moins  dans  la  table. 

2  °.  Mais  ces  mêmes  racines  ,  en  les  fuppoianc  pofitives 
eu  précédées  du  figne  plus, feront  les  racines  pofitiviçs 
du  premier  ôf  du  fécond  cas  de  là  cinquième  formule.    » 

Mais  pour  le  triangle  inférieur  à  gauche  de  la.  mênie 

iieu  qull  faut  fuppofér  par  tout  les  deux  fignes  contrai* 
res  {  que  j*ai  omis  pour  éviter  Jâ  confufîon  &  la  difficulté 
de  Timpreffion)  fi  Ton  veut  renfermer  tous  les  cas^comme 
il  fuit. 

3^^.  Sa  première  colonne  qui  eft  la  première  de  Téchi.. 
4aùîer  a  tous  fes  homogènes  pofitifs  ,  j&  le  fignè  négatif 
(ous  le  radical ,  ce  qui  rend  la  râjcine  imdginaipe ,  auliea 
qu'elle  eftirratiorielle  ,  ce  que  j'àî  feiit  à  deflèin^dfaîtèn- 
iermer  tous  les  cas  en  abrégél^xar  fuppof^t.  tous  les 
fignes  pofitifs ,  cette  colonne  contient  les  homogènes  de 
la  première  formule  avec  leUr^  j^fcjnes;  iou§  une  expief- 
ilon  irrarionelle,  *  ;  \  • 

4.^.  Auc<i>nîraireTuppof?iiçlejfee,iîioUi?  dèvwîtl^ 
homogènes,  &)aifnint  le  ièfcônd i^né  4e  ta  radae  n4- 
gatifjcommejl  eft  dans  la  Table,  on  auraieç  racines  ima- 


/ 
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5^.  Tout  le  refte  de  ce  triangle  eft  donc  pour  les  ho- 
mogènes de  la  quatrième  formule ,  &  pour  ceux  du  trou 
fiéme  ca$  die  la  cinmiiénie  &c  de  la  fîxieme  formule  ,  en 
obieryapt  ce  quiffmi.:  ,    :.     . 

é^^^Pour  les^homogëne^  die  1^  quatrîënie  formule,  ils  font 
pofîrifs  j  tels  qu'ils  font  dans»  la  table  ;  maïs  pour  leurs 
racines  qui  font  irratiorîelles,  il  faut  fuppofer  leligne  plus 
devant  le  fécond  chifre  fous  le  radical ,  au  lieu  du  ligne 
mo^ins  qui  efl  dkns  la  table. 

.  7^.  Pour  les  homogènes  du  troîfiéme  cas  de  la  cin- 
quième &  de  la  fixiême  formule  ,  dont  les  racines  font 
imaginaires  j  il  faut  fuppofer  les  homogènes  précédez 
éa  nene  moins ,  &  prendre  les  racines  Imaeinaires ,  telles 
op'blies  font  exprimées  dans  la  table,en  oblervant  qu'elle» 
font  .pofirives  dans  la  cinquième  formule ,  &  négatives 
dans laiSxième formule*  -.  L 

Cette  diificultè  auroit  pu  embarrajfler  les  comment 
çans ,  on  trouve  encore  les  mêmes  difficultez  dans  les  de- 
grex  fiipé rieurs ,  dont  Texjpofant  eft  pair-  à  caufo  des  ra- 
cines, toat  irrariondles  y  ioit  imaginaires  qui  s^y  trouvent 
toujours  en  nombre  pair,&  qui  étant  multipliées  les  unes 
par  les  autres ,  fe  détruifent  dans  Tèquadon  qui  en.  eft  le 
produit  5  pour  éviter  cet  embarras ,  on  peut  faire  deux  ou 
trois  copies  de  cette  table ,  afin  de  mettre  féparément 
cette  difterence  de  fîgnes  contraires  pour  tous  les  cas  di£- 

^  férens ,  que  f  ai  voum  abréeen 

Ainft;cette  féconde  table  oe  la  féconde  efpéce  donne  les 

""  deux  racines  xies  Equations  des  cinq  formules  dulecond 
degré. 

Il  eft  fecile  après  cela  de  former  les  tables  des  degrez  fit- 
pèrieurs,  &  ce  que  nous  en  avons  dit  en  fon  Jîèu  fùffit^pour 
en  dreflèr  d^auffi  étendues  qu*on  voudra,  &  leur  ufàge  eft 
-fî  fimple  &  fî  évident  qu'il  fèroit  inutile  de  s'y  arrêter.  Une 
Equation  étant  propofëe ,  fon  cœfScient  eft  donné  ,  je 
cherche  danis  k  table  <lreâee  fur  la  m^me  forfnule  ce  cœf^ 
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fïcîentdomié ,  deft  la  colonne  où  je  dois  trouver  Phojmo^ 


deux  homogènes  confécutifs  ^  alors  les^  racines  font  irra^ 
tîonelles,&les  racines  de  ces  deux  homogènes  confecutîfe 
font  les  racines  approchées/oit  par  excès^fbit  par  défauts 
Mais  les  tables  de  la  première  efpéce  ne  peuvent  doim 
nerqii'une  feule  racine  fur  leur  bordurç. ,  lorfqu'elle  eflr 
rationelle  &  non  autrement. 

.  Il  fuit  deJà  que  fur  chaque  formule  il  y  a  deux  tables  ^^, 
r.une  de  la  première  efpèce  y  qui  donne  feulement  la  pre- 
mière racine  rationelle  fur  la  bordure ,  Tautre  table  de  la 
feconde  efpèce  donne  tout  à  la  fois  toutes  ks'^racines  ^.ou 
fous  chacun  des  homogènes,  comme^je  Tai  pratiqué  dans 
les  premières  tables^ou  bien  elle  en  donne  plufieurs  fur  la 
bordure  à  sauche ,  &  la  dernière  fous  chaque  homogène 
comme  je  rai  pratique  dans  la  quatorzième  &  la  quin-> 
lième  table  pour  les  Equations  de  la  cinquième  ôç  de  la 
fixième  formule  de  la  troifîème  claflè  du  troisième  de-^ 

grè^  .   r 

Enfin  chaque  table  du  fécond  degré ,  n'a  que  quatre 
tÉermes  variables  ^  fcjavoîr  ^  fur  la  bordure  à  gauche ,  i  ©. 
la  racine  x ,  %^.  fà  haute  puiflànce,  3^.  fur  la  bordure 
d'en  haut  y  le  coefficient  a  du  teim^  moïen ,  4®^  les  ho- 
jcnogènes  6  far  J'cchiquier. 

Ceft  la  même  chofe  en  général  dans  tous  les  de- 
grex  fupèrieurs ,  pour  les  équations  qui  n*ont  que  trois 
termes ,  parce  qu'il  n'y  a  qu*bn  terme  moïen  ^  dans  les^ 
autres  qui  ont  2  y  }  ,  ou  quatre  termes  moïens  ,  &c.  il 
faut  combiner  enfemble  les  valeurs  de  leurs  coëfficiens 
de  toutes  les  manières  poffibles ,  prenant  un  feul  coef- 
ficient variable  ôc  tous  les  autres  conflians  ,  &  chaque 
combinaifbn  donne  une  table  dans  la  même  formule, 
ce  qui  ne  fouj&e  aucune  difficulté. 
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J^otez-  Dans  la  cinquième  Table  <)cs  Equarions  (  Gsconde  efpéce  au  troifiéme 
rang  )  que  la  fraâion  de  la  Racine  doit  toujours  être  1.   hors   du   radical , 
&  1  fous  le  radicsd  »  ce  qui  eft  général» 
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AVERTISSEMENT. 

LA  Méthode  que  nous  donnons  pour  ré- 
foudre  les  Equations  par  des  tables ,  efl 
très-propre  à  éclairer  le  Ledeur  &  à  lui  four- 
nir les  moïens  d'approfondir  tout  ce  qui  regarde 
cette  matière  :  ce&  tables  prefentcnt  à  la  vue 
une  infinité  de  fériés  infinies  d'Equations  fem- 
blables  dans  chaque  cas  particulier ,  qui  ne  dif- 
férent que  dans  f  homogène.  Toutes  ces  Equa- 
tions forment  des progrcfïions  Arithmétiques, 
de  telle  forte  qu'une  Equation  étant  propoféc, 
on  apperçoit  le  rang  qu'elle  occupe  dans  l'in- 
fini,  on  connoît  fa  férié  ,  fà  progreflion  Ôc  la 
loi  de  cette  progrefïion. 

Cette  Méthode  a  dailleurs  tout  l'avantaee 
qu'on  peut  défirer  fur  la  Méthode  ordinaire  de 
réfoudre  les  Equations  par  des  formules ,  &  ne 
participe  point  à  fes  défauts. 

I  p.  Par  fon  étendue;  la  nouvelle  Méthode  des 
tables  s'étend  à  tous  les  degrez  à  l'infini ,  elle 
embraffe  également  le  cas  irrédudtible  com- 
me le  cas  ordinaire  ,  &  le  réfovid  avec  la 
même  facilité  :  sa^is  les  formules  font  bornées 
au  je.  degré  au-delà  duquel  ellçs  ne  peuvenç 
s'étendre  ,  elles  nembraflènt  pas  même  ie  3  c. 
degré  tout  entier,  car  elles  ne  peuvent  refou» 
Anafy/è,  A 
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dre  les  quacres  formules  de  la  i^«.  efpace  de 
la  i'^.claucdu  3e.  degré,  dans  lefquellcs  le  je. 
terme  eft  évanoui. 

Elles  ne  peuvent  fervir  pour  les  huit  for- 
mules de  la  3C.  clafTe  qui  ont  quatre  termes  , 
qu  indiredlement  ,  &  après  en  avoir  fait  éva- 
noiiir  le  fécond  terme. 

L'ùfàge  des  formules  {è  borne  donc  directe- 
ment aux  quatre  formules  de  la  i  "'.  efpece  de 
la  i**'.  clafTe  dans  lefquellcs  le  fécond  terme  eft 
évanoui  ;  mais  il  en  faut  encore  retrancher 
le  cas  irréductible  ,  qui  comprend  la  4^  for- 
mule toute  entière ,  &  le  quart  des  Equations 
pofCbles  delà  3e,  formule,  parce  qu'il  eft  im- 
pofïible  d'en  tirer  les  racines  par  la  formule  or- 
dinaire ,  quoiqu'elles  foient  tres-réelles. 

io.  Par  la  facilité}  par  les  tables  je  réfbud 
les  Equations  du  i",  coup  d'oeil  fans  aucune 
opération, leur  conftruétion  eft  facile,  elles  fe 
font  par  la  fîmple  addition  ou  fouftra<5tion  fui- 
vant  les  fîgnes  de  l'expreflion  générale  de  TE- 
quation.  On  peut  les  continuer  aulïi-loin  qu'on 
voudra  avec  la  même  facilité  ,  nous  donnons 
même  des  abrégez  afin  de  pouvoir  fè  fervir  dans 
les  grands  nombres  des  petites  tables  comme 
des  plus  grandes. 

Mais  la  Méthode  des  formulés  oblige  à  plu- 
fleurs'  extractions  de  racines  quarrées  ôc  cubi- 
ques ,  opérations  longues  &  ennuy eufes ,  mais 
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(ou vent  inatiies  ,  lorfque  les  racines  quoique 
réelles  Ôc  rationnelles  viennent  fous  une  forme 
Irrationnelle ,  ou  fous  une  forme  imaginaire,où 
la  formule  devient  entièrement  inutile. 

3  o.  Par  Ton  exaâiitude ,  puifque  les  tables 
donnent  exa<Slement  les  racines  des  Equations 
telles  qu'elles  font ,  mais  les  formules  de  la  i*". 
racine  du  }^  degré  donnent  le  plus  foùvent 
les  racines  réelles  &  rationnelles  déguifées ,  ou 
fous  une  forme  irrationelle ,  ou  fous  une  forme 
imaginaire. 

Tous  ces  avantages  font  fenfîbles  dans  les 
exemples  qui  fui  vent,  où  l'on  compare  les  deux 
Méthodes  en  les  appliquant  à  refbudre  les  mê^ 
mes  Equations. 

1";  exemple. 

Soit  propofée  l'Equation  du  3'.  degré  x)— t-^x 
=»88. 

10.  Par  les  tables.  La  5  e.  table  de  la  i*".  et- 
péce  donne  fa  1"'.  racine  po{îtivejf=»4. 

La  /e.  cable  de  la  féconde  efpéce  donne  fes 
trois  racines  dans  une  même  cellule  que  l'ho- 
mogène 88  -,  fçavoir  ,  la  i"'.  racine  pofitive 
x=s4,les  deux  autres  négatives  égales  &  ima- 
ginaires Ar==--z-4V-^^. 

%o.  Par  les  formules. 
La  formule  de  la  première  racine  eft 


>—      I 


*  4  »7  4  17  * 

Aij 
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qui  donne  la  I''^  racine  fous  une  forme  irratio- 
Helle ,  puifque  1 944  eft  un  quarrc  imparfait ,  (à 
racine  cft  entre  44  &  45  ^  d'où  l'on  tire  la  va- 
leur de  la  I"^  racine  4  -t-^ou  5  —  qui  eft  irratio- 
nelle.  Quoiqu'elle  fbit  rationelle ,  puifque  c'eft 
précifément  4.  il  fuffit  de  multiplier  les  trois 
racines  que  nous  venons  de  trouver  par  les 
tables  pour  en  avoir  la  démonftration. 

id.  Exemple. 

Soit  X  '  --9ox=  1 00 ,  qui  eft  fori^ne  du  cas  irré" 

10.  Les  tables  donnent  les  3  racines  qui  font 
réelles. 

La  6e.  table  de  la  I'"^  efpéce  donne  (à  i*". 
racine  po{îtivcj^==  10.  la  6^t  table  de  la  i^.  ef^ 
péce  donne  dans  une  même  cellule  fous  l'ho- 
mogène propofë  loojles  trois  racines,  la  i'". 
x==io  qui  eft  réelle  &  pofitive  ,  les  deux  au- 
tres réelles  ,  négatives  ,  égales  &  irrationelks 

xo.  Par  les  formules. 
La  formule  de  la  première  racine  eft 


donne x==Vjo-+v-z45oo-+  V;o-v-'i4  foo- 

D^ans    laquelle    Texpreflion    imaginaire  — 
j/--z4;;oQ  rend  toute  la  formule  imaginaire  par 
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une  efpece  de  contagion  qu  elle  communique  à 
la  partie  réelle  jo,  <foû  il  eft  impoflible  abfcy- 
lumenc  de  tirer  la  valeur  de  la  racine  ,  quoi- 
qu'elle foit  réelle  &  pofitive. 

3  c.  Exemple.      Dans  le  cas  trréduEtihle, 
Soit  jf'— 90^=  1 10.  dans  la  3e.  formule, 
ou-  x'— 9av==— 1 10.  dans  la  4e.  formule. 

Ces  Equations  font  dans  le  cas  irréductible, 

Î>ar  confequent  les  3  racines  quoique  réelles 
ont  irrationelles,  c'cft-à-dire  incommenfurables 
entr'elles ,  on  ne  peut  les  exprimer  exactement 
par  aucun  nombre  entier  qui  ïoït  un  divifeur 
exaCt  de  ces  Equations  i  on  peut  feulement  en 
approcher  ,  &  il  ny  a  qu'un  feul  nombre  qui 
donne  cette  valeur  approchée ,  c'eft  10. 

1°.  La  table  de  la  i"'.  efpece  donne  *=  10 

dans  la5«.  formule>&  x=  —10  dans  la  4e.  formule. 

La  table  de  la  ^<^^  efpece  donne  tout  enfemble 

les  trois  racines  j  Sçavoir ,  dans  la  3  «.formule 

jc=i o,  &  y — —  ^-^Wï^. '& dans  la  4^  formule 

1°.  Par  les  formules. 
La  formule  de  la  i"'.  racine  elt 
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<^=^^45-+-i^37i79-+K4y — »^— 3  7^79 

qui  eft  une  formule  imaginaire  d'où  il  eft  ab- 
iolument  impoflible  de  tirer  aucune  valeur  pour 
la  racine  qui  eft  cependant  réelle  mais  irraticv 
nelle.  Aiij 
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4*.  Exemple,      cas  irréduUible.    . 
Soit  X  J  •*-  90X  ==s  90  dans  la  f.  formule, 
ou  x'— 9ox==— 90  dans  la  4^  formule. 

1°.  Par  les  tables.  La  6*.  table  de  la  i"*  efpécc 
donne  la  i  '".  racine  approchée.  x==  i  o  dans  la 
3  *.  formule  ,  &  x  =»—  i  o  dans  la  4*.  formule, 

La  6^«  table  de  la  ^*^^  efpece  donne  dans  la  mê- 
me cellule  de  Thomogene  90.  les  trois  racines  , 
^  c=5io,*'==—  5  ^"^i  5  dans  la  3*.  formule.  Mais 
pour  la  4e.  formule  x=i  —10,^  x^==^  $  '-^'^  5* 

Remarque.  Comme  1 0  eft  la  i  "•  racine  exac- 
te de  l'Equation  x  '  —  90^?  s=s  x  00 ,  qui  eft  l'o- 
rigine d'où  partent  les  Equations  dans  le  cas 
irréduâiible ,  elle  eft  aulli  feule  la  i'\  racine  ap- 
prochée de  toutes  les  équations  femblablesqui  ne 
différent  que  dans  le  fcul  homogène  qui  peut 
varier  à  l'infini  >  foie  en,  diminuant  de  i  o ,  fbit  en 
augmentant  de  i  o  àrinfîni  ;or  dans  toutes  ces  va* 
nations  de  l'homogène,  10  efl  la  feule  racine  la 
plus  approchée  en  nombres  entiers,car  elle  pour- 
ra toujours  divifer  toutes  ces  équations  non  pas 
exactement ,  mais  avec  un  refte  pofitif ,  lorfque 
les  homogènes  (ont  moindres  que  1 00.  &  avec 
un  refte  négatif  lorfque  les  homogènes  >  1 00  en 
la  3c.  formule,  &  au  contraire  en  la  4*=.  formule  : 
^ais  aucun  autre  nombre  que  10  ne  pourra 
être  le  divifeur  de  ces  éqqations  dont  la  férié 
eft  infinie.  Donc  les  tables  donnent  la  racine  la 
jplus  approchée  en  nombres  entiers  danslec^s 
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irréduâible  fans  aucune  opération  j  &  pour 
avoir  une  approximation  plus  grande,  on  fe  fer- 
vira  des  Méthodes  nouvelles  que  nous  donnons 
dans  cette  Analife. 

La  première  racine  approchée  étant  trouvée 
x=ssio  y  on  connoîtra  quelle  eft  cette  approxi- 
mation j  en  comparant  l'homogène  propofé,  ou 
le  refte  que  donne  la  divifion  avec  1 00 ,  qui  eft 
rhomogene  de  l'origine  du  cas  irrédudlible.L'ap* 

J)roximation  fera  d'autant  plus  approchée  que 
â  différence  fera  moindre ,  &  l'approximation 
fera  d'autant  plus  éloignée  que  la  diiTer ence  fe- 
ra plus  grande. 

x".  Pat  les  formules  ,  on  trouve  une  for- 
mule imaginaire  ôcimpoflible  pour  la  i  ^'*.  racine 


c'eft  jf=îy45-+^2if97j-+V45— »/— Z4975  par-Ja»*- 
inutile  comme  dans  l'exemple  précédent. 

Les  avantages  de  cette  nouvelle  Méthode 
nous  ont  engagé  de  la  tirer  dû  corps  de  l' Analife  ' 
entière  &complettc  que  nous  publions  ^  ou  elle 
occupoit  la  fèdiony.  du  livre  i".  &  de  la  placer 
fcparément  à  la  tête  de  l'ouvrage  pour  fatisfaire 
à  rempreifement  du  public. 


J 


METHODE 


MÉTHODE 

NO  UVELLE 

POVR  RESOVDRE  LES  PROBLEMES 

déterminez^ou  l»s  Equations  de  tous  les  degrex^à, 
r infini ,  C^  même  dans  le  cas  irréditSiible, 

Ecte  Mérhode  confifte  dans  la  conftruc- 
cion  &  Tufagc  des  tables  expliquées  p.  3 1, 
&c  î  chaque  table  cftdrcffée  fur  une  for- 
mule &:  ferc encore  pour  d'autres,  en  y 
accommodant  les  (igncs. 

Ces  tables  font  de  deux  cfpéces,  qui  ne 
difFcrenr  que  dans  la  manière  de  donhcr 
les  racines  des  Equations  qu'elles  contiennent.  -■ 

Les  tables  de  la  première  efpcce  donnent  fur  leur  bor^ 
ilureà  gauche  la  première  racine  de  tous  les  homogènes 
qui  font  dans  l'échiquier,  Iprfqu'elle^rationelle  -,  mais 
non.- pas'lorfqu'elFc  eft  irtâtioncUe.    ■  '  1  i 


lo  Méthode    nouvelle. 

La  féconde  cfpcce  des  tables  donne  direftement  tout 
à  la  fois  toutes  les  racines  des  Equations  de  tous  les  de- 
grcz  ,  de  quelque  nature  que  foient  les  racines ,  icclles 
ou  imaginaires,  rationelles  ou  irrationelles,  en  quoi  elle 
a  Tavancage  fur  la  première  cfpécc. 

Cette  Méthode  ne  fe  borne  point  là  ,  car  en  conti- 
nuant ces  tables ,  leur  coniîdération  feule  pré  (entera  à 
Tcfprit  une  infinité  de  Théorèmes  &  de  Problêmes  im- 
portans,  d'où  Ton  pourra  tirer  plufieuis  Méthodes  dif- 
férentes pour  ré  foudre  les  Equations. 

Les  commençans  pourront  s'exercer  à  drefler  ces  ta- 
bles auâi  amples  qu'ils  le  jugeront  à  propos  y  ils  en  tire-* 
font  beaucoup  d'utilité,  ils  y  remarqueront  les  progref- 
ûons  Arithmétiques  qui  y  régnent  conftamment,  foie 
dans  les  homogènes,  foit  dans  les  coëfficiensou  fadeurs, 
foie  dans  les  puiflances  de  l'inconnue  ,  (bit  enfin  dans 
les  racines  des  Equations  ,  c'eft  le  fondement  de  la  con- 
ftruâion  de  ces  tables  Se  de  leur  ufage  ;  d'ailleurs  ces 
tables  par  elles  -  mêmes  ferviront  comme  un  inftru- 
ment  univerfel  ,  pour  réfoudre  du  premier  coup  d'œil 
&:  (ans  aucune  opération  toutes  les  Equations  qu'elles  ren- 
ferment. 

Pour  faciliter  la  conftrudion  de  cas  tables  ,  on  peut 
éviter  de  tracer  les  lignes  de  Téchiquier  ,  en  fe  fervant 
d'un  chadis  de  carton  divifé  avec  des  fils  par  diiférens 
carreaux  ,  on  peut  aufli  mettre  la  bordure  d'en  haut ,  &c 
celle  qui  eft  à  gauche  fur  deux  bandes  de  papier  qui  fe 
déplient  en  dehors,  8c  qui  excédent  les  pages  qui  coo* 
tiennent  l'échiquier. 

Une  Eqiiatiên  littérale  (e  nomme  une  formule  ,  par- 
ce que  c'eft  rexpre(rion  générale  de  toutes  \^s  Equations 
numériques  femblables  ;  car  il  n'y  a  qu'à  fubftituer  des 
nombres  à  la  place  des  lettres  connues  pour  avoir  des 
Equations  numériques  ,  &:  fubdituant  fucceffivement 
chacun  des  nombres  de  la  fuite  naturelle,  à  l'infini  ,  on 
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aura  des  fériés  infinies  d'Equations  fcmblables  à  Tinfini. 
"•  Dans  chaque  degré ,  il  y  a  des  Equations  coniplectes 
&:  incomplectes ,  ce  qiii  fait  deux  genres  que  je  divifc 
par  claiTes  Se  par  efpécës  différentes  afin  de  traiter  cette 
matière  avec  ordre  pour  faciliter  la  réfolution  des  £«- 
quattons. 

Une  Equation  complette  cotitient  toujours  wi  terme 
^e  plus  que  Texpofant  de  fôn  degré  ne  contient  d'uni- 
cez.  Aîniî  dans  le  fécond  degré  elle  a  trois  termes ,  dans 
le  troifîéme  degré  quatre  termes ,  &rc.  Voilà  la  dernière 
clafie  des  formules  de  chaque  degré ,  fon  expofant  eft 
celui  de  fon  degré. 

Une  Equation  incomplette  contient  moins  de  terhies 
que  FEquation  complette ,  ce  qui  ne  fe  trouve  que  dan* 
les  Equations  abrégées^  car  lor fque  rJEqtlation  û'eft  point 
abrégée,  elle  contient  en  détail  tous  les  produits  de  fa  for^» 
*  mation  qui  la  rendent  toujours  complette  ;  mais  en  abré- 
geant ,  lorfqu'il  fe  trouve  dans  un  même  terme  ou  dani 
ptufieurs  termes  des  produits  égaux  ôc  contraires  ^ 
ils  rendent  ce  terme  ou  ces  termes  nuls,  les  détruis* 
fent  &  les  font  évanouir ,  voilà  l'origine  des  Equa-^ 
cions  &  des  formules  incomplettes  qui  (donnent  les  au* 
très  cl  a  (Tes. 

L*Equation  |>ure  &  fimple  dans  chaque  degré  n'a  que 
deux  termes  extrêmes  ,  le  premier  terme  eft  la  hautà 
puiffance  de  l'inconnue  5  &  le  dernier  terme  que  je  nom^ 
me  rhomogene  de  comparaifon  qui  eft  exprimé  ennom^- 
bres  ou  en  lettres  connues  dans  cette  Equation ,  tous  les 
termes  moïens  employez  dans  fa  formation  ont  été  dér 
truits  par  des  iîgnes  contraires  en  l'abrégeant. 

Voilà  la  plus  (impie  Equation  ou  formule  dans  cha« 
que  degré,  &:  la  première  clafle  des  formules  :  entre  cette 
première  clafTe  &;  la  dernière  ,  il  y  a  autant  de  clafFes 
difierentes  qu'il  y  a  d'unitez  entre  leurs  expofans ,  ou  ce 
qui  revient  au  mpme  dans  chaque  degré ,  il  y  a  autanc 

Bij 


iz  Méthode  NOUVELLE 

de  clafTes  difFérentes  entre  les  formules  ,  que  rexpofanc 
du  degré  concienc  d'unicez. 

Je  diftingue  encore  dans  chaque  clafTe  des  efpéce^  dif- 
férences ^  &  dans  chaque  efpéce  des  individus  qui  font 
autant  de  formules  différentes  dans  un  même  degré ,  &c 
pour  traiter  cela  avec  plus  d'ordre  6ù  de  Méthode  ,je  ré- 
duis à  fept  Problêmes  tout  ce  qui  regarde  en  général 
les  formules  de  tous  les  degrez  à  l'infini,  car  dans  unde- 
jgré  quelconque ,  on  peut  demander. 

i^.  Le  nombre  de  (es  formules. 

x°.  Le  nombre  des  formules  ou  de  plufieurs  degrez  , 
ou  de  tous  les  degrez  à  Tinfîni  pris  enfemble. 

3  o.  Le  nombre  des  clafTes  différentes  des  formules  dans 
chaque  degré. 

40.  Le  nombre  des  efpéces  différentes  des  formules 
dans  chaque  claffe. 

5^^.  Le  nombre  des  individus  ou  formules  particulières 
dans  chaque  efpéce. 

6^.  Chacune  des  formules  particulières  en  lettres  ^ 
pour  une  efpéce  &  une  clafTe  déterminées  dans  un  degré 
quelconque. 

.  7^/£nfin  la  formation  des  Equations  numériques  dans 
chaque  formule  particulière. 

Nous  donnons  la  réfolution  dé  ces  fept  Problêmes  y 
afin  qu'il  n'y  ait  rien  qui  puifTe  arrêter  le  le&eur» 

PROBLEME   L 

Déterminer  le  membre  des  formules  d^ns  chaque  degré. 

Soit  f  Texpofant  du  degré  propofé  ,  le  nombre  de 
fes  formules  eft  2x  3P— i,  c'eft  à  dire  que  ce  nombre  eft 
double  de  la  puiifance  de  3  moindre  de  l'unité  que  Tex-- 
pofant  de  ce  degré. 


A 
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Exemple  s. 
Dans  le  l^^  degré, ou/=i.  j'ai  ix^ 


I 


Donc  le  premier  degré  a  deux  formules. 

Dans  le  z^.  degr^ ,  où/  ==si,  j'ai  ixj       =a;2X} 
6  formules. 

Dans  le  3c.  degré,  où/  =x=5=3,  j'ai  1 X3        ^^=3iXg 
=?  1 8^.  formules. 

4  —  1 
Dans  le  4c.  degré,  ou  /=3  4,  j'ai  ix^        ==1x17 

54-  formule».  " 

Dans  le  ;«.  degré ,  oû/===j',  j^ai  zx^       g=rzxSi 
i^z,  formules^ 

Dans  le  tf *.  degré ,  où /=s  ^,  j'ai  2x3        ==2x143 
48^.  formules. 

Dans  le  7c.  degré,  où/ ===7,  j'ai  2x3  ^     ==1x^19 
458.  formules. 

Dans  le  8«.  degré, où/  ===^8 ,  jVi  2x3        =rss  1x2187 
4374.  formules. 

Dans  le 9^.  degré,  où/ =3=  ^,  j*ai  2x3       —^^y^g^gi 
X3i22rformuleSr 

Dans  le  i  o^.  degf  é^oè/ 2=3 1 o, j'ai  2x  3       «=92x1^^83 
•  3  P3  6  tf.  formules. 
Ce  qui  donne  la  férié  fùivante^ 

JExfûfsns 

d$s      l.    %.     3.     4.         j.        g,  j,  %^  ^       g£^^ 


Artii.,  *•  ^- 18.  ^4.  i^z.  48^.  14^8.4374. 13111.  &c: 


14      .        Méthode    nouvelle. 

PROBLEME   II. 

Trouver  le  nombre  des  formules  deflufieurs  degrezfris  de 
fuite.  i^.En  nombre f  ni.  iP.  De  tous  les  devrez, 

à  rinfni. 

1°,  Pour  plufieufs  degrez  pris  de  fuite  en  fiombre  fini, 
le  nombre  des  formules  eft  5P— i ,  en  fuppofant  /  égal  à 
Texpofant  di^  dernier  degré  qui  a  été  pris ,  la  fomme  des 
formules  eft  égale  a  une  femblable  puifTance  de  5  moins 
l'unité. 

Pour  le  I".  Jcgré|feuIoù/====:i,j*ai3T---i===s3--i====2. 

Pour  les  deux  premiers  degrez ,  rexpofant  du  fécond 
eft  i==s/ ,  j'ai  5*~ii=5— 1==8==  1-+  tf ,  trouvez  ci* 
deffus. 

Pour  lés  trois  premiers  degrez ,  Texpofant  du  troifién:ye 
eft  3======:/,  j'ai  5}*^i====z7— i====i6====3--+6 

ci-defiâs. 

Pour  les  quatre  premiers ,  où^  =4 ,  )'ai^34— isssssgï 
—i====8o====?i«H'6-H-i8—fy4 trouvez ci-deffusi  &  ainfi 
des  autres. 

ip.  Pour  tous  les  degrez  à  l'infini  pris  enfcmble  j  Tex* 
pofanf du  dernier &|infinitiéme  degré  eftoo  .Donc  la  fom- 
me des  formule»  de  tous  les  degreia  l'infini  eft  3**  —i. 
Ce  qu'il  falloir  trouver. 

::;  .       corollaire  l 

Et  remarque.  Dans  ce  grand  nombre  de  formules  on 
doit  retrancher  comine  inutiles  toutes  les  formules  donc 
le  fécond  membre  qui  contient  tous  les  termes  (  excepté 
la  haute  puifTance  de  TinconnUe  )  eft  totalement  néga- 
tif, parce  qu'il  eft  impofible  que  le  pofitif  foit  égal  au 
négatif  abfolu ,  &  <ï  on  veîlc  abfolutnent  les  réfoudre  , 
on  le  pourra  toujours  de  la  même  manière  que  celles  donc 
les  deux  membres  font  totalement  pofitifs.  Nous  verrons 
dans  la  fuite  comment  on  peut  encore  diminuer  le  nom^ 
bre  des  formules. 
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Il  eft  évident  qja'il  n'y  a  qu'une  feule  formule  néga- 
tive dans  le  premier  degrc-x  = — h.  Dans  tous  les  de- 
grez  fupérieurs ,  foit^  Texpcfant  du  degré  proporè  ,  le 
nombre  des  formules  totalement  négatives  dans  le  fe^ 
cond  membre  &  partant  inutiles  ,  eft  une  puiflance  de 
X  moindre  de  Funité  que  l'expofant  du  degré  ,  c'eft 
donc  z'     '. 

Ainfî  dans  le  fécond  degré  ,  ou^  =  z ,  j'ai  i'"* 
2*     *  ==  X ,  ce  qui  donne  deux  formules  inutiles. 

Dans  le  troiCéme  degré ,  ou  p  5=  3  ,  j*ai  x*     ' 
formules  inutiles. 

Enfin  dans  le  10*^.  degré,  où/ ==  10,  faix**    ^*==x^ 
5 1 X  formules  inutiles.  On  peut  les  exprimer  par  la 


fcrie  qui  fuit.  ' 

dis      I.  X.  3.  4,    j.     6.      7.      %,     5^^.  de^rc,&c. 

deinz, 
fiûmhri 

des        I,   2.   4.  8.    li.  5x>  ^4*  ïxi.    X5fi«    5fX.  &C. 

fcrmuUs, 

COROLLAIRE    ÏL 

Donc  dans  chaque  degré ,  dont  Pexpofanc  foît  / ,  \t 
nombre  des  Equations  utiles  eft  x  x  5''**"' x'"*''  ,qui  eft 

_^-      ^   ...      --    ■■_  ,^.,,,      .   .-^ 

un  binôme  dont  la  première  partie  contient  le  nombre 
des  formules  poifibles  dans  chaque  degré  trouvé  par  \i 
Problème  I.  &  la  féconde  partie  contient  le  nombre  des 
formules  inutiles  trouvées  par  le  Corollaire  précédent  ^  à 
letrancher  du  nombre  total  des  formules. 

Ainfi  dans  le  fécond  degré  ^  où/  c==  %  ,  j'ai  x  x  3  *     ' 


X*    *  s=ss  X  X  3 —~  X  &=B  ^ —^  X  s=s=8  4>  nombre  des 


formules  acilfes» 


.  ' 


i6  Méthode    nouvelle. 

Dans  le  troificmc  degré  ,  où  p  ==  3  ,  j'ai  ix  j'* 


z^     '==:xxp 4=18 4==  i4,nombrcdcs 


formules  utiles» 

Dans  le  fepticme  degré  ,  où p  ==7,  j'ai  zx  3^"^' 

i^"^'c=ix3* 2^==:zx  yip 64==  1458 


t^^m^m^ 


^4=:  1394. 

Dans  le  dixième  degré ,  où  p  =='io ,  jai  2X  3 


10. 


lo.,.^! ^-.9  ^9 


^  =^z'xy z^  =  393^6 ^11=38854. 


On  peut  les  exprimer  par  les  quatre  fériés  fuivantes 
pour  en  avoir  le  rapport ,  le  premier  eft«  Texpofant  du 
degré,  la  féconde  eft  le  nombre  total  des  formules  dans 
chaque  degré  correfpondant  ,  la  troifiéme  contient  le 
nombre  des  formules  inutiles  à  retrancher ,  la  quatrième 
contient  le  nombre  des  feules  formules  utiles ,  &  c'cft  la 
différence  de  chaque  terme  correfpondant  dans  la  fé- 
conde &  la  troifiéme  férié. 

ExpopLnt  dudeiYé  \.  i.     3.     4.         y.       6.         7. 
Total  de  s  formules  %.  6.   18.   54.    162.  486.   1458.  &c. 
Inutiles  i.  2.     4.     8.     itf.     32.       ^4.  &c. 

Utiles  I.  4.   14.   4^.   146.  454.   1394.  &c. 

P  ROBLFME    III. 

Déterminer  le  nombre  des  cUJfes  des  formules  différentes 

dans  chaque  degré. 

V  Pour  diftînguer  en  différentes  claflfes  les  formules  d'un 
même  degré ,  je  prends  dans  ce  degré  ,  par  exemple ,  le 
cinquième ,  les  deux  Equations  extrêmes  ;  fçavoir  ,  fon 
Equation  pure  &fîmple  x'c==^^.qui  n'a  que  deux  ter- 
mes ,  &  fon  Equation  complettc  qui  a  tous  fcs  fîx  termes. 
AT*  c=:4ix^-4-4"Ar'-4-  4"^  x^ -+-  4*^  x^ — ^^ .  &  je Ics  écris 
de  cette  forte ,  mettant  dans  le  premier  membre  la  haute 

puiffance 
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puiflfance  de  Tinconnuë  toute  feule  ,  &  dans  le  fécond 
membre  tous  les  autres  termes  ,  par  cette  difpofition 
j'ai  un  feul  terme  dans  le  fécond  membre  de  TEqua^ 
tion  pure  &  fîmple ,  c'eft  la  première  claffe  donc  Fexpo- 
iant  eft  i. 

Mais  j'ai  cinq  termes  dans  le  fécond  membre  de  TE- 
quation  complette ,  c'efl;  la  cinquième  claïïe  de  ce  de- 
gré ,  fon  expofant  efl:  ^. 

Donc  }"ai  les  deux  clalfes  extrêmes  i  &  y ,  je  remplis 
leur  in  ter  val  par  la  fuite  naturelle  des  nombres,  i  ,1^5,4,5', 
ce  qui  me  donne  cinq  iSftjSKw ,  qui  donnent  cinq  clafles 
différentes ,  dont  ils  font  les  expofans  ,  &  marquent  en 
même  tems  le  nombre  des  termes  de  chacune  de  ces 
claffes  dans  le  fécond  membre  de  la  formule  comme  il 
fuit. 

icrc.  clafTe.     x^  =^  —  b  •  V  ne  feule  efpéce. 

2<lc.  claâe.      X   zsia    X    —  ^  .  i'«.  cfpccc. 


5  "4        f^ 


&  4<.  efpéces.  x  =z4     jc    —  ^  .        x^^.  efpéce.' 


I 


j  III       ^  j^ 

X   ^=za      X 


—  ^  .         5^  efpéce. 
X   z=za     X    —  t  .         4^.    elpece. 

s 

je.  chffe.        j,'  =za    x"^  ±  /  y  ±  t\ 
èc  8  efpéces. 

4  •  c*^"^^  X   z=za    X     *4    x!!;4X'Hh^. 

&  4  efpéces*  "^ 

j  .  ciaiic  X    =:a    X     'jt.a    x    ^a   x    iZ^    x 

ici 6  efpéces.       ~  ^  • 
Andyfe. 


i8  Méthode  NOUVELLE 

Aînfî  dans  le  cinquième  degré ,  comme  il  y  a  cinq 
termes  dans  le  fécond  membre,  il  y  a  cinqclaffes  de  for- 
mules. 

En  général ,  il  y  a  dans  chaque  degré  autant  de  clafles 
différentes  de  formules ,  que  Fexpofant  de  ce  degré  con- 
tient d'unitez. 

* 

PROBLEME     IV.\ 

Trouver  la  nombre  des  ejféces  différentes  des  formules  dans 

chaque  cUjfe  d'un  même  degré. 

Le  nombre  des  termes  établit  la  différence  des  claffes, 
ainfi  la  y^  clafledu  5^.  degré  qui  eft  complette  contient 
cinq  termes  dans  le  fécond  membre  ,  mais  il  y  a  dans 
ce  même  degré  quatre  claffes  de  formules  incomplettes, 
qui  fe  réduifent  à  trois  claffes  ,  en  retranchant  la  pre- 
mière clafle  qui  eft  celle  des  Equations  pures  &  {Impies, 
de  forte  que  de  ces  cinq  claffes  retranchant  les  deux 
claffes  extrêmes  la  première  &  la  dernière  ;  il  refte  trois 
claffes  dans  lefquelles  il  peut  y  avoir  plufieurs  efpéces  : 
car  je  nomme  efpéces  différentes  de  formules ,  celles  de 
la  même  clafle  qui  ont  par  confequent  le  même  nombre 
de  termes ,  mais  non  pas  les  mêmes  termes.  Par  exemple, 
la  féconde  claffe  du  cinquième  degré  qui  a  deux  termes 
dans  le  fécond  membre  a  auflj  quatre  efpéces ,  car  re- 
tranchant dans  l'Equation  pure  &  fimple,  &  dans  l'E- 
quation complette  Thomogene  qui  doit  toujours  fe  trou- 
ver dans  toutes  les  formules ,  il  me  refte  une  place  à  rem- 
plir dans  la  féconde  clafle  ,  Si  j'ai  quatre  termes  dans 
l'Equation  complette  qui  peuvent  occuper  cette  place 
chacun  en  particulier ,  ce  qui  donne  quatre  efpéces  dif- 
férentes delà  féconde  clafle. 


POUX   LES    EqJJ  AXIONS   A  L*  INFINI.      fj 
I".  Claffc.   x^  :=^±b'' 

y««.claire.  x^  z=:±a    x*  ±a    x^  ±J  at*  */  x 

Ç  I  4  ▼ 

z^«.  clafTe.  ;v  =±-1    x  HH^.i".  cfpccc. 

X  ==  1 4    X  +  ^ .  a<l^  cfpccc. 

X  ==  +  4    X  +  ^  •  3°^*^*  cfpccc. 

X  =  +  4    X    ±^  .  4^^.  cfpccc. 

De  même  dans  la  3^.  claiTc  du  y^.  degré  qui  a  trois 
termes  dans  le  fécond  membre  ^  j'ai  deux  places  à  rem- 
plir en  combinant  quatre  termes  de  toutes  les  manières 

pofliblcs ,  deux  à  deux.  Ces  termes  font,  x^ ,  x^  ,^^  y  ^'. 
ce  qui  k  peut  combiner  deux  à  deux  fans  répétition  de 
fix  manières  dificrentes ,  ce  qui  donne  ûx  cfpéccs  diâc« 
rentes  dans  la  3^  clafTc* 

3«.  claffe.    x^  =  ±  4    at^  ^  4*  x'  +  ^  .  fans  x  Se  x  . 

X  =:i4Ar4  4;4  x  z!^.  lans  x  Se  x  . 
A-  =±4  X  +4  AT  +  ^  fans  X  &x, 
x=:±4xi:4  X  *  ù  .unsx  Scx  . 
X  =1:^  X  3:4  X  i^.fansx  &:x  . 
X    =±4    X    +4   AT    Hh^.  fans X  & x^. 

Pareillement  dans  la  4^.  clafTe  du  y«.  degré ,  qui  a  qua- 
tre termes  dans  le  fécond  membre ,  au  lieu  de  cinq  ter- 
mes dans  TEquation  complcttc,  ce  qui  fe  réduit  à  3.  6C 

C  ij 


\ 
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à  4»  retranchant  de  part  &  d'autre  rHomogcnfc ,  or  de 
quatre  termes  on  en  peut  arranger  trois  de  quatre  ma- 
nières différentes  ,  ce  qui  donne  quatre  cfpéces  diffé- 
rentes dans  la  4^  clafTe  du  5^  degré. 

Mais  la  i^^  clafTe  qui  n'a  qu'un  terme  dans  le  fécond 
membre,  &  l'Equation  complctce  delà  y^.  claflTe  qui  en 
a  cinq ,  n'ont  chacune  qu'une  feule  efpéce  ;  car  on  ne 
peut  varier  ni  le  nombre  ni  l'cfpéce  des  termes  dans  ces 
claffes ,  mais  elles  ont  des  individus  ou  formules  parti- 
liéres  différentes ,  qui  viennent  de  la  feule  diverfitc  des 
Signes  J^&c—. 

PROBLEME     V. 

Trouver  /es  Individus  ou  Formules  particulières  (jr  t^tir 
nombre  dans  chaque  efpéce  dr  dans  chacune  des  Clajfes 
d'un  même  degré  &  de  tous  les  degrez»  à  F  infini. 

Les  formules  particulières  dans  chaque  efpéce  &  dans 
chacune  des  clafîes  viennent  des  combinaifons  différen- 
tes des  Signes ,  *  &  — .  Or  toutes  les  combinaifons  uti- 
les qui  donnent  des  formules  différentes  font  exprimées 
par  les  deux  Séries  fuivantes ,  dont  la  première  marque 
î'expofant  de  la  clafTe  &  le  nombre  des  termes  dans  le 
fécond  membre,  c'efl  la  Série  des  nombres  naturels.  La 
2^c,  qui  marque  le  nombre  des  combinaifons  qui  déter- 
mine le  nombre  des  formules  particulières  ou  des  indivi- 
dus dans  chaque  efpéce ,  efl  la  Série  des  puiflances  de  x*. 

IRomVf  des  ,  o  o-^ 

umtu        ï-    ^    3-       4-      $•      ^-         7*         8.        9.     &C. 

?.m^Lf   ^-  4-  8-   i^-  32.'  <f4-   "8-  ^y«-  n^3   &c. 

Ainû  dans  la  i'^  clafTe  où  il  n'y  a  qu'un  terme,  il  y 
a  deux  formules  ,  parce  que  les  Signes  ■+  &  —  peuvent- 
être  mis  tous  les  deux  devant  ce  terme  unique.  Ce  qui 
donne  deux  formules. 
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Dans  la  z^^.  clafTc  où  il  y  a  deux  termes  y  les  fignes 
&  —  peuvent  être  combinez  en  quatre  manières.  Ce 
qui  donne  quatre  formules. 

.  Dans  la  3»^  clafle  qui  a  trois  termes  ,  les  fignes  -+i 
&  —  peuvent  fe  combiner  en  huit  manières  ,  ce  qui  don-* 
ne  huit  formules.  £t  ainii  des  autres  à  l'infini. 

PROBLEME    VI. 

Trouver  en  lettres  chaque  formule  particulière  d'une  e/péce, 
dr  d'une  clajfe  quelconque  d'un  degré propofé. 

Comme  toutes  les  formules  particulières  dans  une 
efpêce  &  dans  une  clafTe  d'un  degré  déterminé  ,  vient 
de  la  feule  combinaifon  des  fignes  ^  lorfqu'on  aura  une 
clafTe  &  une  efpêce  déterminée.     Par  exemple  ,  la  v^. 

efpècc  de  la  j^c,  clafle  du  f^^.  degré  x    s:z.  ^  a    x^. 

Ht  ^  X  ±  ^  .  qui  eft  fans  x  &  (ans  xx.  &qui  a  trois 
termes  dans  le  fécond  membre  ;  or  par  le  Problème  y»c. 
)'ai  dans  la  Série  huit  combinaifbns  ou  formules  pour  3. 
termes.  Ainfi  j'écris  de  fuite  ces  huit  formules  qui  com- 
prennent toutes  les  combinaifons  différentes  des  fignes 
rf  &  ~  comme  il  fuit. 

X    =55  -H  a    X      -4-  a    X     ^  h  .    V^.  form» 


X    =  ^^i^  a   X     Hr-  a    X   â  ,     i^c.  form* 


^    =-+-4    X     a    X    -H-*.,  3"i«.form. 


X    c==:Hh-  il    X     a    X   b.    4»c.form. 

X    = a    X     -+-4     AT    Hh^.    y'^c.form. 

X    =  -^  a    X     —  4    X    -+-  ^  .    tfmc,  form. 


^    ==:— -.4    X     a    X    -+-4'.    7™. form.. 

^  ï     4  *     3  ,▼ 

^    ==  -~  a    X     —  a    X    -—  ^  .    %me^  form,. 
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PROBLEME     VIL 

Former  les  Equations  en  nombres  dans  chaque  Formule 

particulière  d*un  degré  quelconque. 

Ce  Problême  eft  important  pour  la  réfolution  des  Exjua- 
tions  ,  car  il  eft  ridicule  de  chercher  les  racines  d'une 
Equation  propofée^iî  on  ignore  le  nombre  &:  la  nature  des 
élemens  ^dont  elle  contient  le  produit. 

De  la  nature  des  racines  des  Equations  de  tous  lesdegrez^ 

de  leurs  genres  ejr  de  leurs  efféces. 

Les  racines  d'une  Equation  compofée  d'un  degré  quel- 
conque ou  Tes  élemens  font  les  Equations  (impies ,  ou  du 
premier  degré  dont  elle  contient  le  produit.  Je  divife 
les  racines  en  plufieurs  genres. 

Les  racines  font  ou  pofitives  ou  négatives  :  Voilà  leur 
premier  genre. 

Les  racines  pofitives  font  celles  dont  la  valeur  deTin- 
connuë  eft  une  grandeur  pofîtive  comme  at— 2==^. 
qui  donne  par  tranfpofitionArc=5— t-  x.  c'eft  une  valeur 
pofitivc. 

Les  racines  négatives  font  celles  dont  la  valeur  de 
l'inconnue  eft  négative ,  comme  x  -4-  x==  ^ ,  qui  donne 
par  tranfpoficion  x==5= x,  c'eft  une  valeur  négative. 

Le  fécond  genre  divife  les  racines  en  réelles  &  ima- 
ginaires, qui  fe  divifent  chacune  en  deux  efpéces,  lo. 
rationcUcs ,  x®.  irrationellés. 

Les  racines  réelles ,  rationelles  ou  commenfurables  , 
font  celles  dont  la  valeur  s'exprime  exadement ,  ou  par 
un  nombre ,  ou  par  une  lettre  connue  ,  comme  x x 


\o  ^x a=^o. 


Les  racines  réelles,  irrationellés  ou  incommenfiirables, 
font  celles  dont  la  valeur  ne  peut  être  exprimée  exaûe- 
mcnt  par  un  nombre  ou  par  une  lettre  connue  ,  fans  y 
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ajouter  un  fignc  Radical  comme  x~—  f^  ==  û  ,  x  — ^ 
f/^  c=  0  ce  qui  marque  la  racine  quarrée  de  i ,  ou  de  i^, 
qu'il  eft  impoilible  d'exprimer  fans  le  figne  Radical ,  on 
les  nomme  incommenfurables  y  parce  qu'on  ne  peut  pas 
les  mefurer  par  l'unicé  ni  par  aucune  partie  connue  de 
l'unité. 

Les  racines  imaginaires  fonraufli  de  deux  efpéces  ^  il 
y  en  a  qui  font  imaginaires  &c  rationelles  comme  -4* 
a  qui  efl;  une  valeur  imaginaire  négative  dans  jc  -f- 
a  =  0 ,  mais  imaginaire  pofîtive  dans  x — — 4  ==  o^ 
ces  deux  valeurs  font  des  imaginaires  du  premier  de- 
gré. 

Les  valeurs  imaginaires  du  fécond  degré  ont  toujours 
deux  fignes  comme  les  autres  imaginaires  ,  le  pre- 
mier qui  eft  hors  du  figne  eft  -J-  ou ,  le  fécond  qui 

cft  ici  fous  le  figne  Radical  eft  toujours dans  l'ima- 
ginaire du  fécond  degré  «v  -4-  1^—4  &^——i^--4ï, com- 
me dans  le  premier  degré  x  H a  SCx a. 

Or  le  fécond  figne eft  toujours  invariable  dans 

tous  les  imaginaires ,  il  n'y  a  que  le  premier  figne  qui 
peut  varier. 

Ces  racines  imaginaires  font  proprement  des  racines 
négatives ,  fourdes  &  irrationelles ,  mais  les  pofitives  font 
Amplement  des  racines  fourdes  ou  irrationelles. 

Les  racines  imaginaires  font  rationelles  ,  lorfque  la 
grandeur  ou  valeur  imaginaire  qui  eft  fous  le  figne  Ra- 
dical y  eft  une  puifiance  parfaite  égale  &:  femblable  à 
l'expofant  du  fignc  radical  ,  comme  dans  x  -4-  y_4* 

«te  ^ ,  &  X  ~  v--^*  ^====  ^  >  ^^^^  Icfquels  4*  eft  élevé  à  la 
puiflance  exaâe  do  figne  Radical  ^  qui  eft  la  féconde 

puiftance. 

Mais  les  racines  imaginaires  font  irrationelles  ,  lorf- 
que la  grandeur  imaginaire  qui  eft  fous  le  fignc  Radi- 
dal  n'eft  pas  de  même  degré  que  l'expofant  du  figne  Ra- 
dical comme  dans  x y^TÎ  ==  o  dans  lequel  le  Ra- 
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dical  eft  dutroifiéme  degré,  &  la  grandeur  imaginaire 

fous  le  figne  Radical  eft  du  premier  degré. 

Dh  nvmbre  des  racines  dans  chaque  formule ,  de  tous  les 

degré  à  l'infni. 

Dans  tous  les  degrez  à  Tinfini ,  chaque  formule  con- 
cienr  autant  detacinesou  d'équations  (impies  &  du  pre- 
mier degré  ,  que  Texpofant  de  la  haute  puiflance  con- 
tient d*unitez. 

Ces  équations  du  premier  degré  en  font  les  élémens 
les  plus  (impies ,  ain(i  dans  une  formule  du  fécond  de- 
gré dont  Texpofant  eft  z ,  il  y  a  deux  racines  ou  deux 
élémens  ,  trois  racines  dans  une  formule  du  troifiéme 
degré ,  quatre  racines  dans  une  formule  du  quatrième 
degré ,  &c. 

On  peut  aufli  con(îderer  une  formule  du  troi(iéme  de- 
gré ,  comme  le  produit  d'une  équation  du  fécond  degré 
multipliée  par  une  équation  du  premier  degré  ;  de  même 
une  équation  du  quatrième  degré  peut  être  con(idérée 
comme  le  produit  de  deux  équations  du  fécond  degrés 
pareillement  une  équation  du  cinquième  degré  peut  être 
regardée  comme  le  produit  d'une  équation  du  troi(îéme 
degré ,  multipliée  par  une  équation  du  fécond  degré. 

En  général  toute  équation ,  par  exemple ,  du  feptiéme 
degré,  eft  le  produit  de  toutes  les  équattons  dont  les  ex* 
pofans  peuvent  être  les  divifeurs  exaâs  de  fon  expofant 
7  5  c'eft-à*dîre ,  qu'elle  eft  le  produit  de  fept  équations 
du  premier  degré,  parce  que  Içur  expofant  i  divife  7, 
&  le  quotient  eft  7  qui  donne  les  fept  équations  du  pre- 
mier degré.  On  peut  encore  la  con(iaérer  comme  formée 
par  les  équations ,  dont  les  expofans  pris  enfemble  font 
le  nombre  7  ,  qui  eft  (on  expofant  ,  ain(i  comme  1x5 
7  ^  cette  équation  peut  être  formée  par  deux 


équations  du  troi(iéme  degré  &c  une  du  premier  degré 


i 
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Se  enfin  comme  4^3==!  7,  on  peut  auffi  la  former  par 
une  équation  du  quatrième  degré ,  &  une  du  troifîémc 
degré  ^  Se  ainfl  des  autres. 

Des  termes  des  Equations  ,  de  leur  nombre  ,  cf  de  letir 

différence^ 

Dans  chaque  équation  d'un  degré  quelconque  ,  il  y 
k  toujours  un  terme  de  plus  que  l'expofant  de  Ton  degré 
ou  de  fa  haute  puiflance  qui  font  égaux  ,  contient  d'u- 
nitez.  Ain  fi  lorfiju'il  fc  trouve  moins  de  termes  ,  c'eft 
une  marque  qu'il  y  en  a  qui  font  évanouis ,  ce  qui  fe  faic 
en  abrégeant  l'équation ,  lorfqu'il  y  a  des  produits  égaux 
avec  des  fignes  contraires ,  ils  fe  détruifent  &  ce  ternve 
manque  dans  l'équation  abrégée. 

Les  différentes  paiiTances  de  l'inconnue  font  la  di£Fé^ 
rence  des  termes  ,  ainfi  tous  les  produits  qui  ont  une 
même  puififance  de  l'inconnue  ne  font  qu'un  feul  &: 
même  terme  ^  on  les  écrit  les  uns  fous  les  autres ,  à  me- 
fure  qu'on  les  trouve  dans  la  formation  de  l'équation  ^ 
&  on  les  abrège  en  écrivant  ,une  feule  lettre,  ou  un  nom- 
bre qui  efl:  la  fomme  des  fadeurs  s'ils  ont  le  même  figne^ 
/OU  leur  différence  s'ils  ont  des  fignes  contraires  ^  ainfi 
ce  faâeur  eft  zéro ,  lorfque  la  fomme  des  faâeurs  pofi- 
tifs  égale  celle  des  négatifs. 

Le  premier  terme  contient  la  plus  haute  puifiance  de 
rinconnuë  feule ,  les  termes  fuivans  qui  font  les  termes 
moïens ,  contiennent  un  cœfficient  ou  fadeur  exprimé 
en  nombre  ou  en  lettres  avec  une  puifiTance  de  rincon-- 
nue. 

Dans  les  termes  moiens  ,  les  expofans  des  puifiances 
de  l'inconnue  décroifient  de  l'unité  d'un  terme  à Tautre, 
)ufqu'à  la  puifiance  linéaire  de  l'inconnue  ^  qui  eft  tou- 
jours le  pénultième  terme  de  Téquation. 

X^  dernier  terme  n'a  point  d'inconnue ,  il  contient 
Analyfe.  D 
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feulement  un  nombre,  ou  des  lettres  qui  expriment  le 
produit  de  toutes  les  valeurs  des  racines  de  Téquation. 
Dans  une  équation  réduite  à  fa  plus  fimple  expreffioa 
comme  la  fuivante  qui  eft  du  cinquième  degré. 

Bxpofans 
termes, 

« 

j        ■       I        4  lï        3  III        X  IV       I  f 

X    --H-  a    X     H—  a      x  .  -H  a       X     -4-  a     x    b  . 


Il  y  a  fix  termes,  le  premier  terme  contient  la  haute 

puifTance  de  Tinconuc  feule  x  .  Le   fixiémc  &c  dernier 

terme  h  .  contient  une  lettre  connue  ,  dont  l'expofant 
en  chifre  Romain  ou. Italique  V  marque  cinq  dimen* 
fions, ou  le  produit  de  cinq  racines  ,&  non  pas  une  cin- 
quième puiflance. 

Les  autres  termes  (  compris  entre  le  premier  &  le  der- 
nier qui  font  les  termes  extrêmes  )  fe  nomment  les  ter- 
mes moïens ,  qui  ont  chacun  un  coefficient  ou  faâreur 
avec  une  puiflance  de  Tinconnuë  décroiflante  de  lunité. 

Dans  les  équations  abrégées  ,  les  coefficiens  ou  fac- 
teurs font  exprimez  en  général  par  des  4,  dont  l'expo- 
fant en  chifre  Italique  marque  le  nombre  àcs  dimen- 
fions  néceffaire ,  pour  rendre  tous  les  termes  homogènes, 
&  de  cinq  dimenfîohs  comme  dans  le  premier  terme , 
ce  qui  fait  que  ces  expofans  de  a  croiflent  de  Tunité 
d'un  terme  au  fuivant ,  à  mcfure  que  Texpofant  de  x 
décroît. 

Ces  cœfficiens  ou  fa£teurs  font  chacun  en  particulier 
le  rcfultat,c'cft-à-dire  la  fomme  ou  la  différence  de  tous 
les  cœfficiens  particuliers  qu'on  trouve  en  détail  dans 
la  formation  de  l'équation  j  c'eft  la  fomme  lorfque  les 
fignes  font  femblables  dans  tous  les  fadeurs  d'un  même 
terme ,  mais  c'efl  leur  différence  ,  lorfqu'il  y  a  dans  un 


V,' 
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même  terme  des  faftcurs  qui  ont  des  fignes  contraires, 
Ainfi ,  fi  je  forme  une  équation  du  quatrième  degré 
en  multipliant  quatre  racines  pofitivcs  4    ^    r  ^/    en- 
fuite  en  fuppofant  d  négative.  '    ^    '    *     : 


X 4=:0. 

^==0. 


^   -*  ^  Abrégé  pour  le  fécond  degré. 

bx  Hh4^==:0.        J-  X  1    ,1 

X   —4  x-^a>    b 


X    X     r==0.  — *»^T-/*     u    ==0. 


5  ï» 

i3c    ax 


X 


bx     ^-^abx. 


ex    -+-ac X. 


bc  AT——  ab  c 


o. 


H  a:  t:^. 


Abrégé  pour  le  troifiéme  degré. 

3  I       a.  II        1 

X    • — >a    X    Hh^     X    ~^abc 

o. 


4 
1^    - 

—4  X  . 

g 

^bx'  ^ 

b'  abx  . 

■ 

5 

—  ex    - 

1 

■ 

^x'. 

jrbcx    '^abcx^a^b^Cy^=sz 
^adx    '^abdx. 
i^bdx    ^acdx. 
-ir-cdx     ^bcdx. 

=  0. 

Dij 


19  Méthode   nouvelle. 

Abrégé  pour  lè  quatrième  degré  fuppofant  ^podcif. 

4  15,"*  III      I  .         . 


o. 

Mais  fuppofanc  d  négaci£ 

-,  -    4  ï     3     -_     I'     2-  III     I  /     . 

j  ai  X    a    X    zl   ^     X    -4-  a      x   — -  atca 

o. 

Dans  laquelle  j'ai  mis  deux  fignes  au  troifiémc  terme, 

ce  fera  Hf-  fi  les  produits  pofitifs  furpaffent  les  négatifs  y 

au  contraire  ce  fera — -  files  produits  négatifs  furpaflent 

les  pofitifs,  &  s'ils  font  égaux,  ils  feront  évanouir  letroi- 

fiéme,  comme  alors  fon  coefficient  cft  nul  ou  zéro,  ce 

II         X 

qui  s'exprime  ainfi  +  0    x  . 

Il  fuie  delà  que  le  faéteur  du  fécond  terme  contient  la 
fomme  ou  la  différence  des  valeurs  de  toutes  les  racines 
de  réquation  ;  Sçavoir  la  fomme ,  lorfqu'elles  ont  des  fi- 
gnes femblables,  mais  la  différence  lorfqu'elles  ont  des 
fignes  contraires. 

Dans  le  troifiéme  terme ,  le  fafteur  contient  la  fomme 
ou  la  différence  des  produits  de  toutes  les  valeurs  des  ra- 
cines prifes  deux  à  deux. 

Dans  le  quatrième  terme  ,  le  faâeur  contient  la  fom- 
me ou  la  différence  des  produits  de  toutes  les  valeurs  des 
racines  prifes  trois  à  trois. 

En  général  ,  les  valeurs  des  racines  font  multipliées 
en  nombre  pair  dans  tous  les  termesimpairs ,  à  commen- 
cer par  le  troifiéme  terme,  cinquième,  feptiéme,  &c.car 
le  premier  contient  la  feule  haute  puifTance  de  llncon- 
nuë ,  mais  elles  font  multipliées  en  nombre  impair,dans  les 
termes  pairs  à  commencer  par  le  quatrième  terme,fixiéme, 
huitième,  &c.  car  dans  le  fécond  terme  les  valeurs  des  ra- 
cines s'y  trouvent  feules  fans  être  multipliées  les  unespai 
les  autres. 
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Méthode  four  féLtre  évanouir  les  termes  moyens  ^  &  for^ 
mer  des  équations  numériques  ou  il  manque 

quelque  terme  moyen^ 

II  fuit  dçlà  que  pour  faire  évanouir  les  termes  moyens, 
&  rendre  leur  fadeur  nul  ou  égal  à  zèro^  ce  qui  eft  né- 
cefTaire  pour  former  une  équation  numérique  ,  fuivanc 
une  formule  où  il  manque  un  ou  plufîeurs  termes. 

1°.  Pour  faire  évanouir  le  fécond  terme,  il  faut  que 
lafomme  àts  racines  pofîtives  (bit  égale  à  la  fommedes 
racines  négatives.  Ainfl  dans  le  fécond  degré  il  faut  que 
les  deux  racines  foient  égales  avec  des  fignes  contraires, 
dans  le  troifiéme  degré  ,  il  faut  que  la  troifîéme  racine 
égale  la  fomme  des  deux  premières  avec  un  figne  coiv- 
traire ,  &c. 

z°.  Pour  faire  évanouir  le  troifîéme  terme ,  &  même 
tout  autre ,  dans  le  troifîéme  degré  y  6c  dans  tous  les  de- 
grez  fupérieurs  ,  il  faut  confîdérer  l'équation  du  degré 
prochain  inférieur ,  afin  de  pouvoir  par  là  tirer  une  va- 
leur de  la  dernière  racine  capable  de  rendre  les  produits 
négatifs  égaux  aux  pofitifs. 

Ainfi  pour  faire  évanouir  le  troifîéme  terme  dans  une 
équation  numérique  du  troifiéme  degré ,  ou  en  former 
une  où  le  troifiéme  terme  manque  ,  je  prends  une  équa- 
tion du  fécond  degré ,  dont  le  fadeur  foit  un  divifeur 

cxad  de  /on  dernier  terme,  comme  x    —  4  x 3 z 

£=  o,  &  le  quotient  -+-  8  fera  la  troifîéme  racine  pofitive» 

X    —  4Ar  —  5x 
XX 8  =  0. 


z 


4x    j  X  a:  H- 2,  y  ^c=s=o. 

1 
8  AT     -H  3  zx 


D  ûi 


jo        *  •   Méthode,    nouvelle 


Mais  dans  x  -H  /^x — ^  31=30  ,  la  troifiémc  ra- 
cine eft  négative  x  -t-  S  ==  o.  en  général  ce  quotient 
prend  le  figne  propre  à  détruire  letroiûéme  produit,  c'eft 
celui  du  fadeur  du  fécond  terme  de  l'équation  précédente 
comme  ici,  ou  le  contraire  comme  dans  Texemplc  fui- 
vant ,  félon  que  le  cas  Texige. 

Pour  former  dans  le  quatrième  degré  une  équation  où 
le  troifîéme  terme  manque, je  prends  une  équation  du  troi- 
fîéme  degré  dans  laquelle  le  fadeur  du  fécond  terme  foit 
un  divifeur  exad  du  troifîéme  terme ,  comme 

5         «     1  I 

X    -+-  b  X    -H  I  L  a:     -f-  8  ==  o, 

X    X  • i==o. 


41  l 

X  y '+' 6  X    -f-iiAT    -+-8jc. 


IX    I  i;c    14X— — i6==o. 


n 


4  5  L  ^ 

X      ^-i^  ^x    X      ox    i6x 16  =  0. 


Je  divife  11  par  6,  fon  quotient  z  ,  eft  la  quatrième 
racine  propre  à  faire  évanouir  le  troifîéme  terme. 

Il  eft  facile  de  faire  évanouir  tel  terme  qu'on  voudra 
par  la  même  Méthode  dans  tous  les  degrez  fupérieurs,ou 
de  former  des  équations  numériques ,  où  il  manque  un 
ou  plu  fleurs  termes ,  ce  qui  revient  au  même ,  nous  fom- 
mes  obligez^  de  fuppr imer  un  plus  grand  détail  pour  abré- 
ger ce  traité. 

En  général,  pour  faire  évanouir  quelque  terme  d'une 
équation  propofée  ,  je  confîdére  tous  les  produits  particu- 
liers de  ce  terme  dans  l'équation  du  degré  inférieur  moin- 
dre de  l'unité  que  la  propofée  pour  opérer  defTus;  il  y  a 
deux  cas,  le  premier  cas  eft,  lorfque  tous  les  produits  de 


POUR  LES  Equations  a  l'infini,     jr 

ce  terme  ont  le  même  figne  -4-  ou ,  alors  il  faut  pour 

le  détruire  former  dans  ce  terme  un  produit  égal  à  la  fom- 
me  des  fadteurs  avec  un  figne  contraire. 

Ainfî  dans  ce  cas  il  faut  divifer  la  fomme  des  fadeurs 
de  ce  terme  par  la  fomme  des  fadeurs  du  terme  précé- 
dent, &  prendre  le  quotient  pour  multiplicateur  cherciié 
ou  dernière  racine,avec  un  figne  propre  à  faire  évanouir 
le  terme  défiré.  Mais  dans  le  fécond  cas  où  les  fadeurs 
du  terme  propofé  ont  des  fignes  difFérens,  il  faut  prendre 
leur  différence,  &  opérer  comme  on  a  fait  ci-dcflus  pour 
le  premier  cas. 

Explication  &  f$rmation  générale  des  Tables  des 

Equations. 

Il  y  a  deux  efpcces  de  Tables ,  &  chacune  de  ces  Ta-" 
blés  fert  généralement  pour  deux  formules  foûcontraires 
du  même  degré,  dont  Tune  a  les  mêmes  racines  que  l'au- 
tre, mais  avec  des  fignes  contraires,  ce  qui  eft  de  Tef- 
fence  des  équations  &:  des  formules  foûcontraires. 

Toutes  ces  Tables  confident  dans  un  échiquier  avec 
deux  bordures ,  Tune  en  haut,  &  l'autre  à  gauche. 

L'échiquier  contient  toujours  les  fériés  des  homogènes, 
qui  font  des  progreffions  arithmétiques ,  ce  font  les  va- 
leurs du  dernier  terme  b ,  qui  a  toujours  un  expofanteX' 
primé  ou  fbus-cntendu  en  chifre  Romain  ,  d'autant  de 
dimenfions  que  l'expofant  de  la  haute  puiflance  de  l'in- 
connue. 

Des  Talrles  de  la  première  e/péce. 

Dans  les  Tables  delà  pren^iere  efpéce.l'échiquier  con- 
tient les  fériés  horifontales  &  verticales  des  homogènes 
feuls  de  toutes  les  équations  poffibles  ,  rationelles  &: 
irrationelles  dans  ces  formules  ;  ces  fériés  horifontales 
fuivent  la  formule ,  elles  font  croisantes  ou  décroiflfantcs, 
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de  la  valeur  de  x  du  même  rang,  c'eft-à^dirc ,  qu'elles  fe 
forment  les  unes  par  fimple  addition ,  les  autres  par  fimple 
fouftraâion ,  fuivanc  qu'il  eft  prefcrit  par  la  formule 
convenable  à  chacune  des  tables. 

La  bordure  d'enhaut  contient  la  férié  des  valeurs  de 
a  qui  eft  la  fuite  naturelle  des  nombres  qui  commence 
par  zéro.  o.  i.  i.  3.  4.  y  ,  &c.  ce  zéro  donne  pour  la  prc* 
niiére  colonne  de  l'échiquier  la  férié  des  équations  pures 
èc  fimples  dans  chaque  degré. 

La  bordure  à  gauche  contient  deux  rangs  verticaux 
ou  deux  colonnes  dans  le  fécond  degré  ,  trois  dans  le 
troifiéme  degré  ,  quatre  dans  le  quatrième  degré ,  &c. 
la  première  colonne  contient  la  férié  des  nombres  qui 
commence  par  zéro,  o.  i.  z.  5.  4.  y,  ce  font  les  valeurs 
de  X. 

La  féconde  colonne  du  fécond  degré  contient  les  va- 
leurs de  X  .  c'eft  la  fuite  des  quarrez  naturels ,  o.  i.  4. 
9.  16.  ly ,  &c. 

Dans  le  troifiéme  degré,  les  deux  premières  colonnes 

qui  contiennent  les  valeurs  dex&dcAr  .font  les mêmes^ 
que  les  précédentes ,  la  troifiéme  colonne  contient  les 

valeurs  de  x\  qui  eft  la  férié  des  cubes  naturels  ,  o.  i. 
8.  xjn  6^,  ôcc.  &c  ainfi  des  autres. 

Des  Tables  de  la  féconde  efféce. 

Les  Tables  de  la  féconde  efpéce ,  ne  contiennent  que 
les  feules  Equations  rationelles  ,  foit  réelles  foit  ima- 
ginaires. 

L'échiquier  contient  dans  chaque  cellule  un  homo- 
gène avec  toutes  fes  racines  ;  ainfi  Téchiquier  contient 
tout  enfemble  les  fériés  des  homogènes  &  les  fériés  de 
de  toutes  leurs  racines. 

La 


\ 


\ 
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La  bordure  d'enhaut  contient  les  valeurs  de  a  varia- 

■ 

blc  &  feule  dans  le  i<*.  degré.   Dans  le  3"^^.  degré  il  y  a 

I  X 

à^%  A  Se  des  4  .  Si  la  valeur  de  a  eft  variable  y  la  va- 

leur  de  a  efl  confiante  ,  Se  dans  quelques  Tables  elle 
contient  une  valeur  confiante  de  a  avec  une  valeur  de 

4    variable^  Se  Ton  peut  drefTer  des  Tables ,  fuppofant  a 

variable  fur  chacune  des  valeurs  de  a  confiante,  prife 
dans  la  fuite  des  nombres  naturels ,  pour  le  3°!^  degré  ; 
dans  les  degrez  fupérieurs  l'on  aura  un  plus  grand  nom« 
bre  de  combinaifons  ;  car  on  aura  dans  le  qaatricme  de* 

gré  4  ,  il  ,  ^',  que  Ton  peut  combiner*  à  rinfîni,  en  fup- 
pofant  y  ou  deux  de  ces  valeurs  confiantes  &  la  3™^  va- 
riable ,  ou  bien  en  les  fuppofant  variables  toutes  trois  en- 
(èmble  de  toutes  les  manières  poffibles.  Ce  qui  donnera 
autant  de  fériés  différentes  pour  les  homogènes. 

La  bordure  à  gauche  contient  au  premier  rang  vertical 
ou  première  colonne^  les  valeurs  de  xoùla  I^^  racine, 
la  i™«^  colonne  contient  la  féconde  racine  pour  le  lA. 
degré  ;  dans  le  3"^^.  degré  il  y  a  trois  colonnes  qui  don- 
nent les  trois  racines ,  dont  les  deux  premières  font  con- 
fiantes Se  la  troifiéme  efl  variable  ;  quelquefois  c'efl  la 
féconde  qui  efl  variable.  Il  y  a  des  formules  où  il  y  a 
deux  racines  variables  en  même  tems ,  Se  d'autres  où  les 
crois  racines  varient  enfemble.  Tout  cela  s^éclaircira  par 
les  Exemples  Se  par  les  Tables  qui  fuivent ,  beaucoup  ][)Ius 
que  par  un  plus  long  difcours^ 

U/ag0  des  Tahles  ^  pour  réfoudre  les  Equations  de  tous 

les  degrés  À  l'infini. 

i^.ChaqueTablc  porte  en  tête  les  formules  fur  lefquelles 
elle  efl  drefféc ,  Se  les  termes  des  formules  font  placez  fe- 
Analyfe.  E 
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parement  dans  les  endroits  de  la  table  qui  leur  conviens 
nent  ;  la  haute  puifTance  de  Tinconnuë  eft  fur  la  bordure 
à  gauche.  Les  fadeurs  a  des  termes  moyens  font  fur  la 
bordure  d'enhaut  ;  cette  bordure  détermine  la  colonne 
où  Ton  doit  trouver  l'homogène  propofé  b.  Tous  les  ho- 
mogènes font  dans  l'échiquier  avec  Texpofant  de  leurs 
dimen  fions  fous-entendu. 

Pour  la  première  efpéce. 

Les  Tables  de  la  première  efpèce ,  donnent  dircûe- 
ment  la  première  racine  dans  la  première  colonne  de  la 
bordure  à  gauche  vis-à-vis  de  l'homogène  propofé  pour 
chacune  des  équations  poflibles  dans  les  formules  fur  les- 
quelles chacune  des  tables  eft  dreffée. 

Premier  exemple.   Soit  l'équation  pure  &  (impie  du 

z^.  degré  x  —  ox.  t==  4  ,  dans  laquelle  a  =  ^  ,  & 
^"  =  4.  Je  cherche  dans  la  première  table  du  lA.  degré 
dans  la  bordure  d'enhaut  a=^o\  c'cft  la  colonne  où  je 
dois  trouver  l'homogène  h  =  4.  Je  le  trouve  en  eflFet , 
&c  )'Û  à  côcé  dans  la  première  colonne  entre  les  valeurs 
des  X  ,  du  même  rang  horizontal  x  ^=^  z  y  qui  eft  la  pre- 
mière racine  defirée.      La  féconde  racine  eft  x  -t-  a , 

o==z. 


Second  exemple^  Mais  fi  on  propofe  l'équation  x^ 
+  ox  =  6.  comme  l'homogène  h  ==  6  ne  fe  trouve 
point  dans  la  table  dans  la  colonne  a=û ,  mais  qu'il  eft 
compris  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  dans  Tinter- 
val  des  deux  homogènes  confècutifs  h  ==  4 ,  h  =  9.  fa 
première  racine  eft  plus  grande  que  i  racine  de  ^  =  4, 
&  moindre  que  3  racine  de  h  ==9.  or  z  &  3  font  deux 
racines  qui  ne  diffèrent  que  de  l'unité.  Donc  z  eft  une 
racine  approchée  pat  défaut,  &:  3  une  racine  approchée 
par  excès  à  moins  de  l'unité  près.  La  féconde  racine  eft 
X  Hh-  a  ==  z  -H  o  trop  petite ,  ou  3  -4-  o  trop  grande. 

Troifième  Exemple.  Soit  l'équation  afFeâée  de  termes 
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moïens  du  i^.  degré  x  -+-  ^x  2=  lo.  je  cherche  dans  la 
bordure  d'enhaut  a  ==  3  ,  c*eft  la  colonne  où  je  dois  trou- 
ver rhomogcne  ^=s=:  10.  Je  le  trouve  en  effet,  &  j*aià 
côté  à  la  première  cellule  du  même  rang  horizontal  x=i; 
c*eft  la  première  racine  qui  eft  pofitive  ;  la  z^^.  racine  eft 
X  H-  a  ==  t  -+-  3  ==  y  qui  eft  négative. 

Quatrième  exemple.  Soit  Téquation  irrationelle  du 

1^.  degré  x    -+-  3x=s  20.  dans  laquelle  ^asaaa  5  ,  &  ^ 
=  zo.  je  cherche  4  ==  3  dans  la  bordure  d'enhaut ,  c'cft 

la  colonne  où  je  dois  trouver  Thomogéne  t  =  zo ,  je 
ne  Ty  trouve  point  mais  18  S^zS,  dans  Tinter  val,  def* 
quels  il  fe  trouve  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres ,  d'où 
je  conclus  que  Téquation  propofée  eft  itrationelle ,  ic  que 

Tes  racines  font  plus  grandes  que  celle  de  Thomogénc  ^ 
===  1 8  ,  dont  les  racines  font  x  ==  3  pofitive ,  x  -+-  a 
3  .+*  3  ==:  é  négative  y  puifque  zo  >  1 8.  de  même 


comme  20  <  z8 ,  les  racines  de  z8  font  trop  grandes, c*eft 
X  ==  4  pofitive  &  X  -i-  a  ==  4  -i-  3  =7  négative. 

Donc  -+-  3 '6  font  les  deux  racines  approchées  pat 

défaut  ,•  mais  -+-  4. —  7.  font  les  deux  racines  appro- 
chées par  excès.  Or  ce  défaut  &  cet  excès  font  moindres 
que  Tunité' 

Pour  U  troijiême  degré. 

Cinquième  exemple.  Soit  x  -4-  i  x  +  ^   x  =  3  ^  ^ 

dans  laquelle  4  ==  i ,  &  ^  'c=  3^.  dans  la  3mc,  table 
de  la  première  efpèce  qui  eft  dreffèe  fur  cette  formule , 
je  cherche  dans  la  bordure  d'enhaut  atss^  i.  Oeft  la  co- 
lonne où  je  dois  trouver  l'homogène  3^  s*ileftrationel, 
(  ou  bien  il  fera  compris  dans  Tintervale  de  de\ix  homo. 
gènes  confécutifs  de  la  même  colonne  ^  s'il  eft  irrationel) 
or  h  =  3  6  s'y  trouve  ;  &  }'ai  à  côté  dans  la  première  cel- 

Eij 


3^  NoTTVEZ^LE  Méthode. 

Iule  de  la  bordure  à  gauche  du  même  rang  horizontal 

X  ==  3 .  c'eft  la  première  racine  pofîci ve ,  x 3  =  o , 

par  laquelle  je  divife  Tcquation  propofée,  &  le  quotient 
eft  une  équation  du  zK  degré  dont  il  eft  facile  de  trou-* 
ver  les  racines. 


Divifeur    ^  Dividende  ^  .^otient 

*  — 5==o 


X  1  j^     Ht  ^1  . 


1  5  1 

X     %       •      m         •         X     ""^    3  * 

1  II  I 

o  +  4>f  :  !îr  O   .  ^ . 
1  I 

JLX    .    •    •    .     T^  4^   •    ""^  I  *••     ^  • 

O       •»•  1 1.    X  :  —  3  tf . 

t 

IX       .        .       .      .      r      r     .      .       Hh    II.      X    .      —   36. 


O  o  o. 


Ce  quotient  eft  du  t^.  degré  &  dans  la  6^^.  formufe 
qui  a  deux  racines  imaginaires.  Je  cherche  ce  quotient 

X  -H  4x  -+-  I  z  ?==  o.  dans  la  z^^.  table  de  la  i<i«.  efpcce 
du  z^.  degré  dans  la  colonne  a  t=  4^  Se  je  trouve  les  va« 
leurs  de  (es  deux  racines  imaginaires  éc  pofitives  z  jl! 
K4— IX  qui  donnent  les  deux  racines  x  — —  z  i  ►^TITI 
t==o. 

£n  général  la  valeur  déterminée  du  cœfficient  ou  fac- 
teur a  contenue  dans  la  bordure  d'enhaut,  détermine 
toujours  la  colonne  où  Ton  doit  trouver  Thomogéne  pro- 
pofc  ;  la  !"•  racine,  eft  dans  la  1".  cellule  du  même  rang 
horifontal  dans  les  tables  de  la  première  efpéce. 
xo.  Les  Tables  de  féconde  efpéce ,  donnent  tout  à  la  fois 
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toutes  les  racines  de  Téquation  propofcc  ;  c'eft-à-dire  , 
autant  de  racines  que  Tcxpcfant  de  la  haute  puiffance  ou 
du  degré  de  Tcquation  (  qui  font  les  mêmes  )  contien- 
nent d'unitez. 

Du  cas  irréductible  du  troijîéme  degré, 

,Lc  cas  irréduâible  du  3"'c.  degré  fe  trouve  dans  les  é- 
quations  du  3°i<^.  degré  dont  les  trois  racines  font  irra- 
tionelles  ou  incommenfurables  ;  c'eft-à-dire  qui  n'ont  pas 
même  l'unité  ni  aucune  fraftion  pour  commune  mefure  ; 
ainfî  il  n'y  a  point  de  racine  exafbe  pour  réduire  l'équation 
au  fécond  degré  par  la  dtvifion. 

Ce  Problême  n'eft  pas  moins  célèbre  parmi  les  Ana- 
liftes  y  que  la  quadrature  du  cercle  Teft  parmi  les  Géomè- 
tres c'eft  là  où  fe  réduit  la  trifeâion  de  l'angle. 

Toutes  les  équations  poffîbles  dans  la  quatrième  for- 
mule de  la  i<î^  cfpécc  de  la  i^^  claffe  du   j*»*.  degré 

X  -^  a  X  =i=:—  h  ,  &  le  quart  des  équations  poflibles 
fur  une  même  valeur  confiante  de  x  prife  pour  la  grande, 
racine ,  tombent  nécefTairement  dans  le  cas  irréduâible  ; 
il  y  en  a  aufli  dans  les  formules  de  la  I^^  efpéce  de  la  x^^, 
clafTe  du  ^"^c.  degré ,  &  dans  des  formules  des  degrez  fu- 
périeurs. 

Il  efl  évident  que  l'homogène  d'une  équation  dans  le 
cas  irréduâiWç  qui  a  fès  trois  racines  irrationelles  efï 
compris  dans  Tintervale  de  deux  homogènes  confécutifs 
d'une  colonne  de  la  6^^.  table  du  3  me.  degré ,  lefquels  ont 
chacun  une  racine  réelle  qui  efl  approchée  à  moins  de 
Funité  près.  Ainfi  l'homogène  moindre  que  le  propofc 
donne  fa  i".  racine  approchée  par  défaut,  &  l'homogé- 
iie  plus  grand ,  donne  la  racine  apprcKrhce  par  excès.  Ainfî 
l'homogène  irréduûible  aurafa  véritable  première  racine 
inexprimable  entre  deux  nombres  qui  nedifferent  que  de 
l'unité,  &  par  ce  moyen  on  pourra  tenter  la  divifronpar 

£  iij 
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Tune  8c  l'autre  de  ces  racines  approchées  pour  avoir  un 
quotient  qui  fera  l'équation  propofée  abaifTce  au  t^*  dcr 
gré ,  dont  il  cft  facile  de  trouver  les  deux  autres  racines 
irrationelles. 

Exemple.  Dans  les  deux  équations  confécutives  dans 
la  même  colonne  de  la  6^^.  rable  de  la  première  efpécc 

^        4a;=3ij.  dont  la  i".  racine  cft 7,  icx^ ^x 

480.  dont  la  1^^  racine  eft  8 ,  fi  je  prends  un 
homogène  quelconque  plus  grand  que  3 1  j  mais  moindre 

que  480 ,  comme  x  4X  c==— 420 ,  j'aurai  une  équa- 
tion dans  le  cas  irrédu£tible  ;  la  i^^.  racine  de  Thomogéne 
410  eft  irrationelle  y  car  elle  eft  moindre  que  8  &plus 
de  que  7  qui  ne  différent  que  de  Tunité. . 

Ainfi  les  6^^  Tables  de  la  i".  &  de  la  1^.  efpéce  doni 
nentla  i".  racine  approchée  tant  par  défaut  que  par  ex- 
cès de  route  équation  qui  eft  dans  le  cas  irréduâible.  £c 
la  6"^^.  table  de  la  i^^.  efpéce  donne  encore  les  deux  autres 
racines  irrationelles  fans  aucune  opération  pour  toutes 
les  équations  contenues  dans  cette  table  ,  foit  qu'elles 
foient  dans  le  cas  ordinaire  ou  réduâible  qui  a  deux  ra- 
cines imaginaires  ,  foit  qu'elles  fe  trouvent  dans  le  cas 
irréduâible  dont  les  trois  racines  font  réelles  mais  irra- 
tionelles ou  incommenfurable  y  &c  comme  il  eft  impofli- 
ble  de  les  exprimer  exaâement  par  aucun  nombre  ,^ais 
qu'pn  peut  feulement  en  approcher  tant  par  excès  que 
par  défaut ,  les  tables  donnent  cette  approximation  à 
moins  de  l'unité  près ,  &  on  pourra  continuer  cette  ap- 
proximation à  l'infini  par  les  Méthodes  de  M^  Lagny  qui 
font  expliquées  dans  le  fécond  Livre  de  l'Analyfe  qui  fuit. 

Nous  avons  vu  dans  l'avertififement  que  10  qui  eft  la 

i*^^.  racine  exade  de  l'équation  x  9  oxss=z  100  prifes 

pour  l'origine  d'une  férié  infinie  d'homogènes  i  •  (  dans 
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le  cas  irréduâible  )  décroKTans  conftammenc  de  i  o  jus- 
qu'à zéro,  fi^  croifTans  condammentde  loàrinfini,  eft 
auffi  la  première  racine  la  plus  approchée  de  toutes  ces 
équations  fcmblables. 

De  même  fi  on  prend  Téquation  x  90X  ==  8 1  pour 

l'origine  du  cas  irréduâibie  ,  dont  la  première  raci<» 
ne  eft  9  ,  on   aura  encore  9  pour  la  première  racine 

approchée  de  toutes  les  équations  femblables  x  --^$ox 

m 

=  b   .  prenant  fuccefuYement    pour  les  valeurs  de 

b  «  ou  pour  la  férié  des  homogènes  9  &  tous  les  multi- 
ples à  rinfini. 

En  général  prenant  une  équation  quelconque  du  ^^^. 
degré  dans  la  formule  x  — *a  x  =  b  .  ou  dans  la  for- 
mule X  a  X  == b   .  dont  la  première  racine  foit 

réelle  &  les  deux  autres  irrationelles,  on  pourra  fiir  cette 
équation  faire  varier  le  feul  homogène  par  tous  les  mul- 
tiples de  fa  première  racine  en  décroifTant ,  &  par  tous  les 
multiples  de  la  menre  première  racine  en  croiflant  à  rin«* 
fini^  alors  tous  ces  homogènes  donneront  des  équations 
femblables  dans  le  cas  irrèduâible ,  dont  les  trois  racines 
feront  irrationelles  &:  leur  première  racine  la  plus  appro* 
chée ,  eft  la  première  racine  de  Fcquation  prifè  pour  Fori- 
gine  de  cette  férié  infinie  d'équations  qui  ibntdans  le  cas 
irréduAible. 

Ainfi  dans  tous  ces  cas  les  Tables  donneront  la  racine 
defirée  de  la  manière  dont  il  eft  poffible  de  la  trouver  , 
c'eft-à-dire  à  moins  de  Fùnité  près  ;  car  dans  le  cas  irré- 
duûibles.il  eft  abfolument  impoffible  de  trouver  cette 
première  racine  exaâementj  cela  implique  contradiûion; 
car  il  eft  de  l'efience  &:  de  la  nature  du  cas  irréduâiblc 
d'avoir  trois  racines  irrationelles  &  incommenfurables  ^ 
partant  inexprimables  :  pour  les  deux  autres  racines  on 
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les  exprime  avec  des  radicaux  qui  efl:  une  expreflion  qui 
détermine  à  la  vérité  leur  valeur ,  mais  d*une  manière  en« 
tiéremenc  in- intelligible  quoique  réelle  d*où  il  fuit  que  les 
tables  donnent  tout  ce  qu'on  peut  délirer  dans  le  cas 
irrédudible ,  fçavoir  une  approximation  pour  la  première 
racine  à  moins  d'une  unité  près  par  les  tables  des  deux  ef- 
péces  $  mais  la  table  de  la  féconde  efpéce  donne  tout  à  li 
fois  les  trois  racines  ;  de  forte  que  divifant  une  équation 
du  troifiéme  degré  propofêe  dans  le  cas  irréduûible ,  la 
première  racine  trouvée  par  les  tables  divifera  toujours 
l'équation  y  mais  avec  un  refte  foit  pofitif  ^  foit  négatif. 
Ce  qu'on  ne  pourra  jamais  faire  par  tout  autre  nombre , 
&  le  quotient  contiendra  la  valeur  exade  des  deux  autres 
racines  irrationelles ,  lefquelles  font  contenues  dans  la  ta- 
ble de  la  féconde  efpéce-  Voilà  tout  ce  qu'on  peut  défirer 
pour  le  cas  irréduâible. 

Explication  de  chaque  Table  en  particulier  avec/on  ufage. 

Dans  le  fécond  degré  il  y  a  fix  formules  divifées  en  deux 

clafTes.  La  première  contient  les  deux  formules  pures  & 

flmples^^  La  féconde  contient  quatre  formules  complettes. 

1  II 

La   i".   formule  x  +  ojc=  b    a  deux  racines  é- 

gales  y  l'une  pofîtive  l'autre  négative  ^  en  nombres  en- 
tiers lorlque  b  efi;  un  quarré  parfait  ;  mais  ct%  racines  font 


irrationelles  lorfque  b  eft  une  féconde  puifFance  impar- 
faite. 

La  féconde  formule  x  ^ox  == b  a  deux  raci- 
nes égales  &  imaginaires  ^  Aû^"  Voilà  les  deux  for- 
mules des  équations  pures  &  (impies. 

La  troifiéme  formule  ;c  -H4  x  =b  a  la  petite  ra- 
cine pofitive  ,  &  la  grande  négative  réelles  &  irratio- 
nelles. 

La  quatrième  formule  x  a  x  ==  ^  à  fa  grande 

racine 
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racine  poficive  ^  &;  ÎTa  petite  racine  négative  ^  toutes  deux 
réelles. 

La  cinquième  fornmle  x  a  x  s=;— —  b    fes  deux 

racines  font  ou  toutes  deux  réelles ,  ou  toutes  deux  imagi- 
naires y  fuivant  les  cas. 

Troifiéme  cas.  Lorfque  b  >  "  ^^4  ,  les  deux  racines 

font  imaginaires ,  égales  &  pofitives  : 

Premier  cas.  Elles  font  réelles  égales  &  pofîtivcs  lorC 


Il       •    X 


que  b  ==■-  dd. 

Second  cas.  Elles  font  réelles ,  inégales  &  pofîtives 

lorfque  b    <^  dd. 

La  ûxiéme  formule  X  Hf-^>f== b    a  les   deux 


racines  ou  toutes  deux  réelles ,  ou  toutes  deux  imaginai- 
res fuivant  les  cas. 

Troifiéme  cas.  Lorfque  b">  ^dd  Ces  deux  racines  font 

imaginaires  3  égales  &c  négatives. 

Premier  cas.  Elles  font  réelles ,  égales  U  négatives  lorf- 

que  p  ==-  dd» 

Second  cas.  Mais  elles  font  réelles  y  inégales  &c  néga- 
tives lorfque  b    <  ^ 

La  première  cable  de  la  première  efpéce  du  fécond  de* 

gré  contient  la  première  formule  x  "fi  ox  ==:  ^  ,  la  fé- 
rié de  Ces  homogènes  eft  dans  la  première  colonne  de 
réchiquier.  Le  relie  de  l'échiquier  contient  les  feries  des 

homogènes  de  la  troifiéme  formule  x  -^  dx  =  b  .  Sa 
première  racine  pofitive  eft  ;c ,  la  féconde  négative  *'**  ^> 

Cette  Table  contient  encore  le  premier  cas  $  &  le 
%^\  cas  àc%  équations  de  la  fixième  formule  dans  lef^ 
quelles  les  deux  racines  font  réelles  U  négatives  en  fuppo- 

Analyfc.  :    .  F 
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fant b  précède  du  fignc ,  le  troifiéme  cas  de  cette 

formule  fera  dans  la  cable  des  racines  imaginaires  qui  fui- 
viaci-après, 

La  première  Table  de  la  féconde  cfpéce  contient  les 
mêmes  fériés  que  celle  de  la  première  efpéce  ;  on  y  trou- 
ve fous  chaque  valeur  de  a  fon  homogène  correfpondant 
avec  fa  féconde  racine  au-deffous  dans  chaque  cellule , 
&  la  première  racine  eft  dans  la  bordure  à  gauche  dans  la 
pren^iére  cellule  du  même  rang  horizontal ,  cette  table 
donne  les  racines  telles  qu'elles  font  pour  la  première  for- 
mule at  Hhôxt==^  &  pour  la  î°^^  formule  x  Ht-  ax 
esss  h  ^  mais  pour  les  deux  premiers  cas  de  la  fîxième  for- 

A  IX 

mulex   -H4x=: h  ,  il  faut  fuppofer  la  première 

racine  négative  comme  la  féconde. 

La  féconde  Table  de  la  première  efpéce  du  fécond  de- 

2  II 

gré  fert  pour  la  féconde  formule  x  ==5 h  pour  la  4™ 

X  — -  ax  :==:b  pour  la  y™^.  x ax  ==  - —  o  &  même 

pouif  le  }?S  cas  de  la  6^^.  formule  at  -t-  ax  s=ib  qui  eft 
imaginaire. 

Cette  féconde  Table  contient  deux  fçries  d'homogènes. 
Tune  finie,  Tautre  infinie ,  féparées  par  des  zéros  qui  cou- 
pent en  diagonale  tout  l'échiquier  &  le  partagent  en  deux 
triangles  Teftangles ,  le  premier  à  gauche  eft  pour  la  4°^^. 
formule  ,  Tautre  à  droite  pour  la  ^^^. 

Dans  la  féconde  formule  x  == — ^  les  deux  raci- 
nes font  imaginaires ,  c'eft  Hh  kC^''  elle  fe  trouve  dans  la 
féconde  table  de  la  deuxième  efpéce  contenue  dans  le 

premier  triangle  à  gauche  dans  la  quatrième  formule  x 

—  itx  r-r-T  h  la  grande  racine  pofitive  eft  ï  de  la  bor- 
dure à  gauche  du  même  rang  horizontal  que  Thomogè* 
ne,  la  petite  racine  pofitive  eft  fmï: 
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Exemple.  Dans  x  jx  ==  4.  la  grande  racine  po- 

fitivc  eft  X  =i=  z  la  petite  négative  eft  ^j^  =  i  - —  l 
== 1. 

Dans  X  ^x  ==  4.  La  grande  racine  eft  ;c==4 , 

la  petite  eft  ^[^^==  j 4== i-  Les  fériés  hori* 

fontales  des  équations  de  cette  quatrième  formule  finif- 
fenc  aux  zéros  qui  forment  la  grande  diagonale ,  après 
laquelle  commencent  les  fériés  horizontales  des  équations 

de  la  cinquième  formule  x  — •  ax  ==« — •  b 

Le  triangle  reâanglequi  eil  à  gauche  de  la  diagonale 
djtns  la  même  table  co(itient  le  premier  &  le  fécond  cas 

drs  équations  de  la  cinquième  formule  x au  s=^  Bc 

%  Il 

même  de  la  fixicme  formule  x  -H  ax  ==.— *-^    &  oa 

peut  négliger  cette  dernière  comme  inutile. 

Or  dans  le  premier  cas  de  la  cinquième  formule 

où  ^  aa  \ — I  h  les  deux  racines  font  réelles  ,   égales  &: 

pofitives.  Soit  X  iox==  xy ,  la  i".  eft  jc=»  y ,  la 

fcconde  eft  ITTlf  ==  10  "—  î  =  T 

On  peut  marquer  ce  cas  dans  la  Table  par  une  petite 
diagonale  dans  chaque  cellule  où  il  fe  trouve. 

Dans  le  fécond  cas ,  où  ^  "^  4  ^^  >   l^s  deux  racines 

font  réelles  y  inégales  Se  positives  ,  comme  dans  x 
•^—iox=  16.  La  première  racine  eft  j^==:  t.  La  fé- 
conde c^^ji=i  10  — —  %  =5  8.  ou  bien  ;^==5  8  , 
&  1~1  ==  ^2IZL  =  ^  »  car  ces  èquations^ont  deux  fo- 
lutions  3  parce  que  leur  homogène  fê  trouve  deux  fois 
dans  une  même  colonne. 
Le  troifîéme  cas  .de  la  cinquième  formule  dans  lequel 

h  >  4  44 ,  a  fes  deux  racines  imaginaires  égales  &  po- 
l^tives. 

Les  fériés  de  ces  équations  imaginaires  commence 
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dans  tous  les  rangs  verticaux;  précifément  dans  les  cel- 
lules ruppofces  coupées  par  des  diagonales  médiocres  qui 
s'étendent  de  cinq  à  cinq  cellules  en  defcendant  toujours 
'  &  continuant  au  defTous  à  l'infini ,  fuppofant  le  figne  — 
devant  les  homogènes  d'un  rang  feulement.  Exemple , 

foie  X  8  xs= 20  ,  dont  les  deux  racines  (ont  4 

Hhi^i6— io==4  **^-^*  Comme  la  féconde  table  de  la 
première  efpéce  ne  donne  point  ces  racines  imaginaires 
d'une  manière  affcz  fimple  ,  j'ai  été  obligé  d'employer 
la  féconde  efpéce  des  tables  où  les  racines  font  dans  l'ex- 
preflîon  qui  leur  eft'  propre. 

On  peut  appliquer  ce  que  nous  avons  dit  des  trois 
cas  de  la^  cinquième  formule  aux  trois  cas  de  la  (îxiéme 
formule,  ce  font  les  mêmes  racines,  mais  négatives  au 
lieu  qu'elles  font  pofitives  dans,  la  cinquième  formule. 

La  féconde  Table  de  la  féconde  efpéce  contient  deux 
fciiilles,  la  première  contient  les  deux  racines  réelles  des 
formules,  4  >  5  &  6,  la  féconde  feuille  contient  les  deux 
racines  imaginaires  du  troifiéme  cas  de  la  cinquième  6C 
delafixiéme  formule,  dont  les  homogènes  font  conte* 
nus  dans  le  premier  triangle  reâangle  qui  eft  à  gauche, 
dans  lequel  il  faut  fuppofer  les  homogènes  précédez  du 
figne ,  fans  quoi  les  racines  ne  feroient  point  imagi- 
naires, comme  elles  doivent  l'être  en  effet,  puifque  ce 
figne  fe  trouve  dans  le  fécond  membre  de  ces  deux  for« 
xnules. 

'  Du  treijicmc  degré. 

Dans  le  troifiéme  degré,  il  y  a  18  formules  qui  fe  di- 
vifent  en  trois  claffes. 

La  première  claflc  contient  les  deux  formules  pures 

&  fimples  ,  la  première  formule  x  =  ~—  ^"'.  a  deux 
racines  imaginaires  négatives  &  égales ,  &  la  troifiéme 
racine  pofitive ,  réelle  y  égale  à  la  fomme  des  deux  pre- 
X  micres  racines. 
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La  féconde  fi3rmulc  x  ==- — ^"* .  a  deux  racines  ima- 
ginaires pofitives  &  égales ,  la  troifiéme  réelle  &  néga- 
tive ,  égale  à  la  fomme  des  deux  autres  racines. 

La  féconde  claffc  fe  divifc  en  deujfi/cfpéces,  &  cha* 
que  efpéce  contient  quatre  formules. 

Dans  la  première  efpéce  de  la  i«*«.  clafTc^  où  le  fadeur 
du  troifiéme  terme  x  eft  égal  à  zéro. 

Première  formule  x  -t-  a  x^  -+•  o  x  ==  h    qui  vient 

de  réquation  du  fécond  degré  x  -h-  a  x  ——  i  ==a  o. 
dont  la  grande  racine  eft  négative  Se  la  petite  pofitive  ^ 
multipliée  par  une  troifiéme  racine  négative  >  dont  la 

valeur  eft  le  quotient  -  c'eft-à  -  dire ,  le  quotient  exaâ: 

de  rhomogéne  de  Téquation  du  fécond  degré ,  é"  divife 
par  (on  fadeur  a. 


X  ^ 

-  s o. 

X  

-4 ^o. 

• 

1 
X    - 

t-4Ar $1. 

h8- 

5 
X     - 

+-  IZX    ox- 

—  *jtf=5< 

La  troifiéme  Table  de  la  première  efpéce  contient  les 
(eries  des  homogènes  des  équations  fuivant  cette  pre* 
miere  formule ,  toutes  ces  fériés  font  infinies.  Cette  troi- 
fiéme table  donne  toujours  la  première  racine  qui  eft  po- 
fitive ,  &c  qui  fert  à  abaifier  l'équation  propofée  au  fé- 
cond degré  \  après  quoi  il  eft  facile  d'en  trouver  les  deux 
racines. 


Autrement.  La  première  formule  jr3  «f^  ax  it  o  x 

F  iij 
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t    vient  de  i*équation  x   -4-  a  x  -H  ^ 


qui  eft  dans  la  fixiéme  formule  du  fécond  degré  qui  a 
deux  racines  négatives  ;  multipliée  par  une  troifîéme  ra^ 
cine  pofitive  qui  eft  le  quotient  exaâ  en  nombres  entiers 
de  rhomogéne  du  fécond  degré  divifé  par  fbn  fadeur  ^ 
d'où  il  fuit  que  toutes  les  équations  du.  fecond  degré  ne 
font  pas  propres  pour  entrer  dans  les  formules  de  cette 
cfpéce,  mais  feulement  celles  dont  le  fadeur  eft  un  di- 
vifeur  exad  de  leur  homogène 

K 8  =  o. 

X  X  -H  4=  o. 


X  -+- 8x-+- ïtf=50. 


X  X  z. 

3  -      * 


X    '+'hx     -H3is==:0. 


La  féconde  formuler  *ï-  a  x  +ox=— •^  ,vîcnt 


de  1  équation  de  la  cinquième  formule  du  fécond  degré, 
dont  les  deux  racines  font  pofîtives  &  imaginaires  &  é- 
gaies  >  multipliée  par  une  troifîéme  racine  négative ,  qui 
eft  le  quotient  exaâ  de  Thomogéne  du  fécond  degré  di- 
vifé par  fbn  fadeur. 

X •  I K-P7=  O. 

K  X  —  I HH  ►c;^  ==  o. 


X 


Donne     jc  —  zx-h  i -4- 7s==o. 

onx  ix-f-8==5  0. 

X  X  -4-4  =  0. 

X    Hh  2,X     +  o  AT  -4-  3  Z  ïsssO. 

m 
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Les  équations  de  cette  formule  font  impoffibles  ,  car 
fbit  X  =  4 ,  on  aura  par  fubftitution  &  tranfpofition  ^4 

== 5 1 3  X ,  ce  qui  eft  impoffiblc  &  inutile  ,  pui(^ 

que  le  pofîtif  ne  peut  êcre  égal  au  négatif  pur  &  fimplej 
ainfî  les  tables  ne  contiendront  point  cette  formule. 

La  troifiéme  formule  x  —  4  x  +  o  x  =  7  z"*, vient 


de  réquation  x  -4-  1  x  •+- 1 1  ==  o ,  qui  eft  dans  la  fi- 
xiéme  formule  du  fécond  degré  ,  dont  les  deux  racines 
font  égales  &  imaginaires.  — •  1  +'•^1—11,  multipliée  par 
une  troifiéme  racine  pofitive  6  égale  au  quotient  exaâ  de 
Thomogéne  du  fécond  degré  divifc  par  fon  faâeur. 


X  X  -4-  1 tCTii  s=  o. 


X    -ï-ZAT-f-  I-f-  Il(-4-  ll)==0. 

ft 

X   -H  xx-^- iis=5=o. 


5  *     . 

X  — 4i  -H  ix^— — 7X!==o. 

XXX. 


La  quatrième  formule  x^  —  4  x  +  o  x  ==s  —  ^     , 

vient  de  l'équation  x  4  x  -f-  ^  ==  o ,  qui  eft  dans 

la  quatrième  formule  du  fécond  degré  »  dont  la  grande 
racine  eft  pofitive ,  qui  eft  le  quotient  exaû  de  Thomo- 
gène  du  fécond  degré  divifô  par  le  faâeur  du  fécond 
terme. 
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X 8^=0. 

X  X  —H  4  ==  o. 


XX   8  =  o. 


X  — iix  3  x^r-H^y  tfs=50. 

La  quatrième  table  de  la  première  efpéce  donne  la 
première  racine  pofitive  des  équations  qui  font  dans  la 

troificme  formule^'— .^jv**^^  jv  =  ^  ,  &  dans  la 

quatrième  formule  X sx  +  ^  x==: ^    ,  &   la 

quatrième  table  de  la  féconde  claffc  donne  les  trois  raci- 
nes de  la  troifîéme  &  de  la  quatrième  formule. 

Dts  formules  de  la  féconde  claffe  du  troifiéme  degré ^  où 

le  fécond  terme  <^  évanoui. 

Il  y  a  quatre  formules  de  la  féconde  efpéce  de  la 
féconde  claffe  du  troifiéme  degré  ,  font  celles  où  le  fé- 
cond terme  manque. 

La  première  formule  eft  x'  +  ^  jc*  -4-  a\  =«=  b  " 


vient  d'une  équation  du  fécond  degré  dont  les  deux 
racines  font  pofîtives  ,  égales  &  imaginaires  ,  multi-> 
pliéc  par  une  troifiéme  racine  négative  &  réelle  égale 
à  leur  fomme. 

La  cinquième  table  de  la  féconde  efpéce  donne  ces 
trois  racines  en  détail  pour  chaque  homogène  de  la  pre- 
mière formule ,  on  a  mis  aufli  en  tête  la  féconde  formule, 

formuler  HH^x    -+•  a  x==i b  , pour  laquelle  elle 

peut  fervir  \  mais  cette  formule  efl;  inutile  &c  impoffîble, 
car  il  eft  impoffîble  que  le  pofîtif  du  premier  membre 
foit  égal  au  négatif  pur  &  fîmple  du  fécond  membre. 

^>,^^M  La 
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La  cinquième  table  de  la  première  efpéce  donne  feu- 
lement h  croifiéme  racine  réelle  dans  la  première  6c 
dans  la  féconde  formule  de  cette  féconde  efpéce* 

La  troificme formuler  +o  x a.  x  =^b     ,vient 

d'une  équation  du  fécond  degré  qui  a  deux  racines  né- 
gatives égales  &L  imaginaires ,  multipliée  par  une  racine 
pofitive  réelle  égale  à  leur  fomme  ;  toutes  les  (eries  defes 
homogènes  font  finies  ,  &  arrivent  à  des  zéros  qu'on  peut 
marquer  avec  des  croix  de  St  André  dam  les  cellules 
de  la  fixiéme  table  de  la  première  efpéce,  qui  forment 
une  diagonale  interrompue  comme  par  des  efpéces  de 
degrez.  Cette  (ixiéme  table  donne  feulement  la  troifiéme 
racine  réelle. 

La  fixiéme  table  de  la  féconde  efpéce  contient  deux 
feuilles  ,  la  première  contient  les  homogènes  qui  ont 
crois  racines  rationnelles  qui  font  marquées  à  côté  ;  la  fé- 
conde feuille  contient  les  trois  racines  à^cs  équations 
pures  a  fimples  du  troifième  degré,  &  celles  de  la  troi- 
fîéme  &  de  la  quatrième  formule  de  cette  féconde  e{^ 
péce  qui  ont  des  racines  imaginaires. 

La  quatrième  formule  x  +  o  x  a  x b 

vient  d'une  équation  du  fécond  degré  qui  a  deux  ra- 
cines négatives  égales  &  irrationnelles  ,  multipliée  par 
une  troifième  racine  pofitive  égale  à  leur  fomme.  Ces 
homogènes  occupent  la  partie  fupérieure  des  tables,  la 
fixièmetable  delà  première  efpéce  donne  la  troifième ra« 
cine  :  mais  la  table  de  la  féconde  efpéce  donne  toutes 
les  trois  racines. 


Andyft. 


^o  Methodb    nouvelle. 

t 

Des  Formules  de  la  troifiéme  clAjfe  du  troifiéme  degré. 

Il  y  a  huit  Formules  dans  la  troifiéme  clafTe  du  troi- 
fiéme degré. 


X". 

X  H 

1     1 

}r  a  X    H 

II     I 

H4      X    

*■". 

2clc. 

X  H 

1         X 

\r  a  X     - 

II       1 

r 

t—  4      X     " 

}  Il  II  I  IXf 

3™«.  X    -+-  4    X     —  4      X   c=a  è      . 


)              Il               II      i  III 

^^^.  X   Hh-  4   X    — —  4      X   == ff     • 


3               II               II       t  lit 

jmc.  X  a  X   '  4     X    ==s  ^     . 

)                   MX                    II        I  III 

}                       Si                      IX         I  lit 

jtnc.  X   4    X    -4-  4     X    =3  ^     . 


8mc,  X   — —  4  X      •+•   4     X    c=s  —  ^     . 


Ce  que  nous  avons  dit  fuffit  pour  expliquer  la  Mé«- 
thode. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  un  plus  grand  détail  ,  il 
fera  facire  au  le^eur  de  drcfler  lui-même  des  tables  fui- 
vant  chacune  de  ces  formules  ,  &  de  même  dans  tous 
les  degrez  fupérieurs  pour  s'en  fcrvir  dans  le  bcfoin  Je 
me  contenterai  d'ajoûcer  quelques  tables  des  deux  ef-. 
péces  différentes  pour  les  formules  de  la  troifiéme  clafie 
du  troifiéme  degré  ,  avec  deux  tables  des  formules  du 
cinquième  degré ,  je  ferois  un  trop  gros  volume  fi  je  vou- 
lois  mettre  toutes  les  recherches  que  j'ai  faites  fur  ce 
fujet  ;  il  eft  bon  de  laifier  au  leâeur  le  plaifir  de  tra- 
vailler par  lui-même ,  &c  de  fuivre  la  route  que  j*ai  te- 
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nue  aufli  loin  qu'il  lui  plaira  »  il  ne  me  rcfte  plus  que  de 
donner  des  moïens  d'abréger  la  conftruâion  des  cables, 
pour  les  concinuer  promcemenc  aufli  loin  qu'on  voudra 
à  rinfini  ^  en  quoi  confîfte  la  perfedion  de  la  Méthode» 
pour  réfoudre  les  équations  donc  Thomogéne  eft  un  très- 
grand  nombre,  &  donc  chaque  racine concienc  plufîeurs 
chifres. 

Différentes  Méthodes  four  abréger  les  Tables. 

Il  eft  évidenc  que  couces  les  puifTanccs  des  nombres 
de  cous  les  degrez  à  l'infini ,  onc  une  dernière  différence 
coujours  égale  &:  confiante  ,  laquelle  a  le  même  expo* 
fant  que  celui  du  degré  de  la  puiflance  fupporée;  ainfl 
la  fuice  des  fécondes  puifTances  des  quarrez  naturels^ 

onc  la  féconde  différence  2  conftanre.  La  fuice  des  croi- 
(iémes  puifTances  ou  des  cubes  ,  onc  leur  croifîéme  dif- 
férence 6  toujours  égale  &  confiance ,  pour  crouver  ces 
différences,  il  fauc  avoir  crois  cermes  dans  le  fécond  de- 
gré, quacre  termes  dans  le  troifiéme  degré  ;  c'eft-à-dirc, 
un  terme  de  plus  que  l'expofanc  du  degré  propofé  ne 
concienc  d'unicez  ,  enfuice  écrire  les  mêmes  cermes  au- 
defTous  en  les  avançanc  d'un  rang  pour  ôcer  le  premier 
du  fécond ,  &  le  fécond  dutroifiéme  pour  avoir  les  pre- 
mières différences ,  enfuice  écrire  les  premières  diffé-» 
fcnces  les  unes  /bus  les  autres  ,  en  les  avançanc  d'un 
rang  pour  ôcer  la  première  de  la  féconde  ,  &  ainfi  de 
fuite,  pour  avoir  les  fécondes  différences  qui  font  égales 
de  confiances  dans  le  fécond  degré. 

Secondes  fuijfances.     r.     4.     p.     \6.     2, y.     3^,  &c. 

ôtez     I.     4.       9.     \6.     2y,  &c. 

Premières  différences.        3.      y.       7.      p.      11,  &:c. 

ôtez      3.       y.      7.        p,  &c. 

Secondes  différ.  conftances.       z.      i.      x.       z,  &a. 

Gij 
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Troifîémcs  puiflan.      i.     8. 

ôtcz       I . 

17. 
8. 

^4. 

17. 

^4, 

&c. 
Sec. 

Premières  différences.         7. 

ôtez 

i9' 

7- 

IZ. 

37- 
19. 

18. 

IZ. 

61, 

37, 

Sec. 
Sec. 

Secondes  di£Ferences. 

ôcez 

H» 
18, 

Sec. 
Sec. 

Troificmc  différence  conftante 

6. 

<î, 

Sec. 

Si  au  lieu  de  prendre  ces  mêmes  puifTances  de  «Tuice  ^ 
on  les  prend  dans  une  progreflion  quelconque,  en  fau- 
tant quelques  termes  de  5  en  3  ,  ou  de  5  en  y  ,  ou  de  S^ 
en  8 ,  de  10  en  10 ,  &:c.  On  pourra  toujours  trouver  par 
la  fouftradion  leur  dernière  différence  égale  &  conftante, 
qui  fera  la  féconde  différence  dans  le  fécond  degré ,  la 
troifiéme  différence  dans  le  troifiéme  degré,  la  quatrième 
différence  dans  le  quatrième  degré ,  &c.  Mais  cette  dif- 
férence conftante  ne  fera  pas  un  même  nombre,  que  ce- 
lui qui  fc  trouve  dans  la  fuite  naturelle  de  ces  puiflances. 

Il  fuit  dc-là  que  Ton  pourra  toujours  continuer  à  l'in- 
fini la  (crie  d'une  puiiFance  quelconque,  en  opérant  par 
l'addition  de  fçs  différences  dans  un  fens  contraire  à  la 
fouftraftion  qui  a  donné  leurs  différences  j  il  fuffic  pour 
cela  d'avoir  la  dernière  différence  conftante ,  &  pour  la 
trouver ,  il  ne  faut  qu'un  feul  terme  de  plus  que  l'expo- 
fant  du  degré  :  par  ce  moyen  jon  formera  les  premières 
colonnes  des  tables  pour  réfoudre  les  équations. 

De  même  dans  chaque  degré  il  y  a  des  fériés  infi- 
nies d*équacions  arithnxétiquement  femblables ,  lefquels 
ne  différent  que  dans  leur  dernier  terme  ou  l'homogène 
feul,  qui  eft  la  valeur  de  ^,  que  nous  confidérons  tou- 
jours avec  un  expofant  (  exprimé  ou  fous-entendu  dans 
les  tables  )  en  chifres  italiques  qj^i  marque  autant  de  di- 
menfions  que  l'expofant  du  degré  de  réquation  con- 
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tient  d'unitez.  Or  dans  chaque  cas  particulier  ces  ho- 
mogènes forment  une  férié  infinie,  &  même  dans  quel- 
ques formules ,  ils  ont  d'abord  une  ferie  finie  qui  arrive 
au  zéro ,  après  lequel  commence  la  férié  infinie ,  &  toutes 
ces  (eries  d'homogènes  compris  dans  les  colonnes  des 
tables,  font  des  progreffions  arithmétiques  du  même  de- 
gré que  réquation ,  qui  ont  une  dernière  différence  tou- 
jours égale  ic  confiante  ,  qui  a  pour  expofant  celui  du 
degré  de  l'équation  ,  ce  Théorème  a  été  démontré  par 
M^  de  Lagny  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  an- 
nées i7oy,&  i;^tf.C'eftfur  le  fondement  que  J'établis  la 
conflrudion  &  Tufàge  de  mes  tables ,  avec  les  différens 
moyens  que  je  donne  pour  les  abréger,  qui  font  une  dé* 
monftration  fenfible  de  cette  vérité» 

Premier  moïen  d'abréger  Us  Tables  ^  en  fe  fervant  four 
les  grands  nombres  des  petites  Tables  ^ 
camme  des  plus  grandes. 

Je  fuppofe  qu*on  ait  feulement  les  petites  tables  im- 
primées de  dix  rangs  horifontaux  pour  les  valeurs  dejc 
s=s  o  ,  jufqu'à  X  =  10.  de  4  ==  o  ,  jufqu'à  a  ==  lo* 
pour  trouver  par  leur  moïen  des  équations  exprimées 
par  de  grands  nombres  ,  il  y  a  trois  cas  pour  trouver 
tout  d'un  coup  un  terme  très- éloigné. 

Le  premier  cas  eft  de  le  trouver  promtement  dans  un 
rang  horifontal. 

Le  fécond  cas  eft  de  le  trouver  dans  un  rang  vertical. 

Le  troifiéme  cas  eft  de  trouver  un  terme  très-éloigné, 
&  dans  un  rang  horifontal,  &  dans  un  rang  vertical  tout 
cnfemble. 

Premier  cas  pour  trouver  tout  d'un  coup  un  terme 
très-éloigné  dans  un  rang  horifontal  déterminé,  dans  la 
troifiéme  formule  du  fécond  degré ,  par  exemple ,  dans 
le  neuvième  rang  horifontal  y  fi  on  demande  lenonantc* 

G  ïi\ 
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fcptiéme  terme ,  je  n*ai  qu  a  écrire  fimplcment  a  =  57, 
Dans  les  degrez  fupcrieurs  où  i4  y  a  des  4Îde  plufîeurs 
dinaenfions ,  on  trouvera  de  même  les  valeurs  de  a ,  mais 

Il      m      IV     V  Ti  r 

pour  les  valeurs  de  4  , 4  ,4  ,4  ,&c.Il  faut  confidérer  la 
progrcffion  qui  règne  dans  leur  (crie  exprimée  dans  la 
table  où  ils  fc  trouvent ,  pour  en  prendre  la  différence 
&  la  multiplier  par  Texpofant  du  terme  propofe  ,  par 

exemple,  pour  avoir  le  nonante-fepticme  de  la  férié  de 4  , 
dont  la  progreffion  croit  de  7  d'un  terme  au  fuivant,  il 
faut  multiplier  par  7  l'expofant  97  ,  qui  marque  le  rang 
que  doit  occuper  le  terme  propofé  dans  la  férié  des  4 

de  deux  dimenfîoiis ,  &  le  produit  6^$  donne  a  y=6j9^ 
pour  la  valeur  du  terme  propofé. 

Pour  avoir  un  homogène  ou  une  valeur  de  b  trcs-é- 
loignée  dans  un  rang  horifontal  déterminé ,  par  exemple, 
le  nonante-fepciéme  terme  dans  le  huitième  rang  hori- 
fontal de  la  première  table  fur  la  troifiéme  formule  x* 

-+*  a  X  ==:  è  .  (  car  dans  toutes  les  tables  il  faut  toujours 
que  les  t  de  l'échiquier  aient  autant  dedimenfions  fous- 
entendues  ou  exprimées  en  chifres  romains, que  Texpo- 
fant  de  la  haute  puiffance  de  Tinconnuë  x  contient 
d'unitez.  )  Je  confidere  la  différence  qui  règne  dans  le 
rang  horifontal  eft  égale  à  la  valeur  de  x  =;  8  du  même 
rang.  Ainfi  je  multiplie  8  par  97  expofant  du  terme  pro- 
pofé, le  produit  77^  eft  la  valeur  des  96  termes  précé- 

dcns ,  aufquels  il  faut  ajouter  le  quarré  x*==  ^4 ,  car  le 
premier  terme  a  ==  i  donne  pour  le  premier  homogène 

h  ==  jz  ==  8  -f-  64..  Or  77^  -+-  ^4 donne  b  ==  840 
qui  efl:  le  nonante-feptiéme  homogène  défiré. 

Mais  pour  avoir  le  nonante-feptiéme  homogène  dans 
la  féconde  table  du  fécond  degré  fuivant  la  quatrième 

formuler  —  4Ar==5^  , comme  les  termes  fe  trouvent 


t 
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par  fouftradion  à  caufe  du  figne  moins  de  la  formule^  je 
miiiciplie  rexpofanc  8  du  rang  donné  par  97 ,  expofant 

du  terme  propofc,  le  produit  eft  77  ^,donc  fôce  x  i=  tf 4 , 
la  fommc  776 ^4  ==s  711 ,  donne  pour  le  terme  dc- 

ûtèh  === 712.  La  raifon  en  eft  évidence,  puifqu'il 

y  a  deux  fériés ,  Tune  finie  qui  arrive  au  zéro ,  l'autre  in- 
finie toujours  croiflante  ,  fuivanc  la  quatrième  formule 
le  huitième  rang  ,  ou  x  =  8  ne  croit  de 8  qu'au  di- 
xième terme  qui  eft  ^   =^= 8  ,leneuviémeeft2éro,& 

le  huitième  eft  i  =  8,  Ainfi  il  faut  retrancher  pour  ces 
huit  termes  le  quarré  de  8  ==  64. 

Dans  tout  autre  rang ,  il  faut  toujours  retrancher  le 
quarré  de  la  valeur  de  x  prife  dans  le  même  rang  ,  & 
qui  eft  fon  expofanr,  car  je  ne  compte  point  le  premier 
rang  de  x- —  o,  qui  n'eft  mis  que  par  fimple  analogie 
feulement,  &  pour  faire  partir  les  fériés  verticales  des 
homogènes  du  zéro  ,  d'où  partent  toutes  les  grandeurs 
numériques ,  pour  partir  d'aufli  loin  qu'il  eft  poflîble. 

Le  fécond  cas ,  eft  pour  trouver  un  ou  plufieurs  ter- 
mes très-èloignez  dans  un  rang  vertical  ,  chaque  ran'è 
vertical  ou  colonne  contient  une  (crie  d'homogènes  d  é- 
quations  Arithmétiquement  femblablesi  c'eft-à-dire,des 
équations  qui  ont  les  mêmes  termes  mo'iens  avec  les 
mêmes  ùâears ,  &  qui  ne  différente  uniquement  que 
dans  leur  homogène  feul ,  z^.  que  tous  ces  homogènes 
font  du  même  degré  que  l'équation,  par  confèquentils 
font  une  progrelTion  du  même  degré  qui  a  une  dernière 
différence  toujours  égale  &  conftante  ,  &  dont  l'expo- 
iànt  eft  celui  du  même  degré  ,  c'eft  la  féconde  diÀFè- 
rence  dans  le  fécond  degré,  latroifiémedansle  troifiéme 
degré ,  &c. 

Pour  trouver  un  terme  très-éloigné  dans  une  colonne 
de  la  bordure  qui  eft  à  gauche  dans  la  première  table 


5tf  Méthode   n^ d v e l l e. 

du  fécond  degré  ,  fi  on  demande  le  foixante-troificmc 
terme  de  la  première  colonne^  c'eft  <xc  expofanc  pro- 
pofc  qui  donne  lui-même  x  ==  6  j  ;  fi  on  demande  ce 
foixance-troifiéme  terme  dans  la  féconde  colonne  de  x 

il  faut  élever  63  à  la  féconde  pulflance  pour  avoir  x 
:=\j9  69  qui  ell  le  terme  défiré. 

Si  on  demande  le  nonante- fepticme  hom.ogéne^ 
dans  une  autre,  colonne  déterminée  par  la  valeur  de  4, 
comme  a  =  3  ,  contenue  dans  l'échiquier  entre  les  va- 
leurs de  b  i  c'eft-à-dîre ,  le  nonante-feptiéme  homogène 
dans  la  même  table  première  ,  fur  la  troifiéme  formule 

X  -H  à  X  ==  ^  ,  je  cherche  d'abord  ce  nonante-feptiéme 
terme  pour  la  bordure  à  gauche  ,  j'ai  pour  la  première 
colonne  x  «=  97 ,  &:  fon  quarrc  donne  pour  la  féconde 

colonne  x  =5409  ,  bc  opérant  fui  va  ne  la  formule  & 

fubftituant  ces  nombres,  dans  x  -t-^x»^  j'ai9499 


3x97==^  ,  qui  donne  9700  ==  ^  ,  c'eft  le  no* 
nante-feptiéme  homogène  défiré. 

Pour  avoir  de  fuite  plufieurs  homogènes  trcs-éloignez 
dans  une  même  colonne ,  il  faut  d'abord  en  trouver  plu- 
fieurs de  fuite  \  SçaVoir  ,  un  de  plus  que  Téxpolànt  du 
degré ,  afin  de  trouver  leurs  différences  pour  la  fouftrac- 
cion  expliquée  ci-deffus,  &  on  continuera  leur  férié  aufli 
loin  qu'on  voudra  par  l'addition  de  leurs  différences 
trouvées. 

Par  exemple.  J'ai  trois  homogènes  dans  la  troifiéme 

formule  du  fécond  degré  AT  -H4x==^  ;Sçavoir,  595, 
1^48 ,  70  3  >  dans  une  même  colonne  de  a  =  1 8.  Je  trou- 
verai la  (erie  entière  par  l'addition  de  leurs  ditférences 
comme  il  fuit. 


valeurs 
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Valeurs  de  xs==:      17.      i8,      17.      zo,     11.      iz^&c. 

Valeursdex=  ypy.   648.   705.  760,  819.    88o,&c* 

ôtez     59 j.   648.   705.  760.    8i9,&c. 


Première  difFérence.  53.      55.     57.      59.       6i,&c. 

ôrez      53.      55.     57.       59,&c. 

Seconde  difFérence  conftance.     1.        i.        2..         x,&c. 

Le  croifîéme  cas  ne  renferme  aucune  difficulté ,  puif* 
qu'il  concienc  les  deux  premiers  que  nous  venons  d'ex- 
pliquer: 

Deuxième  tncien  d' abréger  les  Tables  afin  d'employer  les 
petites  Tables  pour  les  grands  nombres. 

Le  moïen  le  plus  court  &  le  plus  (impie  eft  d|€  faire  des 
petites  tables  qui  puiâenc  fervir  pour  de  grands  nombres, 
&  de  fubflituer  dans  la  formule  qui  fert  à  confïruite  cha* 
que  table  les  nombres  premiers ,  au  lieu  de  la  fuite  ordi- 
naire des  nombres  naturels ,  f£  d'écrire  dans  les  bordures 
en  haut  &  à  gauche  la  fiiité  de  ces  nombres  premiers  tels 
qu'ils fuivent.  !•  i.  3,  5.7.  11.  13. 17.  19.  23. 19.  31.  37. 

41.  43.  \j.  53.  59  61.  «7-  71-  73-  79.  85-  89-  97' 
ICI.  ace.  Il  fera  facile  par  ce  moïen  d'avoir  lés  autres 
nombres  moindres  compris  dans  leur  interval  qui  ne  font 
point  ici ,  poirqu'iis  font  des  multiples  de  quelque  nom-> 
bre  premier  qui  les  précède. 

On  peut  aufli  employer  la  fuite  des  nombres  natureb 
dans  Tune  des  bordures  >  &:  la  fuite  des  nombres  premiers 
dans  Tautre  bordure  lorfque  Ton  voudra  des  tables  plus 
amples. 

Lorfqu'op  veut  des  tables  pour  des  grands  nombres,  on 
peut  d'abord  fubftituer  100  ^  ou  xooo ,  ou  tout  autre  nom« 
brc  plus  grand  dans  la  formule  au  lieu  de  i ,  2, ,  3  >  &c» 
Analyfe.  H 


\ 
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que  nous  avons  fubftirué  pour  former  les  petites  tables. 

Ce  qui  efl:  facile ,  Se  ce  qui  ne  demande  pas  un  plus  grand 

détail. 

Trbifiéme  moïen  d'abréger  les  Tables. 

On  peut  encore  pour  abréger  la  conftrudioa  des  tables 
fauter  plufieurs  termes  de  3  en  3  ,  ou  de  y  en  y ,  ou  dans 
telle  autre  progreflîon  que  Ton  voudra. 

Quatrième  moïen  en  réduifant  C Equation  a  fes 

moindres  termes. 

Lorfqu'une  Equation  eft  propoféeen  grands  nombres , 
dans  le  fécond  degré ,  j'ôte  du  fécond  terme  le  plus  grand 
nombre  poffible,&:  j'ôte  le  quarré  du  même  nombre  de  fon 
homogène  )  &  par  ce  moïen  je  réduis  l'équation  à  dettes 
petits  nombres ,  de  forte  que  je  peux  la  réfoudre  par  de 
très- petites  tables. 

Dans  le  troifiéme  degré  j'ôte  la  troifiéme  puiCfance  d'an 
nombre ,  &  j'ôte  les  puiilânces  inférieures  du  même  nom- 
bre des  cœfficiens  ou  faâeurs  des  termes  moïens ,  chacun 
fuivant  le  nombre  de  fes  dimenfions ,  pour  réduire  l'équa- 
tion à  fa  plus  {impie  expreffîon  ,  &  aux  moindres  nom* 
bres  )  afin  de  pouvoir  la  réfoudre  par  de  petites  tables  ^ 
mais  après  avoir  trouvé  la  racine ,  il  faut  l'augmenter  de 
la  racine  qui  a  été  retranchée ,  &  par  ce  moïen  on  pourra 
fe  fervir  facilement  des  petites  tables  pour  les  grands 
nombres  :  mais  le  leâeur  trouvera  toujours  beaucoup  à 
profiter  en  continuant  d'abord  affez  loin  les  tables  pour 
confîdérer  dans  le  détail  leurs  progreflfions  ^  qui  (ont  une 
fource  très-abondante  deTheorémcs  &:  de  Problêmes  que 
je  fupprime  ici  pour  abréger  ce  Traité  ;  on  tirera  même 
plufieurs  Méthodes  générales  pour  réfoudre  les  équa- 
tions de  tous  les  degrez  à  l'infini,  par  exemple.  Dans  le 
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fécond  degré  la  valeur  de  a  eft  toujours  le  divifeur  exa£b 
de  rhomogéne ,  il  contient  toujours  deux  puifTances  de 
a  qui  diiFérent  de  la  valeur  de  ^  »  ce  qui  donne  une  mé- 
thode fimple  &  facile  pour  réfoudre  les  équations  afFedées 
de  termes  moïens  dans  le  fécond  degré. 

Par  exemple.   Soit  une  équation  quelconque  dans  la 

quatrième  formule  du  fécond  degré  x  ax  =  b  ,  foie 

4==  7.  la  férié  des  homogènes  ou  des  valeurs  de  b  dans 
cette  colonne  eft  double  Tune  finie ,  &  l'autre  infinie  5 
la  férié  finie  efto.  6.  10.  iz.  ix.  10.  6.  o.  &  la  férié  infinie 
qui  commence  après  le  zéro  eft  8.  18.  30.  44.  60.  68.  p8. 
iiOt  144.^170.  198.  118.  &c. 

Le  premier  homogène  6.  dans  la  férié  infinie  a  pour 
racine  deux  puiflfances  de  4  ==7  ,  dont  la  différence  €?ft 
a  =1 7.  la  première  racine  eft  i  ==  7x1 6.  la  fécon- 
de eft  6==  7  x  I I.  Le  fécond  homogène  10,  a  pour 

racines  z  &  y.  Or  i==7xi y  &  y  ==  7^ i. 

De  même  dans  la  férié  infinie  l'homogène  8>  a  pour  ra- 
cines 8  &  I.  Or  8  =  7«i  -K  1 ,  &  I  ==  1^ 6. 

Dans  rhomogéne  18  fes  racines  font  -+-  %  & ^. 

Or  z  =  7xi j  j^^__7iii  _j_  ^^ 

Dans  rhomogéne  xi8.  les  racines  font  -+-  i  z  & 1 9. 

Or  ii=7«; z,  &:  19==  7^ -H  y. 

Ce  qui  montre  évidemment  que  les  racines  de  l'homo- 
gène font  deux  puifFances  femblables  de  a  ^  dont  la 
différence  Tune  pofitive  &  l'autre  négative  font  toujours 
une  fomme  égale  à  la  valeur  déterminée  de  a  =3  7  dans 
ce  cas  particulier. 

Il  feroit  àdêfirer  qu'on  pût  trouver  une  Méthode  aufïï 
fimple  pour  tous  les  degrez  fupérieurs  ;  je  l'ai  tenté ,  mais 
il  merefte  encore  des  difficultezà  furmonter  pour  la  rendre 
générale  pour  tous  les  degrez  fupérieurs  à  l'infini.        -    j . 


6o  Méthode    nouvelle,  &c. 

Suivent  les  Tables  pour  la  Réfolucion  des  Equations 
de  tous  les  degrez  à  TinfinL  J'en  ai  mis  feulement  xj 
pour  fervir  d'exemples  pour  en  drefler  de  femblablcs. 

Pour  le  fécond  degré ,  il  y  a  quatre  tables  ,  deux  de 
la  première ,  &  deux  de  la  féconde  efpéce. 

Pour  le  troifîéme  degré ,  il  y  a  dix-neuf  tables ,  &on 
peut  augmenter  leur  nombre ,  &  mettre  à  part  les  Equa- 
tions qui  ont  des  racines  imaginaires  d'un  côté ,  &c  de 
Tautre  celles  dont  les  racines  font  réelles ,  comme  on  le 
voit  dans  la  fîxiéme  table  qui  a  trois  feuilles  ,  la  pre* 
miére  efl;  pour  la  première  efpéce  des  tables  y  mais  la 
féconde  efpéce  des  tables  a  deux  fettilles  ,  l'une  pour  les 
racines  réelles ,  l'autre  pour  les  racines  imaginaires. 

La  féconde  clafle  du  troifiéme  degré  a  cinq  tables ,  la 
croifiémc  clafle  en  a  dix,  dont  la  formation  eft  évidente. 
Les  deux  dernières  tables  font  pour  la  féconde  clafle  du 
cinquième  degré;  on  pourra  en  conftruire  de  même  pour 
toutes  les  formules  de  tous  les  degrez  à  rinfini. 
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Première  Table  db      Pour  les  formules. 


la  i^^  efpcce. 


i^^x^=^y.  Çi^^.  x«'-4-/x' 


3^    x^-h 


't     •     •    9 


z^.  degré. 


Il 


x=o 


«*=o 


fc=o 


3 


*=o 


l*»=I 


fcst 


3 


:8 


•*=p 


*=IO 


II 


IZ 


*!=I3 


X*=:, 


«*=I« 


**s=:lf 


h^ 


b=6 


it 


*=:8 


lO 


fcsiy 


**=8i 


«==100 


*=I1I 


*»=I44 


«'=1^9 


156 


fc=36 


k=s64 


4=42, 


fcsaytf 


y 


bssit 


b=s=ii 


Bss:  100 


ÏXl 


144 


B=!yz     i=8o 


*=3X 
*=4Î 


£=90 


£=IIO 


I3i 


fc=iy6 


120 


143 


168 


108 


130 


IH 


*=i8o 


*==9^ 


■*  I. 


"7 
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b=  140 


i6y 


i=;  191. 


I«  Table  de  la  Kx^-^cx-. 

A<k  efpéce.  Pour  les  formules  \  x^-^ax^=s=:b" 


x^Hr'axi 


b"  } 


z<J.  degré. 


* — o  ' 

x=o 

V=I 

X — I 

*=1 

X — t 

3 

X— 5 

• 

4     . 

X— 4 

yx 

— r 

^x 

-* 

7X 

—7 

8x 

—8 

px 

— P 

lOX 

10 

fc=o 


X — I 


fc=o 


X — t 


X — z 

X— -3 


3 


-4 
-f 


*=45> 
-7 


*=^4 
-8 


*=8i 
-9 


oo 


lo 


i=s3o 
-6 


X— 3 

fc=8 
X— 4 

—y 

*=Z4 
— 6 


î 


-8 


fc=5>o 
— lo 

^=IIO 

— II 


^=48 
-8 


^=63 
-9 

B=So 

-ÏO 

b — ipp 
-II 


io. 


4=3 


fc=o 
*=4 

X— 4 

^=10 


8 


^=18 

-7 


•8    • 


10 


*=88 
-II 


b=o 


X— y 

fc=IZ 

X— « 

—7 


3i 


8 


*=4j 
-9 

b=6o 
-10 


II 


108 


II 


II 


*=96 


iz 


ifc='lîO 


13 


fc=ii7 
—13 

^=140 
—14 


l 


Equations  putes  &  fîmples  i"  claflc. 


.  .  .  .    a*!*  claflc  Equations  rcclles  rationelles. 


^ 


T 


l'=«l 


x—6 


*=7 
X— 7 


*=o 


b=^o 


10 


II 


*=0 


14 


X— 7 


g 


44 


— P 

lO 


II 


%=l6 
X— 8 

— P 

4=40 
—  10 

— II 

b=yz 
— iz 


X— 8 
*=i8 

X— ^ 

— 10 


II 


*=6o 
-Il 


13 


X — 10 

fc=33 
—II 

^—48 
— iz 

—13 


*=:IO 
X=IO 


X II 

— li 


II  J     fcslZ 
X II        X IZ 


X li 


-15 


IZ 


—13 


t6 


14 


13 


IJO 

If 


^=I1Z 

—14 

*— I3J 
—15 


i5o 
16 


—14 
^=izo 

—If 


144 
16 


—  Ï7 


14 


14 


14 


fc=po 


I 


*==7y 
-16 


fc=ztf 
X— 13 

—14 


ly 


16 


03'  J*=IIZ 


ly 


zg 


i^ 


y3 


17 


iSo 

18 


i^ 


136 
17 


i6z 

18 


:   190 
19 


*=llp 
—17 

fc=i44 
—18 


oz 


17 


171 


zoo 
zo 


1-18 

^==iyz 
— ip 

^=180 

— ZO 
hsillO 

— -xt 
a  Jt 


%^^  Table  de  la    ?our  les  formules 

i"  cfpéce.  i"  claffc   ;e»= — ^'' i^«  formule  . 


z<*.  degré. 


>  L 


**=0 


*=I 

*»= 

=1 

• 

> 

=4 

«b:^ 

=5 

*=r4 

**3 

=1^ 

*=î 

**S 

=»î 

X--6 

• 

=jtf 

• 

< 

=4P 

/c— 8 

**= 

=^4 

*=^ 

**= 

=8i 

• 

*=IO 

«*= 

=IOO 

immmÊmmtm 


^r-mmm^ 


b=9 


B=ï6 


s:I 


B=}6 


h=i.o 


'A9 


I 


i&=(Î4 


^=:j6 


A=8i 


*=!I00 


É=ïO 


fc=3l 


*==4i 


fc=.iy 


^'  ■ 


fc=^y 


fc=48 


5 


*=*-z 


3 


5 


j: 


8 


•— X  11 


fc=40 


^=zi 


fc=^3 


£=8o 


fc=j4 


3i 


*=4T 


fc=:5o 


.    .  JJ^*  Claflc    <    AT» — ^x' 


jf» — «'x'=s=si"...         4»  formule. 


'         i\ 


y...    y*  formule. 
x^-^Jfx'  h"...    6"  formule. 


^8      j 


fci=— tf 


6    B-z-^S 


lo 

- 


fcsa— Il 


*=—8 


14 


•9 


^=— Itf 


II 


•8 


b=io 


*=-IJ 


IX 


lO 


&==—<? 


I6 


M 


*=— 18 


il 


2,o|o=3— X4 


zo 


*î 


*=I4 


&s 


i4 


fcsjô 


i&=I^ 


•^==o 


II 


i8P=— i4 


£=8 


i&=— 14 


XI 


b=^j 


fc=i8 


II 


10 


18 


*4 


b=^x% 





30 


50 


i8 


A=— 8 


/6=3o 


/fc=20 


*=o 


i<^ 


bsszlO 


xxV 


%»— 18 


*si:0 


10 


•     •      • 

a$ij 


2,dc  Table  de  la         Pour  les  formules 
i^c  efpcce.  x**'  formules  x^-^ox 


b 


Ht 


lA.  degré. 


I 


^^ 


i^M- 


*=3 


y 


*==6 


*=7 


8 


**=:0 


«*=I 


**=r4 


X*ss:9 


**=ltf 


**=zy 


* 


3^ 


**=49 


**=tf4 


**=8i 


4=0 


^=1 


-4V — 4 


-fV — ^P 


fc=i£ 


*=!£ 


-l_v/_.49 


-fV-H54 


hV~8i 


fc=o 


*=o 


fc=2 


IX — I 


iHhVi— 26 


I^Vf— 30 


^. 


*=3 


!•+-»/ 1 — 3 

i-+Vj— 8 


IJ 

i-tVi — ij 


i-^k-A^ 


*==7z^ 


I^hVl — 24 
I-4-»/l — 3J 


ihVi — 48 


■m 


>.#• 


X» — ax:=ssb"...  4e  formule. 

x^  claffe^jf* ax  .  b'"...  j^  formule. 

jf»-i-^x== b'"...  6«  formule. 


rf=3 


4=y 


*=o 


IX- 


«==. 


IX- 


lïHVzi 
—4 


18 


"fc=i8 


=:A0 


J4 


-5 

IX-.3 


-4 
IX — ^4 


■iX — X 


2X — 3 


rx — 5' 


*=o 


•IX — 3 


z-+y4 — ; 


IX — 4 


Z-+V4— il 


^!Jr^4 — ^  I 


u 

XHV4— 3 1 


*=4r 

2Hhl/4 — 4Î 


*=i4 


IX— y 


-8 
ax — 4 


IX — tf 


10 


-3X— } 


ix— y 


12 


■3X— 4 


8 

IX — 4 


b —      y 

f  —IX— y 


fc= — 12, 
-3x~4 


10 
ix-~y 


*=o 


3-+V9 — 7 


^=24 


i^ 


IX — -Ç 


3-4V9 — lé     5r;^ 


3.4V9 — 17 


3f 

V/I2^8 


5»  Table  de  la            f  x»-t-/jf*^^o'V==^'"  .  . 
I  "  efpécc.  l  X  »  -4-  4';e»-+'o"x'== h'" 


•         • 


3^  degré. 


Il 


«*=:0 


*=53 


*'==! 


*'=o 


**=:4 


*'=p 


*'=sltf 


=8 


*'=r 


*'=8 


■x-j 


4'=ïO 


*'=iy 


... 


**==5^ 


*=49 


iiy 


*'=ntf 


£=8 


b==ty 


*'=345 


«*=tf4 


sf'=yii 


(ot^ldttt 


fcsii 


fc=:3tf 


4'=Z 


4'l 


iî 


I(^ 


fc=343 


lyo 


jii 


fc=y7tf 


fc=z88 


I£ 


^=441 


lo 


*»=8 1 

..=7., 

**=IOO 

lOOO 

£= 


71^ 


lOOO 


•-— •■"•^■i 


i=8io 


fc=tf40 


IIOÔ 


izoo 


^^=97^ 


1300 


•-• 


.    •    .    •    formule 


i"  formule. 
z^  formule. 


*'=4        4'=y 

<'=6 

'■=7 

4'=8 

4'=5) 

.■« 

» 

fcso 

^c=o 

^—0 

^ 

A=o 

£^sO 

h=sO 

tej 

£=»^ 

*=7 

^=S 

^5, 

^=10 

hssii 

fe==24 

£=28 

^fr=s32, 

b—^6 

fe=4o 

^=44 

i^4» 

fe=<Î3 

b=:rj% 

^=81 

fc=^^ 

-fc=io8 

^=117 

fc=l28 

^1=144 

^=itfo 

*=.7. 

hsst^Z 

^s=io8 

i&=sii4 

feesiiy 

fc||iJO 

fc=i7y 

ie=3300 

^=3*1 

i=3yo 

^^}75 

^=5éo 

fc«=j9^ 

^==431 
^637 

^=468 

^yo4 

V 

k=^S7^ 

*=J5^ 

^=;88 

b:=6%6 

^=73  î 

^=784 

• 

^833 

fc^68 

^=83^ 

^=896 

k=p6o 

^=1014 

^=^o88 

fc=iiy2 

i=ion 

^=1134 

A=tfiif 

k=iii96 

fc=!i377 

fc=si4y8 

^=in^ 

^a=:I400 

ifc=iyoo 

fc=itfoo 

fcssiyoo 

i&=si8oo 

,fe=ipoo 

fc=1000 

Andyfc 


2,de  efpecc.  iJfJ-r 


:^. 


/// 


3C.  degré, 


f 


x=;0 


X — I 


==î 


'^mm 


S 


tc=6 


*=7 


*=8 


lo 


dx'^*^o"xf 


•        m 


h.'"  . 


1*^0^  cmfimt 


b=.o 


I*+*^^1XI 


4'— i 


fc=o 


"v«««i 


i«« 


Il    __ 


IZX5 


•11-^^61-1x0X4 


ï  î  ° 

3-+V5,— 3oxf 


5i-+Viri— 41X6 


wtmimf* 


16 

I— rjVii— 8x1 


i'+y4— ijxj 


l>=:96- 

-ii-H/6i^i4X4 


^=ï7y 

— 3-+y9_-3.5xy 


9* 

4-+V16— yéX7 


^Î7<î 

-4ï±»^ioi^7lx8 


=»ro 


— I'ty^ï'—90>i9 


lioo 

yf+Vjbi — 110x10 


i=i88 

v^=44i 

— 4-1^16— 63x7 


^=640   2 

— 44-±-^ioi— 80x8 


4=891 

— Jrj;7  30} — iio  XI 


•*■■ 


^«MH 


•      • 


■i,. 


r/9 


h. 


tu 


ï±^i— 4x1 


• 


*î~t7  i^ lOXZ 


■i'+*^4--"i  8x5 


m 


""3~tj^9— 4oxy 


2.4 

3rt/iiï— y4xé 


1^=490 
-4-+^i6^^"ôx7 


04 


4r+rioi— 88x8 


■Î■±*^^J— ro8x9 


"■yi'+T  30Ï — 130x10 


^*4^ ^ 


k=6i 


'^"ty  ^ — iixj 


ii8 

«•H^éi— 3ZX4 


fc=ziy 

~3-t*^9~-4yxy 


Î9 

4"+:?^  16 — 77x7 


^=768 

-yl"+yzof^"^x8 


lofj 


■** 


C^fi 


iwa^Bwa^ 


^r. 


&C. 


&c* 


&c. 


&c. 


&c. 


&c. 


"•îï"i:^30^T4Ôx  I  o 


&c* 


bij 


4' Table  de  la 

i"^*  cfpécc. 


Pour  les  formules  Tx» — 4V-4-yV«=^/'^  .  . 


de  la  làc clafle    %  ^' ^x''\-o"i^ 


"•  •    • 


;gré. 

5*  de 

4'— 0 
4*=0 

4'— I 
confiant. 

a'=:L 

X=iO 

x^ 

*♦— 0 

^=0 

b—o 

• 

*=I 

*»: 

=' 

*'=I 

^-I 

b=0 

.  ifc=— I 

X=ssx 

*»; 

=4 

«♦=8 

i=:8 

^4 

*=0 

*s=3 

*»: 

—5 

*'=i7 

i=tj 

1     *=i8* 

^9 

=♦ 

1*= 

=i« 

*'=tf4 

m 

^=64 

*— 48 

^6=:3X 

*^; 

«»= 

=zy 

*'=izy 

^=IiJ 

&=IOO 

^=7î 

x=^ 

• 

=}^ 

*'=:iltf 

^— il^ 

^=:l8o 

^—144 

*=7 

r  . 

=49 

*'— 343 

1 

^=343 

^=ZP4 

«»» 

1 

=64 

x»=y  I  r 

^ — j  II 

^=448 

fc=}84 

*=9 

m 

=81 

*'=7i^ 

ifc=7i9 

b=6^% 

fc=y^7 

Ar=IO 

*»= 

:I00 

*  sssIOOO 

^=1000 

i=pOO 

^ 800 

♦ 4'x*-f-*Vî 


III 


.    .'•  daffe  *•—*.'"  »*  elaffe  {  \r:^'',:^/J,„_t,, 


rf'=3  j.     4'=4 


^ 


b=Q 


8 


i^ 


yo 


io8 


196 


^axJIO 


00 


^ 


^3=1  y 


i=7i 


fe=:I47 


aytf 


^==40  J 


II 


8 


i^ 


191 


^=314 


^=joo 


4'=6 


^=0 


y 


16 


•*7 


zy 


^=4P 


i8 


b=^00 


i6 


■48 


fcss — yo 


6t 


00 


4'=8 


-6=0 


■Z4 


•4Î 


.ér4 


75 


71 


•49 


V       '9 1 


00 


•«« 


k  iij 


4c  Table  de  i*    Pour  les  formules  /  ^;—<<±<;<=^"    •    - 


3  e  degré. 


I 


Ar=l 


X=s:Z 


4'=0  confiant 


4  =0 


*=»=3 


ï±^l^ 


IXI 


1-+V1 


■4X^ 


^rj^^î — 9x3 


•iHhV 


37^4 — 16x4 


=i2y ^^ 


ï6 


$6x6 


1*1  n 


^=343 
-3f+^ 


-   ïiï— 45»X7 


8 


X=s:^ 


10 


II 


m  ■    iM 


^=7^9 

-4l-+y2oi-.8ixp 


o.  00. 


ij — 100x10. 


1331 

yr+ysoi — liixii 


4*=I 


^=4 


*=i8 

-iHVi_1.6x3 


fc=48 

-iHv; 


_i    ij — 1ZX4 


100 


ioxy 


—  4 


30X^ 


^==i54 

"^"^9 — ^41x7 


^=448 

-3î-jVizi— ■y6x8 


M«« 


*— ^48 

— 4-+V16 71X9 


■^•*i 


iiro 


IIOXII 


■^4Î^H/roP^9ox  I  o 


•       « 


ic  pour  TEquation  pute  èc  (împle    x'=5^« 


/// 


""m 


i«M*MMMM 


4*=X 


t — ixi 


I-+V1: 


•IXO 


— i-+^±— ix) 


H^xi— lyxy 


i-tV^-Hi^xô 


■xr+^éi— jyx7 


£=384 

-3-+V*, — 48x8 


ir±y  1 2.f-6  iX9 


■4"+^  16— 80x10 


4»«=3 


^=—2 

1^7*^1—1X1 


I 


^ZXL 


IïiV\ixo 


'Hy^?— 18x6 


fc=l9tf 


*=io89 

— 4Î-jj»^xo^— 9^  XII 


2{-+V6^40x8 


*=48<5 

■^3ii:^9— "54x9 


00 

3  i^t^ni— 70X I  o 


4-^^16—88x11 


é*^. 


c^r. 


&c. 


&c. 


&c.    . 


<^^. 


&c. 


&€. 


&c. 


&c. 


&c^ 


&c. 


yc  Table  de  la 
i*^^  efpéce. 


{Pour  les  formules  r x^ 
l'^claffc        \x^ 


"•^      •  •  • 


3C.  degré. 


JC*=0 


canftam 
4^=1 


**=!      i^'=l       I 


3 


^^=4 


**ï=S^ 


«'==rtf 


y 


*'=:8 


j('=si7 


4'=i 


A—I 


*'=tf4 


i^so 


BssslZ 


••^7 


fc=j5 


iy 


50 


fc=7i 


*=3<f- 


i(=ZI^ 


IJJ 


4=345 


*^=jii 


jo 


10 


«  — lOO 


1000 


=7i^ 


4=y20 


*=3y7 


fc=j«f4 


1000 


8 


=çz8 


47 


3<? 


lOIO 


lOZO 


I 


1050 


!"*«  claflc 


xi^^x^-^a"x=è."' 


h. 


/// 


^'=4 

--y 

4'=<î 

4»— 7 

4»=8 

4*_9 

4*  =  IO 

fc=o 

4—0 

4—0 

4—0 

4=0 

fc=o 

4—0 

b^J 

4— tf 

^7 

4=8 

4=^ 

*=:lO 

4=11 

b—l6 

4—18 

4 — lo 

4     xt 

4=14 

i—l6 

4=18 

*_39 

4=3:4 1 

4=^y 

4=48 

4=yi 

-.4 

4=J7 

=80 
B 

4=84 

4—88 

i=^l 

4=p6 

fc=IOO 

4=:I04 

A=si4j 

k — lyo 

4=iyy 

£=160 

4=i6y 

4=170 

4=i7y 

3=z4o 

4=146 

4s=iji 

«,s 

4=:£^4 

4 — 170 

4—176 

4—371 

4=378 

4_38y 

b=^l9% 

4=35)P 

4=40  é 

4=413 

fc=j44 

4_jyi 

■É_î6o 

b=^6% 

4_î76 

4_î84 

4=y9i 

4=7^5 

*— 774 

4=78  j 

*=79* 

4=800 

4 — 809 

4—818 

4=1040 

4 —  royo 

4 — 1060 

4=1070 

4=io8o 

4 — 1090 

4=1100 

Analyje. 


5«  Table  de  la     Pour  les  formules    jx''^ox^-+-a''x'^ 
x<lc  efpéce.  z^c  clafTe.  \A;*HH^xi-+-4'V= 


/// 


3«.  degré. 


*==5 


«=4 


î 


«=0 


(=1 


^=0 


i|xi 


4=^ 


^=o 


-6=} 


1-tv; 


Z^   XI 


io_^__ 

i-+v__r4  XI 


i=îO 


fc=i58 


^=1  jo 

-iHVéi-^i^  xf 


11 


J-^^^ — 57  x6 


fc=3yo 
-BrjVrii^Tô  X7 


i6=5'io 
-4-4y76~6"j  x8 


II 

i-+/~r"xz 


îî 


ïr±^iï— iTxj 


if=7i 

—i-W^^ii  X4 


jy 

-if+Vôi— 17XJ 


^=118 


^==357   _ • 

— 3rJ:*^iiV-yi  X7 


*=738 ^ 

-4f+:^ioi— 8l  X5> 


i=ji8 

-4-+yi6 — 6^x8 


^=747 

-4Î-+^ioi— 83  X9 


i=IOIO 

""î^ll^iy — loi  xio 


ifc=I010 

jJ-tV^f— 102,  xro 


i""*  formule. 
z***  formule. 


/  Equations  rationclles  imaginaires  du  3'  degré. 


*=5 


f^: 


3?  XI 


14 


^6 

ir+y^i— 'i  xî 


b=76 

-^-+^4 — ip  X4 


^=140 

-li-H/gi^Itg  X5 


^=4  54 


'     ^=3^4 


=n« 

•4-fy  16—67  x8 


b=7^6 

-4ï±*^loi— 84'  X9 


103^ 

y-+yiy — 103  xio 


ir— 4ï  XI 


h=i6 

-!•+/— .7  XI 


X} 


^=80 

~^-+y^—xo  X4 


I4T 

ir+T  6^ — i9  xy 


5i:»^5>— -40  xfi 

^Î7i 

""î^rtyi^î — 55  X7 

^==f44 

-4-H^l6— 68  x8 


^=7«f 

— 4r±^zoi— 8j   x9 

^=1040      ^ 
-rJH:^ry^io4  xio 


d>«aH 


drf. 


<^r. 


&Ci, 


MHMi^MMa 


c^c- 


^r. 


c^r. 


&€• 


&c. 


&c. 


&c. 


&c. 


&c. 


CfJ 


^e  Table  de  la  i'*  efpcce.    /  Pour  les  formules,     rx» 

l         i«"claflc.  \x' 


h 


/// 


i"  &  x^"  claffe. 


•      •     •       • 

-^        .      .     . 


}«  degré. 


■  "^i 


3 


x^6 


:S 


J»;=s:IO 


*'=o 


I 


*•=! 


**=4 


**=9 


Ar*=i6 


x*=iy 


x*=  5  6 


**=49 


**=64 


**==«i 


«*=IO0 


*'= 

=0 

x': 

*': 

=8 

*'= 

=17 

*'= 

=54 

*'= 

=iij 

*'= 

=zi6 

*'= 

=343 

f 

=yii 

.*'= 

=719 

4*=0 


ifc=0 


h=6^ 


ilj 


i=ii^ 


^=343 


iÉ=5  II 


*'=IOOO 


1=72.9 


l>=iooo 


4*=I 


^=0 


4=0 


*=i4 


it=6o 


izo 


i>=iio 


^=33^ 


04 


confiant. 


^=0 


.fc=— I 


^=4 


it=ii 


^=y^ 


^=iiy 


^=104 


^=5Z5> 


ifc=49tf 


^=710 


^=711 


^=950 


i&=58o 


^MOT 


.acciafre'{-;±7; 


■a"x: 


M, 


/// 


b. 


/// 


^»=3 

'*-4 

-'-5 

4»_^                 4^-7 

4'=8 

^—0 

b=o 

i=o 

Ir—O 

* 

^=0 

^=-j 

h 4 

b=>—S  ■ 

i=^—6 

.6=-7 

b^t 

f—    0 

^—    1 

^===-4 

*=- 

^—     8 

4 

b=\% 

fc=iy 

fc=ir 

^9 

£=stf 

^5 

b     yz 

.     *-48 

^=44 

fc=4o 

b=^6 

^=3z 

^=IIO 

/6=loj 

b — 100 

b—9^ 

fc=90 

ifc=8r 

b=\9% 

A=I5)1 

b      l%6 

,&— 180 

^=174 

i=i<î8 

b=jii 

i_3ij 

.   ^—308 
-fc=684 

^ — 301 

*=t54 

fc=i87      : 

^—488 

=480 

If 464 

^=4ytf 

ifc=448 

4=970 

^—693 

b—67S 

l>=666 

4=^57 

^ — ^60 

^=950 

,6=940 

b=9io 

fc=9io 

•    •   • 


6^  Table  de  la  t^  cfpéce. 
3^  dcgrc. 


Pour  les  formules  x^^âx^ — 'd^x'^'V"  .  . 
a==o.  confiant 


x-Hi 


x+i 


X-+-3 


imfoffible 


4^=7 


x-t-4 


x+y 


4^=13 


4'=XI 
i=ZO 


X-t-^ 


X-+-7 


x-1-8 


If    x— 8 


x-Hp 


il    X — 9    1     x-4-io 


x lO 


X-HII 


il      X II  l       X-+-I2 


4^=31 


<*=l  1 1 


*= — Z 


X — 1 


X— 3 


X— 4 


«=3 % 


X= 2 


X—J 


x:^« 


X— 7 


X— 8 


X— 5 


X — lO 


*•= 1       X 1 1 


«'=135 

3i 


X It 


X— 1} 


X-+-4 


x-Hy 


x-t-tf 


X-+-7 


«»= 

=IX 

fc= 

=itf 

4*= 

=19 

£= 

=30 

28 


39 

0 


X-+-8 


X-+-9 


X4-IO 


X-4-II 


X4-I1 


XH-I3 


X-4-I4 


x-Hiy 


4^=5  z 


4^=67 

b=lt6 


4*=84 
o 


4^=103 


4^=124 


4^=147 


4*= 171 
36 


4^=19^ 
fc=35>o 


•    •    •    t     .     .     •     .     &  la  formule  .v'H-^x^« 


3^  degré. 


a^'x' 


jn 


4=^  confiant. 


^e Table  delà     Pour  les  formules    rx»=^'" 
2<lcefpccc.  i''  clafle  V» 


•b 


fit 


jc  degré. 


4*=o 


x=^i 


X=L 


^=6  confiant 


4^=1 


^=o 


^6=0 


I  xr 


5 


^=8 
-I-4V7 


y 


:8 


.v=9 


10 


musm 


■4Xt 


ii-+Vii— 9  X} 


i==64 

-i«+y4— "16  X4 


^=izy 


^=116 


^3-+y9— 36  x6 

—4-1^16—64  x8 

— 4Î-+/ioi— 81  xs> 

10.  co.      ^ 
5-+VrjI--ioox   10. 


M^î 


■OXI 


— 1-4V1 j  XX 


i=i4 ;^ 


i6=izo 


it=2  î  O 


n^ 


*=Î04 

-4-+-v^i6 — 6?  x8 


■4rJ7V^ioi— 80  xp 


t=990^ 

-y4yxj— 99  XI 


Baii^ 


2,dc  clafTc 


r<fc  clafle  /  xj-jt^x,— /V=^.-       n    Pour  les  Equations 
\x  -j^fix^ — yv== p.    S     xmagmatrcs. 


4»=i 


*=o 


f+^r 


I  XI 


I-+Vî_2, 


Xi 


fc=il 
-  iTHVrf— 7  X5 

*=j<f 

— i-+^4 — 14  X4 


Z3X5 


^^ 


19 

3  f+^i  1^—47x7 


^=496 

-4-4V16-I61X8 


II 

— 4|Hhy  io;^ — 79  X9 

i&=98o 

— J'+^ry— 98"  xio 


Analyjls, 


MM 


3 


j5^o 


-i-t^i-hi  XI 


^=i 

— l-+/iï— 6x3 

"~^ir  4— ï3  X4 

m 

*=IIO 

—  xf+Véi— izxj 

fc=i5>8 


fc=3Zi 
-3î-t?^ïiî~4^x7 

^=488 

-4-H/16— $1  x8 


01 
4T-H/roï=78  X9 

^=970 


e^r. 


t^f. 


c^/. 


&C. 


C^f. 


c^f. 


d^f. 


d'f. 


&€. 


&€. 


&C. 


&C. 


d 


. 


7«  Table  de  la    «       ,    r        i     f  x»-i- 4^-^-4' V==^.'"    .    . 

j-   A  amc  uc  i*     p^^^  jçj  formules  S  ^ ,  _.    V ^x  .^^    v/ ^ Li„ 

i"  efpece,  LJf'-+-<»x*-t-<»  x '     t? 


3«  clafTe. 
3*.  degré. 


«*=o 


*=:5 


*'=o 


«*=! 


x»=4 


j«:»=l 


*»=8 


«*=s:^ 


**==lé 


■ 


**=:iy 


**=3tf 


:8 


=49 


**=8i 


10  \x\ 


100 


*:'=Z7 


*=o 


4'=I 
4»=0 


«'=64 


*'=5I1J 


«'=zi6 


343 


*'=yii 


I 


1000 

■  M 


ii=17 


*=o 

*= 

=1 

t= 

=11 

fc= 

=36 

cmpmt 


^_o 


*=tf4 


"y 


Zl6 


*=^343 


^=yii 


fc=:8o 


*=iyo 


/6==iyi 


*=592. 


I 


fc=576 


=7*9 


i=IOOO 


*=8io 


^=1100 


^=14 


4'=i 


B=o 


*=4 


i^ 


^=i5y 


fc=iy8 


î=399 


fc=y84 


i=ifio 


*=sitf4 


b=:/^o6 


fc=y9i 


*=8i9 


IIIO 


I 


fc=8i8 


II£0 


(  . 


ère 


ï^ —  formule  y  deux  Racines  négatives ,  la  j^  pofîcive. 

tM  formule,  ou  en  changeant  tous  les  figues  a:'— yAr*— 4'Vs=>4^^. 


/// 


*'-i 

4»-4 

"^-y 

4»=:^ 

'»*-7 

/=8 

<*— 5> 

bf=0 

b — 0 

^ 

b=0 

4=b 

^5 

h=s6 

^==7 

^=8 

^^ 

^=10 

b=^ll 

b—i% 

k=s%o 

b=^xx 

^=Z4 

1 

^.8 

fc=JO 

% 

■ 

^yi 

^=j4 

^=57 

^=tfo 

fc=tf3 

k=ipZ 

l>^96 

fc=IOO 

^=sio4 

Ir— 10% 

■ 

^=112 

fcsllé 

h— 16^ 

b — 170 

fc=i7j 

^=180 

fc=i8y 

^=1^0 

fc=i95 

^=270 

i=s=:zy6 

^SSlSl 

^=£88 

i6=2P4 

^ 300 

iëssjO^ 

fc=4i3 

h=z^ZO 

^=4Z7 

^=434 

^Bs44i 

^^=5=448 

^==4n 

b — ^00 

^=608 

^=6itf 

^s=^x4 

it=^5t 

^=^40 

£=s^48 

fc=837 

^=84^ 

^8yy 

fc«8^4 

fc=873 

£==:882. 

^=891 

bssll^O 

.^issliyo 

1^=1160 

ifc=ii70 

*=ii8o 

bsssll^O 

dij 


7^  Table  de  la  i^c  cfpcce. 
3^  clafle. 
3^  degré 


I 


X — 1 


je= — 1    X — 3 


5 


10 


II 


XI 


XI 


XI 


XI 


XI 


X- 

-7 

XI 

X- 

-8 

XI 

1 

X- 

-9 

XI 

XI 


XI 


Equations  raûoheUes  pour  la  i'^ 
formule  A;»H-4'x*-t-.4'Vc=^/"  les 
1.  racines  négacives,  la  3^  pofîcive. 


dtff.i. 

mpojjihU  dans 


.      4*=I 


^=6 


1x3 


J.   ^4'=Z 


1X4 


i=8 


4^=Ô»       4 
IXJ 


=3 

i5=io 


ixtf 


4*=4 

II 


8,       4»=J 


1x7 


i=i4 


4=:9,      4*=^ 
1X8 

A=i6 


10.  4*: 


2x9 


i8 


^=1 1.  rf*=8 


ZXIO 


^=;=20 


r^ff^  ftrmide. 


r 

X 2 

X- 

-^12 

XI 

■ 

Ar= — 2 

X— 

-^3 

XI 

2X6 

4*=4 
i— 12 

2x8 

4*— 6 
*— 16 

4 — II. 
2x10 

4»— 8 

b     20 

4 — 13. 
2x12 

4* 10 

&=24 

4 — I  j. 
2x14 

4*=I2 
*=28 

4 — 17. 

2Xltf 

4* 14 

b 32 

4   19. 
2X18 

4^=16 

^=36 

4 21. 

2X20 

4*=l8 

b — 40 

4 23. 

2X22 

4* — 20 
*— 44 

a 2J. 

2X24 

4*=22 

dif^. 


lO.   4*=7 


2x9 


18 


a=zii    4*;=I0 

2X12 

*=:24 

a=l6.  4*=:I3 
2XIJ 


19.  4*=:l6 
2X18 

6 


4=22.  4*=5I9 
2X21 

fc=42 


J,  4*=:22 


2X24 


£=48 


4=27.    4"î=Z4 

2x26 

b=i^l 


4=:28.   A*=^2.^ 

2X27 

fc=y4 

4=31.  4*=28 

2x30- 


b=z6o 


4=34.  4*=3I 

2x33 


b^=^66 


4=57.  4»=34 
Zi — 71 


4=40.  4*=37 


• 


.  .  Et  pour  la  8^  formule  foû-contrairc  x^ 


/..i 


'dX 


a!'x'^ 


^. 


/// 


•    •    •  • 


«    •    •  • 


qui  à  les  mômes  Racines  ;  mais  fes  deux  Racines  font  pofi- 
tives,  Se  la  3*^  négative. 


$n.  4. 


4=15.  4*=;io 
zxiz 

i=14 

4=17.  4*=i4 
2.XX6 

1 


I.   4»=l8 


iXiO 


*=4o 


^/f.  5. 


^//.  6. 


4=î6.  4*C=13 

ixiy 

^==30 


^=19.  4*=l6 

2x18 

4=56 


^/.  7. 


1x10 


ZX14 


6.  4*=i3, 


ixiy 


ZX14 

3=48 

2XZ8 

A=y6 

x=5  3.  4»=3o 
zyzjz 

*=g4 

1x36 

fc=7i 

..==41,  4*^38 

1x40 

fc=8o 

4=88 


4=51.  a*=Z$ 
1X30 

i=6o 

4=36.  4'=3  3 
1x3  y 


4=48 


^ï=3  I.    A 

1x30 


^=z8 


*^6o 


4=37.  4*=34 
ix}6 


4=41.  rt*=38 
1x40 


0=4.6. 

4»= 

=45 

iX4y 

^ 

=5>o 

/r=45>.  ^*=46 
1X48 


4=)  I.   4*=48 

zxyo 

fc=:IOO 

4=)  6.  4»=y3 

ixyy 

4=1 10 


4=43.  4'=40 

2x42. 

4=84 

4==49.  4*==46 
2x48 
B—96 

4=yy.  4'=yz 
2Xy4 

A=io8 

4=^1.  4*=y8 
2x60 

t=izo 

a^=6j>  A*=-6^ 
1X66 

fc=I32 


4=22.   4*=ip 
2X21 


^t=29.   4*=26 
2X28 

4=y6 


}6.  4*=33 
2X3y 

o 


4=43.  4*=40 

2x42 

4=84 

4=yo.  4*=47 


2x49 


4=98 


=61.    4*.=:j8    ^^=75.    A^=rjO 


1X60 


120 


4=53.  4*.=yo  4=66.  4*^=63 


2Xj2 


4=104 


2xéy 


4=130 


2x72 


4=144 


4=79.  4*^=76 
2x78 

4=1  y  ^ 


4=J7.  4*=y4 

2Xy6 

4=112 
4=64.  4*=:6l 

2x63 

4=12^ 


71.  4*=68 

2x70 

4=140 

4=78«  4*=7y 

2x77 

IS4 


^/J.  8. 


4=2 y.  4*=22 
2x24 

4=48 

4=33.  4*=30 

XX3Z 


4=41.  4^=38 
2x40 

4=80 


.   4*=46 


2x48 


4=96 

2xy6 

12 


d=6^.  4': 
2x64 

4=128 


-•=73.  4*^ 
2x72 

^=J44 

4=81.  4*=78 
2x80 

160 


4=8 y.  4*=82 
2x84 

168 


89.  4'=86 


2x88 


4=176 


^=97-  4*=94 
2x96 

4=ipz 

92.  4*=89  4=1  oy,  4*zio2 


2x91 


82 


2x104 


4=208 


éiiij 


I 


Se  Table.  Pour  la  i.^^  formule/ 


afx"- 


•        •        •  # 


qui  a  trois  racines  négatives.    • 


3 


clafTe. 


jc.  degré. 


I  X — I 


3 


5 


-8 


10 


X — i 


X— 5 


X— 4 


X— î 


X— 6 


X— 7 


X— 8 


X— 9 


X — lo 


I 


mmt^m^ 


Troifiétne  Racine 
X — I 


X — I 


X 1 


X — I 


X — I 


X — I 


^^" 


X — I 


X — I 


X — I 


X — I 


X 1 


X — I 

I 


X — I 


variable. 
X — z 


■«^ 


X 2. 


4 


6.     4*=It 
X — Z 

-8 


7-  ^— ly 

X — I 

a=9.     4*=i4 
X — I 

4=1  !•  4*=3y 

X — I 

i6= — ij 
X — I 


4=8.      4«S=2 1 

X — x 

18 


10.  4»=}1 

X — z 

4=1  Z.  4*=4J 

X Z 

O 


14.  4»==6o 


X 1 

49 


17.  4*=6j 
X — I 


7z 


i6-  4 


.98 


19.  4»— 99 

X — I 

^=—81 

4=ZI.  4*ï=slZO 

X 1 

—  100 


18.  4»=9^ 

iz8 


4=Z0.  4*=I  17 

i6z 


.  4»=I40 


^N* 


*         « 


.    .    ou  b:cn  — *'— /a**— /V«™=-4-^."' 
.     .     .     .       changeant  tous  les  fignes. 


1= 


■*■     •  w 


X— 5 


y.    *»=7 
X— 3^ 


4*~ltf 


IX 


4=^.       <»*=i7 


13.  4»=jy 


y.  «»=7i. 


fe 


108 


17.  a*=9l 


h 


Ï47 


15.   4»=II1 


:zi.  «*=i3y 


14} 


=13.   «*.=:léo 

JOO 


X— 4 


X— 4 


X— y 


8.    A*=ixo 


«s=io.  4*=33 

3f 


II.  4*=48 


=—64 


4=14.  4*=^  y 
^= — 100 


4=1  é.  4»=84 
-144 


18;  <'=ioy 
b=s — 196 


lo.  4*=iz8 


•zyô 

4=zi.  4*=ly3 

^=_ji4 


4.  4'=l8o 
i=: 400 


4*=II 


S 


.      4»s=i4 

i6= — io 


II.  4»=3P 

■45 


Ij.  4»=j6 

•80 


4=iy.  4»=7y 


iiy 


4=17.  4»=:96 

180 


15.  4*&=:lip 


■Z4y 


I.  4' 


144 


4=43.   4»=J7I 


X— 6 


8.    4^=sI  3 


10.  4*=:z8 


a4 


z.  4*=4y 


4 


=16.  4'=8y 


lyo 


18.  4«=:io8 

16 

4=szO.  4's=I3j 


Z.  4*==léo 


-384 

^^'  4V=i8p 


y.  4*==ioo 


5«  Table.     Pour  la  4*  for  m.  x*  hf-/j'a'» a-x 


■h 


tn 


&  la  }C  formule  AT^ -4- /iV* ^  x 


•      • 


3e  clafle. 
je  degré. 


*=:I 


5 


*=:  + 


y 


:=6 


*=7 


*=9 


Jf=IO 


**=0 


*»=I 


*»=4 


**=p 


16 


**=zy 


**=}6 


x-*=49 


t  ■■■    n 


**=^4 


*'=8ï 


a:*=IOO 


*'=0 


*'=I 


*'=8 


«'=z7 


*'=tf4 


«'=iiy 


;'=ZI6 


*'=34J 


A;'=îlt 


*  — 72,9 


jc  =1000 


"4^—0 

confiant. 

ié — 0 

^—0 

£=0 

■ 

fc=I 

h—l 

^— I 

*=8 

-    fc=Il 

• 

h — 10 

*=.7 

*=3tf 

^=3^ 

^=^4 

^=80 

lr-y6 

fcssIZj 

fc=iyo 

b^i^S 

*=1I(^ 

ib=:iyi 

t=Z46 

^=34} 

^=39* 

^=38f 

r  ^=ii2, 

^=y7<? 

^=y88 

hz=jzc, 

^=810 

.fc=8oi 

k=lOQO 

t IIOO 

^9=1090 

•        • 


•         • 


4*=:r 


^=o 


=7A 


*=I40 


qui  commence  après  les  zéros  à  droite 

qui  cft  à  gauche  avant  les  zéros  où  elle  finit. 


dMiBHakW*«M 


5 


*»=4 


a^^S 


^=0 


^=:tf 


^=:=0 


3 


£=0 


^ 


ifc=ii 


3y 


H 


30 


^=sii8 


^=ytf 


iy 


fc=j7i 


:y7z 


1        ^=783 


1080 


070 


lO 


^=3^7 


i^ 


fesjl 


ly 


fe=zio 


yo 


74 


fe=yy(f 


0^0 


^h8 


^==540 


AHélll/ft. 


ifesIOJO    I    iM:I040 


loe  Table      Pour  les  formules  \^i.,f^^jfft 41V: 


l"  cfpcce.    3^  dcgrc. 
3C  claffc. 

h 

^0 

** — 0 

*'= 

:sO 

^. 

«»=î 

«»= 

=sr 

4(s=Z 

*^=4 

*'= 

^8 

*— 3 

**_P 

*'= 

=17 

1 

**==I6 

*»= 

=64 

*=y 

*»=:xy 

x'= 

*'=36 

«^= 

=ii6 

*=7 

*'==4P 

4 

*'= 

=345. 

*— 8 

«'==<Î4 

*'= 

=îiz 

• 

1 

**=8i 

=7iP 

t 

11 

• 

X*=IOO 

=  1000 

**=0 

4^=0 

4*=l 

4'— I 
confiant 

fc=o 

4— d 

4=0 

fe=I 

4=0 

• 

4=1 

4:=8 

4=^ 

* 10 

i — 17 

4=3614 

4-53 

h=64 

4—60 

,  4=7^ 

B=it^ 

4 — izo 

4—145 

b — XI 6 

4    zio 

4=:24^ 

fc=343 

4-336 

4=385 

fc=JIZ 

4—504 

4=5é8 

4=725} 

4=720 

4=801 

4=1000 

4=950 

^=1090 

.   4^  fotamlc. 


• 

4'«5 

• 

4'^y 

4'=^ 

'■=7 

4'=8 

• 

À 

b=o 

*=:0 

fc=o 

^=0 

• 

4 

issso 

1 

b^=^ 

^5 

*-4 

< 

*=« 

8=7 

fc=8 

1 

• 

1      1 

1 

1 

*=I4 

fe=i8 

*=li 

}k=st6 

15=550 

*=H 

fcsjS 

1 
i     . 

• 

*=5i. 

fe=:^0 

B=69 

fc=78 

*=87 

fc=^6 

b — 9t 

fc=io8 

fc=Ii4 

fc=l40 

fc=ijtf 

fc=i7i 

fe=i88 

i 

è=ssiyo 

fc=i9j 

fc=izo 

£=14  f 

• 

fc=t7o 

*=»S>f 

£=|io 

i=t%2. 

fc=3i8 

B=$54 

fcsjpo 

£=341^ 

• 

£»458 

*=4Î4 

*=h8j 

As=.J}i 

^sfSi 

i=:tfjO 

h=s679 

fcss7i8 

*=6j* 

h»696 

hssy6o 

(sse8i4 

£»88S 

fc=s5;i 

issioié 

»»88x 

bssa^èi 

^=38  1044 

fcalIZJ 

i&SKiXOtf 

fcssii87 

fc=ij^8 

faslI^O 

• 

• 

• 

i^ssI^^O 

fssi^^O 

bsssiy^o 

• 

"> 


ne  Table  de  la    pour  les  formules  {**        . 
i"cfpccc.  *•*        * 


/V: 


•if"     .. 


5  e  clafTe. 
je.  degré. 


I 


**=o 


*'=o 


4»=0 


bzs=Q 


4»=I 


*'=I 


*»=4 


je»=i 


r»=8 


x=:5 


**s=:p 


*'=i7 


**=itf 


a  y 


:8 


10 


**=SS3tf 


**==49 


*»=s64 


£;==:i 


*=:0 


, 


:3o 


izy 


ai6 


345 


*»=8i 


511 


^£=^4 


iM 


50 


xi6 


43 


X*=IOO 


1000 


îll 


zp 


1000 


zo 


*=738 


loio 


loy 


/(=I1 


issjOI 


*=^y7 


fc=pio 


ro 


^jsajz 


*=8io 


7*^  formule. 
8^  formule. 


Il    laoïc    Pour  les  formulcs^^^^jçjj^g  ^l^„j.  Ij^  jrc  colonne  iculc    . 


0 

1^  cipcce. 
jc  claffc.  3^  degré. 


«:: 


■VVMM 


^     I  I 


X 1 


X— i 


X— 5  • 


X— y 


X— tf 


X— 7 


X— 8 


X— 9 


X 10 


K — H 


XI 


Xi. 


xj 


X4 


Xf 


x^ 


X7 


x8 


X9 


xio 


XII 


•mmmi^m 


4»=I 


XI 


h—î 


f==4 


XI 


J=o 


5    ^ 


i^5 


XI 


5 


i=:i 


4*=^ 


3 


4 


i^ 

i^ 


*»=iy 


y 


«' 


y 


î 


II 

It 


d*=i9 


fc=o 


4'=I 


h= 


} 


4*=tf 


fc=36 


4»=49 


8 


^=^4 


»«=8i 
*==8i 


4»= 


lO 


lOO 
00 


II 


m 

:ItI 


7 


4*=19 


jo 


8 


4»=4I 


4* 


lO 


h=jl 


4»==I5 


ly 


s 


^*-55 


4*=4tf 


10 


4»=6I 


II 


4*=89 


II 


12. 

i&=IIO 


*=tfj 


4^ 


IZ 


ï5 


4*=^7 


\ 


8S..I 


X' 


f'x* 
/x* 


4"xV 
•4"x'= 


>^. 


/// 


I  ///  contenues  dans  le  refte  de  la  Tabla 


I 


5 


xt 


A=?— 1 


-^T 


X5 


3 


4*=8 


■1 
3 


4»=7 


3 


fc=j 


8 


4^ 


*=0 


8 


fc=io 


9 


=ï8 


«•s=iy 


lo 


^=y 


4*=» 


lo 


IX 


à^==IJ 


II 


II 


=37 


4*=yi 


TZ 


■r 


-«'=tz8 


II 


13 


ï3 


t=yo 


-•=î« 


<»=8j 


1+ 


3=88 


14 


4*=73 


ly 


1=77 


a*= 

=P 

X4 

*= 

=—4 

4*= 

=11 

4*=:II 


3 


4*=II 


Xf 


4-^13 


1 


=14 
—8 


3 


-9 


^4^ 


4*=I7 


y 


lO 


B= — Il 


»»=ly 


U 


4*=  19 


y 


10 


^ 


II 


i>=6 


*=— 8 


I 


î 


4»=_6 


II 


II 


3=14 


î^ 


13 


=14 


4^=31 

14 


4^=1 


13 


3 


IZ 


<• — 17 


5 


*3 
ly 


4V=:Z4 


16 


3 


^ 


10 

-6 


4" 


4*=  10 


14 


16 


4' 


ly 


=4  y 


:ZI 


ly 


14 


4" 

z 


ly 


a' 
16 


II 


16 


b=iy  I       3=1 8 


4*i= 


3=50 


■61 


ï6 


B=66 


16 


34 


3=40 


17 


=49 


y 


17 


4'=13 

3=50 


17 


18 


18 


«*=57 
3=44 


19 


■i3 

ly 


•zo 
II 


3:=0 


-8 


IZ 


:ZO 


=iy 
r3 


1 5«  Table.     Pour  les  formules  / 


x' elx^- 


I 


■4'X»- 


a"x'- 

■/V: 


^« 


/// 


h: 


111 


i"  cfpécc.  3«  claffc 
jc  degré. 


^   ■  I 


**=o 


I     1    *»— I 


x»=o 


x»=4 


5 


X'=:l 


4"=0 


=:8 


**=5> 


=t7 


AS=4 


y 


lé 


**=iy 


i^   I      ■ 


3 


■9 


'^^— • 


JKr=IQ 


«*=3^ 


:^4 


^'=11^ 


a:*=49 


x^=64 


x'==zi6 


*— 343 


:8l 


Ar'=5jIX 


^=«4 


izy 


JC" 


rc*=sIOO 


a:'=siooo 


/&=iltf 


II 


4*=I 


4^=1 

conftdm. 


t=i4 


i=^o 


2.0 


^=110 


3« 


fc=yo4 


ifc=7io 


000 


fc=P50 


440 


/(esîS^O 


wff 


•      •      •      • 


y*  formule. 
6'  formule. 


*'=z 


fcso 


b=^6 


h=!yo 


*=I38 


3 


(re-i      3 


^=238 


fcss7pO 


3 


II 


ICI 


85 


II 


^=477 


An*fyf<. 


4'=4 


-''=5 


10 


^=0 


14 


iz 


■£I 


18 


*=zo 


•£0 


.30 


3« 


30 


148 


fc==9i 


*=i84 


»y 


fc=izo 


34 


^—390 


4'«7 


•iz 


3^ 


•y* 


yy 


^=—41 


*=iy3 


«Mum 


\ 


ï4«  Table. 


Pour  la  j"  formule  j?*— ^l'x*' 


.4"X': 


-.k 


/// 


•         • 


x^«  cfpcçe, 
3*  degré. 


X — I 


3 


X — I 


X — I 


5 


6 


8 


X3 


X4 


XT 


X3 


X4 


xj 


X- 

-I 

x6 

X- 

-I 

X7 

X- 

-I 

x8 

X- 

-I 

X9 

X- 

-I 

XTO 

X- 

-l 

XII 

X- 

-I 

Xli 

X- 

-I 

XI} 

x6 


x? 


^3 


/^=IO 

/&=8 
-•^ij 

i=iy 


X4 


3 


xy 


4*=I} 

i=io 


xy 


4*=9 


xtf 


«»=16 


*=ii 


4*=t6 


x6 


a*=ii 


h=ii 


4*=}7 

■  * 


x8 

4*=JO 

fc=48 

X<) 

4*=6j 

XIO 

4*— 8 1 
^  90 

XII 

4*— ICI 

X7 


4*=}! 


1.8 


x8 


4»=45 

*=40 


x? 


4'=zy 

b=ll 


x8 


4»=36 


X9 


X9 


XIO 


4^=î7 
^=T4 

4»=7} 

b=ryo 


XII 


4«=90 
4=98 


XII 


4*=HI 


108 


Xli 


4*=I21 


110 


XI} 


4*=r4y 


I4Î 


XIj 


4»=I}} 
i=I30 


4*=49 
t=45 


XIO 


4*=64 
b=6o 


'=8i 


XII 


XIZ 


i=ioé 


IZI 


XI} 


fc=ii7 


X14 


*'=IJ7 
*=iî4 


Xî4 


4*=  144 
4=140 


xiy 


4*=I<î8 


16^ 


{qui  A  deux  pr  cmîcrcs  ractnci  négative»  »  &  U  5^ 
poficivc  plus  grande  que  leur  fommc. 


^ 


4= 


x6 


X7 


x8 


X? 


XIO 


XII 


XIZ 


XI5 


XI4 


xiy 


4*=  15 


f=Z4 


rf*=4i 


-»— yy 


4*=yi 


4»=8p 

A=s84 


i«i^ 


4*=loZ 


4*~l  3  I 


>^>«WiiWi> 


XI(^ 


Ï»=IÎJ 


4*=:  175» 


XI7 


f 


X7 

4»=I3 

^7 

x8 

4»— Zl 
*— 16 

x? 

4»=53 

i — 17 

xib 

4»=46 

XII 

4'=!5l 

Xli 

4»=78 

X13 

4*=^97 
h — 91 

xt4 

4*=l  17 

X15 

4*=I4I 

XI^ 

4»=i66 

4=6 


4»s=»I9I 
3=al87 


x8 

4*_IÎ 

*— 8 

X9 

4»^Zy 

i=.i8 

XIO 

'«•-=37 

b — 30 

XII 

4*_5I 

*=44 

XII 

A*— 67 

b=6o 

XI3 

4*=8î 

*=78 

XI4 

4» 60  J 

*— 98 

xiy 

4*— 116 
h — 130 

Xld 

4*=I  J  I 

*_I44 

XI7 

4»=i77 
fc=i70 

X18 


4 


=7 


xp 


4*=17 

i=p 


4*=l8 


X  10 


XII 


XIJ. 


XI3 


XI4 


XIJ 


XI6 


«»=si03 

^ssIpS 


XI7 


XI8 


XI9 


4*=41 

»=^3 
4»=y6 


*=6j 


4*=9X 

fc=84 


'    £=^ 


4^ 


3= 


4*: 


£= 


13 


3y 

3» 


8' 


4'!5=ïI9 


XIO 


XII 


XII 


' 


XI3 


XI4 


xiy 


Xlé 


6i 


S3 


88 

80 


4»=*  I  J 

bssii09 


X17 


X18 


i*BH«B 


4^31 


**=4Î 


<<»=:6l 


'   I 


4» 


4»==99 
1=90 


4*=IZI 


*=:IIZ 


4'S=I44 


4»=I7I 

b=i6z 


**==.i99 


X19 


«•=iz7 


X20 


fij 


f  j^T^ble.     Pour  la^«  formule  a;* 


'x*— 4»y-f-  b. 


•A'  X 


III. 


•    • 


z<le  efpcce. 
3'  degré. 


3 


5 


■S 


^x—i 


lo 


II 


X- 

-i 

X- 

-3 

X- 

-4 

X- 

-î 

X- 

-tf 

X- 

"7 

X- 

-8 

X- 

-9 

X- 

—10 

IX         X II 


X-+-i 


X-Hl 


x-Hi 


XI 


XX 


xx 


XI 


XI 


XI 


XX 


4=1 


XX 


4*=4 

*=4 


4*=8 


*=IX 


4'=J 


(i*=i4 

i&=:X4 


4':=XX 


fc=40 


4*=3X 


4'=44 
fc=84 


4*=58 


IIX 


T44 


4*=^X 


80 


IIX 

xo 
4»=i34 

A=i64 


*=i8 


5 


4'=6 


X4 


4*=IO 


4-=iy 


4*=l6 


*=48 


4" 


Z4 

o 


«' 


34 


*— 4y 

iÉ=I10 


4" 


Î9 
68 


4«=7y 
^=ll6 


4»=5>3 
^=170 


4 


B=t2.0 


4*=46 


168 


4*=6o 


i==zi4 


i=i88 


4*=II4 

4»=i  3  y 


4«=S:54 


4*=II4 

^=440 
fe=jt8 


/ 


.  4  -  r  deux  Racines  négatives  y  &  la  3  e  pofîtive  toujours 
l,  confiante. 


*'==7 


xy 


4*=I1 


^=30  . 


T 


4=;tf 


*«=8 


Xtf 


IZ 


4*=I2 


<*=:2J 
100 


3y 

ryo 


à" 


18 


=7i 


z6 

10 


X7 


4*=I3 


*=84 


I 


.»=i7 


4»=47 


4*==6l 


4*=36 


80 


«*=48 

«•i=6Z 


«*:=IO 


x8 


8 


14 


4»=10 

8 


8 


:2.IO 


4' 


■■^9 


^=194 


z8 
160 


4* 


8 


38 


=yo 
fc=336 


8 


__^Ji 


4* 


j6o 


^=470 


"5 


4*=i37 
o 


4» 


fc=43z 


^=y40 

4»=L.II^ 


<?• 


b=66o 
4»=i  3  8 


«*=63 
*=39i 


4' 


7P 


&=J04 


<.»=5,7 

1 

4*=II7 

o 


fc=9z4 


8 


'=64 

^4?8 

4»=8o 
8 

^=y7^ 

=5,8 


8 

L — ^710 

4»=xT8 
8 
*=88o 


8 


4*=  140 


of6 


»■» 


4=8 


4»=II 

9 
^=18 


4*: 


ly 


fe=T4 

4*=ZI 


^=108 

4*=sZ9 

fc=i8o 
4»— 39 

fc=z7o 


fc=494 


10 


4' 
10 


16 


4' 
10 


120 


lO 


00 


4* 
10 


40 
00 


4' 
10 


yi 


^=378       &=4io 


4' 
10 


:66 


4»=8l 
9 


4 
9 


=99 

i=8io 


fo 


4*=s8z 


10 


10 


100 


4' 

9 


IIP 


i=:p^O 


4*=I4I 
9 

fc^44 


10 


fc=poo 


4' 
10 


12/0 

100 


4*=  141 
10 
iè=IJ10l 


/•  •  • 
//y 


tfe  Table. 


Pour  les  formules     .    .    x^t=^t' .  «r . 


i"  efpécc. 

jÇrc  g£  ide  claflc. 

yc  degré. 


«•=0 


x'=o 


*+=o 


;c*=i 


*»=:=4 


*'=I 


r»^8 


*t=I 


*"— o 


«♦=sl6 


*'=0 
^"'=0 


x'=l 


X'=32 


4'"=I 


^'=0 


4"=t 


t-=t 


h^^O 


i'=5 


x'-=9 


*»=Itf 


«*=ij 


x^=ty 


*'=64 


x'=36 


x'=izj» 


**— 8i 


**=x5<î 


*'=i  I  < 


éif 


1196 


A:'=i4} 
6''=i4  î 


1014 


■WOTMiW4^«M 


^"=34 


^mmmtm 


^•=^^6 


**=i4tf 


it''=ioi8 


=7       X  —49 


;=s8 


10 


x*=é4 


343 


1401 


x*=^i 


*»==:lOO 


X»=JI1 


x'=yi.9 


100.  o 


4096 


7776 


6^61 


100.  00 


16807 

31768 

59049 


*''=3I30 


^'=i4P 


it^ssslOji 


^"=3135 


mm-mmtmtmmfmm^^i^^^^m»' 


i'==778i 


■»i"""i^»«ii"*i"«» 


^^=168^14 


^»=3i776 


9^mm^^^fm^ 


I 000000 


^"=59058 


^^=168x1 


^'=3  4784 


1    ■  1    ■  ■ 


■F^*p««w^"« 


100*  CI.  o. 


i'^^rj  9067 


b' 


I00«  oxo 


I 


%MVi 


Et     v^    1   ii'^  t^/ — ^L  T 


*"'=3 


«*■«« 


A'=o 


*'«=4 


4-:=4 


*"=y 


*'=:0 


^=38 


A'==iyi 


< 


^'=103^ 


£'=3140 


*'=7754 


*'=y 


^'==40 


i'^ijy 


*'=o 


i'=tf 


*'=4i 


£''=1040 


*'=3i4f 


*'=zy8 


4"-==^ 


a 


rr, 


*'=0 


^'=o 


•«■«MiMMiB 


*'=H4 


*'— ztfi 


*'=io44 


*'=3iîo 


^"=7800 


*'=itf8r8 


A''=3i79i 


b''=i^90j6 


^"==100.030 


^'œtSo^ 


- 


^'ss8 


*'=a4tf 


*'=ztf4 


*'=I048 


*'=3 1  y  y 


*'=78it 


A'=i«83y 


A'=3i8oo 


A»=y9o8y 


^"=1 00. 040 


J'=:l684i 


^"=1054 


*'=3itfo 


*''=78 1 8 


*'=I6849 


^''=32808 


*''=J905>4 


*,=Bitf8y.tf 


*'=3z8i^      *'=3i8z4 


i''=:lOO,OJO 


^""=591-03 


i'^ss:!  00.  0^0 


*''=J5>II2' 


if'^ssiOO.  070 


J 


I7«  Table     *    Pour  les  formules  xî==^' 


•         • 


&   .  .  ; 


i"  cfpcce. 
j*.  degré. 


*=sl 


;*=0 


*»=I 


*-=4 


5 


*»=o 


*'==! 


:«=8 


*»=^ 


Xh=:iy 


X*=sl 


4^=0 


x*=l6 


|X^ 


4"=I 


^-^ssX 


A'=o 


, 


^'^sro 


Jt*=8i 


16 


*=8 


«•asïiy 


3<î 


45> 


64 


izy 


zié 


iy(î 


tfiy 


345 


*=^ 


«4 


81 


100 


yix 


719 


100.  o 


1196 


*'=i43 

•  *'  (S*  ^^ 
=1014 

*'  &  b^ 

=  5iiy 


£401 


409e 


6561 


x'  &  ti* 

=7776 

=16807 

x^  &  y 
=31768 

59049 


i'=:jO 

*'= 

=£8 

*''=z4o 

*'= 

=£37 

^''œIOIO 

^'s 

=sioi6 

f^=}IZO 

• 

=3iiy 

4 

*^= 

=7764 

i6''=i68oo 

*'= 

=ié793 

h''=s:i^l76o 

*'= 

=3Z7yi 

100.00 


100.  00.0. 


V=^^9^^o 


y=i99.99*o 


*^=y905i 


i^ssp^.^S.O 


•     •     •     • 


-/ 


\  x' arx'=s — i: 


a"=i 


£"=0 


A'=itf 


*'=:lOIl 


*'=}lIO 


*'s=itf786 


A''=i}4 


*  — 4 


i-=o 


3 


*''=Z4 


*'=z3i 


*"=S 


b'=o 


*'=!! 


*'=iz8 


4'=ioo8 


A'rsjioy 


*'=77y* 


A'=ioo4 


A'=3ioo 


• 


*'=774^ 


*''=itf77P 


i'=si  ^771 


4"=tf 


■IT 


4'=o 


i5'=sô 


*'=— tf 


*'— 10 


*'=ziy 


i'=i8 


^*=ll£ 


**=IOOO 


4'=509y 


*'=7740 


ir=i$j6j 


y=996 


^'=3090 


*r 


4'=:ltf7y8 


*''=3i744 


*»=3Z735 


*'=3i7i8 


B'=s^tj%o 


*''=3i7ii 


**=590ii 


i»=y5>oi5 


i6"'=y9004 


5'=y85>5>y 


i''=j8986 


«^ 


^'=99. 970 


i'=99. 960 


i»=99.9yo 


A'=89. 940 


^»=99. 930 
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ANALYSE  GENERALE. 

LES  REGLES  GENERALES  DE  L'ANALYSE. 

DISCOURS  PRELIMINAIRE 

SUR      L'  ANALYSE, 

Oi  Ion  explique  fa.  nature  ,/on  objet,  fi)  comment 
elle  procède. 

IN  A  L  Y  S  E  ell  tiré  du  mot  Grec  Anuty- 
j&,  qui  fignifie  réfolution,divifion,dif- 
fcûion  ,  comparaifon  >  il  a  paffé  dans  1» 
langue  ftançoife  avec  toutes  ces  diretfcs 
lignifications  qu'on  employé  dans  leur 
fens  naturel  &  fouvent  même  dans  un 
fens  figuré.  On  dit  faire  l' Analyrc  d'un  difcours.  lorfqu'oa 
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divife  ou  (cpare  Tes  parties  pour  les  comparer  ,  ou  pour 
en  examiner  les  défauts  ou  les  perfeâions  ;  faire  T  Analyfe 
d'une  plante,  c'eft  réparer  Tes  parties  par  l'art  de  la  Chimie 
pour  en  déveloper  les  principes  ;  faire  T Analyfe  d'un  mé- 
tal ,  c'eft  rechercher  les  élemens  dont  il  eft  compofé  en 
(eparant  Tes  parties  fenûbles  par  le  feu  ou  par  quelque 
difTolvant ,  &c. 

L*  Analy  fe  des  Géomètres ,  qui  eft  Tart  de  découvrir  les 
véritçz  Géométriques ,  &  qui  eft  la  fource  &  le  fonde- 
ment de  toutes  les  Mathématiques,  renferme  toutes  les 
différentes  (ignifications  de  fon  nom.  C'eft  la  fcience  de 
comparer  les  grandeurs ,  elle  en  fait  la  divifion ,  la  difTec** 
tioo  &c  laiéfolution  ,  comme  on  le  verra  dans  la  fuite, 
ç  iSixa  objet  principal  eft  la  réfolution  des  Problèmes  de 
tous  les  genres  &  de  tous  les  degrez  à  l'infini.  Un  Problê- 
me étant  propoic  TAnalyfe  en  exprime  les  grandeurs  par 
des  lettres ,  les  conditions  par  des  fignes  ,  &  les  rapports 
pardeségalkez. 

Il  y  trois _cas  en  général  dans  tous  les  Problèmes  poffi- 
blesXe  premier  cas  eft  brfqu'il  y  a  autant  de  rapports  con- 
i^s  qii.ïM  y ^  ^^  grandçurs  inconnues ,  fuivant  les  condi- 
tions propofées ,  alors  chaque  inconnue  a  une  égalité ,  & 
le  Problème  eft  déterminé. 

Le  fécond  cas  eft  lorfqu'il  y  a  moins  de  rapports  con- 
nue qu'il  y  a  de  gtandcurs  inconnues,  alors  comme  cha- 
que inconnue  ne  peut  pas  avoir  fon  égalité ,  il  y  a  quel- 
que égalité  qui  a  deux  inconnues ,  &  le  Problème  eft  in« 
déterminé. 
.  Le  troifiéme  cas  eft  lorfque  fuivant  les  conditions  pro- 
poses dans  le  Problème ,  on  connoît  plus  de  rapports  qu*il 
n*y  a  d'ioconnucsjalors  on  peut  former  plus  d'égalitez  qu'il 
n*y  a  d'inconnucs^&  le  Problème  eft  plus  que  déterminé. 

Voilà  les  trois  genres  des  Problèmes  que  l'Analyfe  con- 
iîdére,  elle  les  réduit  à  des  expreffîons  fimples  &  faciles 
pour  ménager  la  capacité  de  l'efprit  humain^elle  dépouille 

les 
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les  grandeurs  de  tout  ce  qu'elles  ont  de  particulier  &  de 
fenfible,  &  les  nomme  chacune  par  une  lettre  de  TAlpha- 
bet  y  fçavoir  les  grandeurs  connues  par  les  premières  let- 
tres Se  les  inconnues  parles  dernières  lettres  de  l'Alphabet. 
Une  expreffion  fi  fimple  ne  partage  point  inutilement  l'at- 
tention de  refprit&  lui  laiffc  toute  fon  étendue  pour 
comparer  ces  grandeurs  &  leur  appliquer  les  difFcrentcs 
opérations  du  calcul  que  les  conditions  du  Problème 
exigent. 

Comment  VAmlyfefrocéde  4  la  réfoluticn  des  Froblêmes. 

I  o.  *Elle  les  prépare,  i®.  Elle  les  réfoud. 

i®.  Un  problême  étant  propofe  ,  i'Analyfe  donne  des 
noms  aux  grandeurs ,  elle  exprime  leurs  rapports  par  des 
égalitez  ,  elle  prépare  ces  égalitez  pour  avoir  la  valeur 
des  grandeurs  inconnës  qu'elles  contiennent  ;  c'ell-à-dire, 
eKe  prend  foin  de  chafTer  ou  de  faire  évanouir  fucceffive- 
ment  chacune- des  grandeurs  inconnues  dans  chacune  de 
ces  égalitez ,  pour  avoir  une  inconnue  feule  dans  le  pre- 
mier membre  ;  &:  faifant  pafTer  dans  le  fécond  membre 
les  autres  grandeurs ,  Si  toutes  les  grandeurs  du  fécond 
membre  font  des  lettres  connues ,  elles  donnent  la  valeur 
de  l'inconnue  qui  eftdans  le  premier  membre. 

Premier  cas.  Si  l'on  trouve  par  ce  moïen  les  valeurs  de 
tontes  les  inconnues ,  alors  le  Problème  eft  réfolu ,  ce  qui 
arrive  dans  tous  les  Problèmes  déterminez  &:  du  premier 
degré  ou  l'inconnue  eft  linéaire.  Car  les  égalitez  donnent 
les  valeurs  des  inconnues  par  ordre ,  on  trouve  d'abord  la 
valeur  d'une  inconnue  qui  eft  feule  dans  une  égalité ,  on 
fubfticuë  cette  valeur  trouvée  dans  une  autre  égalité  où 
eft  la  même  inconnue  avec  une  autre  y  ce  qui  donne  moïen 
de  trouver  la  valeur  de  cette  féconde  inconnue ,  fubfti- 
tuant  enfuite  la  valeur  de  ces  deux  inconnues  dans  une 
égalité  où  il  y  a  trois  jnconnuës  y  fçavoir  les  deux  dont 
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on  a  déjà  trouvé  la  valeur  avec  une  croîfiéme  ;  on  trou- 
vera de  même  la  valeur  de  cette  troificmc  inconnue  en 
lettres  connues  ou  en  nombres  ;  &c  continuant  de  la  forte , 
on  trouvera  la  valeur  de  toutes  les  inconnues ,  ce  qui  don- 
nera la  réfolution  parfaite  du  Problême  s  car  il  n'y  a  qu'à 
fubfticuer  des  nombres  à  la  place  des  lettres  connues  qui 
font  les  valeurs  trouvées  des  grandeurs  inconnues ,  &  s'il 
y  a  des  fradions  y  on  les  fera  évanouir  par  la  multiplica- 
tion ,  &  on  réduira  la  réfolution  à  fa  plus  fîmple  expreflion 
ce  qui  cft  néceffaire  dans  tous  les  cas  &  même  dans  tou- 
tes les  opérations  qui  fe  font  pour  préparer  une  Equa- 
tion. 

Ceft  ainfî  que  la  préparation  feule  donne  la  réfolution 
des  Problêmes  déterminez  du  premier  degré  où  il  n*y  a 
qu'une  inconnue  principale  à  laquelle  toutes  les  autres  fe 
rapportent  &  qui  eft  du  premier  degré  :  mais  dans  les  au- 
tres cas  la  feule  préparation  ne  fuifit  pas  pour  avoir  la  ré- 
folution ,  il  y  a  d'autres  règles  à  obferver. 

Second  cas.  Il  y  a  toujours  plufieurs  inconnues  dans 
un  Problème  propofé,  car  s'il  n'y  en  avoir  qu'une  feule  ^ 
le  Problême  feroit  réfolu  :  mais  il  y  a  une  inconnue  prin- 
cipale à  laquelle  les  autres  fc  rapportent ,  dont  on  ne  peut 
pas  toujours  trouver  la  valeur  par  la  préparation  parce 
qu'on  n*a  pu  la  dégager  ou  la  faire  évanouir,  ce  qui  arrive 
lorfqu'elle  eft  multipliée  par  elle-même.  Et  c'eft  l'origine 
des  Equations  de  tous  les  degrez  à  l'infini.  Par  exemple , 
après  la  préparation  fi  on  trouve  une  égalité  x*  ==  ax, 
dans  laquelle  l'inconnue  fe  trouve  au  fécond  degré  dans 
le  premier  terme ,  &  au  premier  degré  dans  le  fécond  ter- 
me ,  je  divife  tout  par  x,  j'ai  x  =  4  ,  &  le  Problème 
eft  réfolu. 

z^.  Si  je  trouve  x*  =  t ,  je  tire  la  racine  quarrée  des 
deux  membres,  &  j'ai  x==:^X c'eft  une  équation  pure 
&  fimplc  du  fécond  degré.  De  même  fi  j'ai  x^  ==  è ,  qui 
eft  une  équation  pure  Se  fimple  du  troifiéme  degré  »  je  tire 


Livre    phemibil.  xiy 


} 


la  racine  cubique  de  chaque  membre  &  }'ai  x=^f/^  Il 
en  efl:  de  même  des  équations  pures  Se  fimpres  de  cous  les 
degrezàrinfinî. 

5  ^.  S  il  rcfulcc  de  la  préparation  une  équation  quelcon- 
que  dont  le  premier  membre  foie  la  puiiTance  parfaite  d'un 

binôme, comme  AT* lax  -H  aa  ==  t  ,  qui  eft  une 

équation  du  fécond  degré ,  dont  le  premier  membre  con- 
tient la  puiflance  parfaite  du  binôme  x  -4-  ^.  De  même 

x'  -+-  5  4  AT*  -H  3  4*x  -+-  4'==  A'  -H  c\  dont  le  pre- 
mier membre  eft  la  troifiéme  puiifance  parfaite  du  bmô- 
jjj^  x+ji  II  en  eft  de  même  des  autres  pui  (Tances  à  Tin  fini 
d'un  binôme  quelconque.  Je  nomme  ces  égalitez  qui  ré- 
fultentdela  préparation  du  Problême  des  équations  &  il 
y  en  a  de  tous  les  degrez  à  Tinfini,  comme  des  puiffances; 
Texpofant  de  la  haute  puiiTance  de  l'inconnue  marque  le 
de^ré  de  l'équation.  Or  la  préparation  feule  ne  peut  pas 
donner  la  valeur  de  cette  inconnue ,  il  faut  quel'Analyfe 
fourni  (Te  d'autres  règles  pour  les  réfoudre  &  pour  les  cas 
fuivans. 

4^/Q(ieIquefois  la  préparation  fe  réduit  à  pluiieurs éga- 
litez où  fe  trouve  la  même  inconnue  élevée  à  des  degrez. 
différens  ,  &  en  ajoutant  cnfemble  ces  égalitez  ,  on  peut 
former  une  équation  dont  le  premier  membre  eft  encore 
une  puifTance  parfaite  d'un  binôme. 

Par  exemple,fî  le  Problème  propofé  Ce  réduira  ces  deux 

équations  du  fécond  degré  x* 3  4  x  ==  tyic  aa  -+-  ajç 

c.  j'ajoure  ces  deux  équations  j'ai  x*  —  %ax  -+-  aa  -mbs  ^  ^c 


â^^ik.  dont  le  premier  membre  eft  une  z^.  puiflance par- 
faite du  binôrre  x  -t-  a. 

De  même  fi  le  Problême  propo(e  fe  réduit  à  ces  deux 

équations  dû  troifiéme  degré  ,  x'  -H  ja*  x  =  P  ^  8c 

34X*  -+-4*  =  cK  j'ajoute  ces  deux  équations  &  j'ai 

x'  -H  }*/x*  H^  34*  X  -H  4'  c=  P  -+-  r* ,  dont  le  pre- 
mier membre  eft  la  troifiéme  puiiTance  parfaite  du  binô- 


iitf  Analyse    gekerale, 

Souvent  le  Problême  fe  réduit  à  deux  équations  qui  ont 
des  fraâions  comme  x* ^*=3  }/.  Scx^  ^^i-  jxy 

Pourôtcr  les  fraûions.  i^.  J'élève  la  première  égalité 
à  la  troiiîéme  puiflance^parce  que  le  dénominateur  3  de  la 
fraâion  du  dernier  terme  eft  rexpofant  de  la  troifiéme 

poiflance.  Ce  qui  donne  x* jx^  y  -H  jx*  ^* y 

2<>.  J'élève  la  féconde  égalité  à  la  féconde  puiffance  , 
parce  qu'il  faut  la  multiplier  par  le  dénominateur  x  de 
la  fraâion  du  dernier  terme  qui  eft  Texpofant  de  la  fé- 
conde puiffance  5  ce  qui  donne  x^  -4-  6x^y  -t-  9x^y 

Enfuite  je  retranche  le  premier  membre  de  la  première 
égalité  élevée  au  cube  du  premier  membre  de  la  féconde 
élevée  au  quarré ,  6c  le  fécond  membre  de  la  première  du 
fécond  membre  de  la  féconde. 

a^c.    x^  -H  6x^y  Hf-  9X^y  ==  i  ^f . 


^  Ce  qui  fe  fait  en  changeant  tous  les  fignes  dans  les  tèr«> 
mes  de  la  première,  &  les  ajoutant  à  ceux  de  lafcconde^ce 
qui  donne. 

xK    X*  -H  6x^y  -+-  9x^y  ==5   i  f^. 


^^'*^^«  -4-  9x^y  W-  éx^^^  -4-.^<  =  i^^ ^f\ 

Cette  fomme  eft  une  Equation  dont  le  premier  membre 

cfl  la  féconde  puiffance  parfaite  de  5x^7  -H  j''- 

3  o»  Je  tire  la  racine  quarr ée  de  chaque  membre  de  cette 
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dernière  Equation,  j'ai  5  xy   -+-7  =  •i^gr— .JTp»  à  la- 
quelle j'ajoute  l'Equation  a;  -t-  ^  ^y  =t^- 


La  fomme  donne  l'Equation  x  -f-  3^7  -t-  3  x^ 

^  ==3iï^-i- i^J^^.— ~]b  dont  le  premier  mem- 
bre eftle  cube  parfait  du  binôme  x  -i->  donc  tirant  la 
racine  cubique  de  chaque  membre,  je  trouve  l'Equation 

fiiDple  qui  en  eft  la  racine  x  -4-^  ==.>^  ryi^TTI 


&  le  Problême  eft  refolu. 

î^.  Quelquefois  la  préparation  réduit  un  Problème  à 
une  égalité  dont  le  premier  membre  ne  contient  pas  une 
puiflTance  parfaite  d'un  binôme ,  mais  il  y  manque  quel- 
ques  termes  qu'on  peut  ajouter ,  ou  fouftraire  de  part  âc 
d'autre  pour  avoir  cette  puifTance  parfaite  dans  le  pre- 
mier membre,  par  exemple.  Si  le  Problème  fe  réduit  à 

cette  feule  égalité  x  %  ax  ===:  ^  r  j  il  eft  évident  qu'il 

faut  ajouter  de  part  &  d'autre  -t-  aa  ,  ce  qui  donne  x 
' —  t4x  -H aa  =  aa  -+-  i c , alors  le  premier  membre 

eft  de  la  féconde  puiâançe  parfaite  du  binôme  x a^ 

£t  tirant  la  racine  qu^rrée  de  chaque  membre ,  j'ai  x  •—  a 
^y^^ïT  qui  donne  par  tranfpofition  x  =  a  -H 

De  même  iî  j'ai  x  • —  $  t  x  -+-  3  ^  a:  ==  c\  fi  je 

mets b  dans  les  deux  membres  ,  j'aurai  dans  le  pre- 
mier membre  la  troifiéme  puifTance  parfaite  de  x  — •  i^ 

Ainfî  X  — —  3'^x  —H-  ^  i  x h  z=s=sc  — ^^  ,  doncti- 

rant  la  racine  cubique  de  chaque  membre ,  j'aurai  la  ra- 
cine ou  l'Equation  fîmplex ^==>^cj— .^',  &    par 

tranfpofition  .V = é  -H  •f*— ^^  Souvent  on  trouve  deux 
égalités  qui  jpintes  enfemble  donnent  une  Equation  où 

hiij 


iig  Analyse  GENERALE, 

le  fécond  terme  eft  détruit ,  &c. 

Voilà  Toriginc  des  cgalicez  qu'on  nomme  les  Equa- 
tions i  c'eft  ainfi  qu  elles  naiflenc  de  la  préparation  des 
Problèmes  déterminez ,  dans  lefquels  il  n'y  a  qu*une  feule 
inconnue  principale  qu'on  n'a  pu  faire  cvanoiiir. 

Troifiéme  cas,  Lorfqu'on  n'a  pu  former  d'abord  au- 
tant d'cgalitez  que  d'inconnues  ,  le  Problème  fe  réduit  à 
une  ou  a  plufieurs  égalitez,  qui  renferment  deux  incon* 
nues  ou  trois  inconnues  qu'on  ne  peut  faire  évanouir , 
parce  qu'on  ne  peut  en  trouver  la  valeur  ;  en  ce  cas  le 
Problême  eft  indéterminé,  il  aune  infinité  de  foluuons, 
&  l'Analyfe  fournit  d  autres  règles  pour  ce  fécond  genre 
de  Problêmes. 

Quatrième  cas.  Lorfqu'il  y  a  par  les  conditions  du  Pro- 
blême plus  de  rapports  connus  qu'il  n'y  a  de  grandeurs 
inconnues  ,  on  peut  former  plus  d'égalitez  qu'il  n'y  a 
d'inconnues ,  puifque  chaque  rapporç  donne  une  égali- 
té, d'où  il  fuit  que  le  Problème  propofé  eft  plus  que 
déterminé,  dans  ce  cas  il  y  a  des  règles  pour  éviter  les 
réfolutions  qui  font  impoflîbles  ,  parce  qu'elles  renfer* 
ment  une  abfurdité  ,  ces  Problên^es  ont  un  nombre  li- 
mité de  folutions. 

Ainfi  l'Analyfe  a  pour  objet  la  réfolution  des  Pro- 
blèmes qui  feréduifent  à  trois  genres,  qui  font,  i^.  les 
Problêmes  déterminez,  qui  n  ont  qu  une  feule  inconnue, 
ils  ont  un  nombre  fini  de  réfolutions ,  ils  en  ont  préci- 
fément  autant  que  Texpofant  de  la  haute  puiftance  de 
l'inconnue  contient  d'unitez. 

Ces  Problèmes  contiennent  les  Equations  ,  il  y  en  a 
de  tous  les  degrez  à  l'infini ,  &:  leur  réfolution  confifte 
à. trouver  les  racines  de  ces  équations. 

z°.  Les  Problèmes  indéterminez  font  ceux  qui  ont 
plufîeurs  inconnues  ,  ils  ont  une  infinité  de  folutions  à 
l'infini ,  ils  fe  réduifent  à  des  égalitez ,  qui  prennent  leur 
nom  de  la  multitude  de  leurs  inconnues  ,  les  doubles 
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égalicez  font  celles  où  il  refte  deux  inconnues ,  les  triples 
cgalicez  celles  où  il  refte  crois  inconnues  y  &c. 

L'clcgance  de  ces  Problêmes  confiftcà  éviter  les  frac»- 
tions ,  &  à  donner  des  folucions  à  l'infini  toujours  en  nom- 
bres entiers ,  k  (impie  égalité  n'eft  point  un  Problême 
indéterminé ,  c'cft  un  Problème  détprminé  du  premier 
degré  ou  un  Problême  (impie. 

3®.  Les  Problêmes  plus  que  déterminez  font  ceux 
dans  lefquels  on  connoît  plus  de  rapports  que  d'incon- 
nues, le  nombre  de  leurs  folutions  eft  toujours  fini  &c 

limité. 

Voilà  l'objet  général  de  VA  naly fe,elle  donne  des  Régies 
pour  préparer  ces  Problêmes  &  pour  les  réfoudrè  ,  elle 
y  applique  avec  art  les  Régies  du  calcul ,  &  cet  art  font 
les  Méthodes  générales  qu'elle  prefcric  pour  tous  ces  trois 
genres  de  Problêmes  ,  ain(î  rAnalyfc  fuppofe  les  Régies 
du  calcul ,  ïl  faut  fe  les  rendre  très-familiéres  dans  la 
pratique ,  &c  fur-tout  toutes  les  opérations  qui  concer- 
nent les  fraâions  ;  fans  ce  fecours  c'eft  perdre  le  tems 
que  de  vouloir  s'appliquer  à  l'Analyfe. 
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SECTION    PREMIERE. 

Dâ  l'Analyfe  en  général  y  é*  de  la  Refolution  des  Problèmes 

déterminez,  dn premier  degré. 

L'Analyfe  qui  eft  le  fondement  &  la  fource  de  toutes 
les  découvertes  qu'on  peut  faire  dans  les  Mathéma- 
tiques, tire  fon  nom  d'un  mot  grec  qui  (îgnifie  refolu- 
tion ,  elle  a  pour  objet  la  refolution  de  tous  les  Problê- 
mes ou  queftions  qu'on  peut  former  fur  les  grandeurs 

comparées  cnfemble  :  cette  refolution  fe  réduit  toujours 

* 
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à  découvrir  une  ou  plufieurs  grandeurs  inconnues  , 
par  le  moïen  des  grandeurs  connues  &  des  rapports 
qu'elles  ont  avec  la  grandeur  ou  les  grandeurs  inconnues, 
exprimez  par  les  conditions  du  Problème ,  ce  qui  fc  fait 
en  augmentant  où  diminuant  ces  grandeurs  fuivant  les 
règles  du  calcul  pour  parvenir  à  Tégalité  qui  donne  enfin 
la  valeur  défîrée  de  Tinconnuc. 

Il  y  a  entre  les  Problêmes  plufieurs  degrez ,  plufieurs 
genres ,  &  plufieurs  efpcces. 

Il  y  a  plufieurs  degrez  dans  les  Problèmes  comme  dans 
les  puiflances ,  les  Problêmes  du  premier  degré  font  ceux 
où  rinconnuë  n'^éft  point  multipliée  par  elle-même  •  c'eft 
un  Problême  fimple  ou  linéaire. 

Les  Problêmes  du  fécond  degré  font  ceux  où  Fin- 
connue  çft  multipliée  une  fois  par  elle-même,  &  où  par 
conféquent  elle  fe  trouve  élevée  au  fécond  degré. 

De  même  fi  l'inconnue  eft  élevée  au  troifiéme  degrc^ 
le  Problême  eft  du  troifiéme  degré  ,  èc  ainfi  de  tous  les 
degrçz  fupérieurs  •,  il  en  eft  de  même  des  Problêmes  com- 
posez qui  ont  plufieurs  inconnues ,  la  haute  puifiTanceoù 
rinconnuë  eft  élevée  eft  le  degré  du  Problême. 
•  Il  y  a  deux  genres  de  Problèmes  ,  le  premier  genrcr 
contiept  les  Problèmes  fimples  ,  ce  font  les  Problêmes 
où  il  n*y  a  qu'une  feule  inconnue ,  ou  bien  ceux  où  Tin- 
connue  n'a  qu'une  feule  valeur ,  ce  qui  ne  fe  trouve  que 
dans  les  Problêmes  du  premier  degré.  Les  Problêmes 
compofez  font  le  i^.  genre ,  ils  font  de  deux  fortes. 

i^.  Ce  font  ceux  qui  renferment  plufieurs  inconnues.. 

z^.  Ce  font  ceux  qui ,  quoiqu'ils  n'ayent  qu'une  feule 
inconnue  >  cependant  elle  fe  trouve  élevée  à  la  féconde 
ou  à  la  troifiéme  puiflance,  ce  qui  fait  que  cette  incon- 
nue a  plufieurs  valeurs  différentes,  &  précifémcnt  au- 
tant que  l'expofant  de  la  haute  puiflance  contient  d'uni*- 
tez  Ainfi  cet  expofant  marque  le  nombre  dc$  racines  de 
l'Equation» 

II 
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Il  y  a  trois  efpéces  de  Problêmes  en  général. 

La  première  efpéce  contient  les  Problêmes  indéter- 
minez ,  ce  font  ceux  qui  ont  plufîeurs  inconnues  >  ic  qui 
fe  réduifent  à  plufieurs  égalitez ,  8c  par  confêquent  ils 
ont  une  infinité  de  folutions  ;  il  y  en  a  de  tous  les  de* 
grez  à  rinfîni. 

La  féconde  efpéce  contient  les  Problêmes  déterminez^ 
ce  font  ceux  qui  fe  réduifent  à  une  feule  égalité  qui  ne 
contient  qu'une  feule  inconnue ,  laquelle  peut  être  du 
premier  degré,  du  fécond ,  du  troifiéme ,  &c.  à  Finfini, 
CCS  Problêmes  n'ont  qu'une  feule  réfolution  dans  le  pre- , 
mier  degré ,  &  dans  les  degrez  fupérieurs  le  nombre  des 
réfolutions  eft  déterminé ,  il  eft  toujours  égal  à  Texpo- 
fant  de  la  puiffance  à  laquelle  l'inconnue  fe  trouve^  éle- 
vée, puifque  la  réfolution  confifte  à  trouver  les  racines 
ou  les  différentes  valeurs  de  l'inconnue. 

La  troiiiéme  e/péce  contient  les  Problêmes  plus  que 
déterminez  ,  èc  font  les  Problêmes  dont  les  conditions 
donnent  plus  d'égalitez  qu'il  n'y  a  d'inconnues  /  <le  (brte 
qu'on  peut  choifir  entre  les  folutions  poffibles  celles  qui 
font  les  plus  commodes,  maïs  il  faut  éviter  les  folutions 
fauflfes  qui  renferment  une  contradiâion. 

Le  but  6c  la  fin  de  toutes  les  règles  de  TAnalyfe  con- 
(ifle  à  trouver  la  valeur]  de  l'inconnue  dans  un  Problême 
fimple,  ce  qui  fe  nomme  faire  évanouir  l'inconnue,  car 
en  fubfiituant  la  vaJeur  trouvée  à  la  place  de  l'incon^ 
nue,  elle  xli/paroît  6c  s'évanouit. 

Dans  les  Problêmes  compofez.  i®.  S'il  y  a  plufîeurs 
Inconnues ,  il  s'agit  de  trouver  leurs  valeurs ,  &  même 
tomes  leurs  valeurs  poffibles  à  l'infini ,  fi  le  Problême  efl 
indéterminé  ,  car  en  ce  cas  il  a  une  infinité  de  folutions. 

X®.  S'il  n'y  a  qu'une  feule  inconnue  élevée  à  differens 
degrez,  comme  il  fe  trouve  dàns4es  Equations,  ils'aglc 
de  ctouver  autant,  de  valeurs  dé  l'^ihCônnuë  que  l'expo- 
iânt  de  la  haute  puiflance  contient  d'unkc^. 


I2Z  Analyse,  générale. 

Pour  réfoudre  un  Problème  d'Analyfe ,  il- faut ,  i®. 
exprimer  par  les  lettres  de  TAlphabet  toutes  les  gran- 
deurs du  Problême.  z<>.  Former  des  égalitez  fuivantles 
conditions  propofées.  j^.  Refoudre  ces  égalitez  en  trou- 
vant la  valeur  de  Tinconnuc ,  s'il  n'y  en  a  qu'une ,  ou  des 
inconnues  s'il  y  en  a  plufîeurs. 

Dans  tout  Problème  d'Analyfe  ,  on  exprime  les  gran- 
deurs par  les  lettres  de  TAlphabct  5  fçavoir ,  les  gran* 
dcurs  connues  par  les  premières  lettres  a^byC^d^  &c. 
&:  les  grandeurs  inconnues  par  les  dernières  lettres. 

hts  conditions  du  problême  font  les  rapports  donnez 
entre  les  grandeurs  connues  &  les  grandeurs  inconnues, 
ou  encre  les  feules  grandeurs  connues  ,leur  expreflionfe 
fait  par  les  mêmes  lettres  des  grandeurs  qu'ils  reprefen- 
tent. 

m 

Les  égalitez  fe  font  ainfi ,  pour  égaler  4  avec  b ,  je  les 
joints  enfemblepar  lé  figne  d'égalité =, ainfi  a==iby 
ce  font  deux  exprefCons  égales  de  la  même  grandeur  fi 
A  vaut  2 ,  j*ai  par  cette  égalité  2  =  1.  égaler  deux  gran- 
deur ,  c'eft  les  joindre  enfemble  par  le  figne  d'égalité  =3. 

Toute  égalité  a  deux  membres  (eparez  par  le  figne 5=s, 
je  nomme  le  premier  membre  celui  qui  eft  à  gauche  du 
figne  =;  c*eft  4 ,  je  nomme  le  fécond  membre  celui  qui 
cft  à  droite ,  c'eft  *. 

Le  premier  membre  &  le  fécond  peuvent  avoir  phi- 
fieurs  t;erme$,dan5  ;c*— -4=3^^  le  premier  membre 
contient  deux  termes  liez  enfemble  par  le  figne  -t-  :; 
fçavoir ,  une  inconnue  x  élevée  à  la  féconde  pnifiance, 
&  la  grandeur  4.  II  peut  y  avoir  dans  ces  deux  membres 
des  termes  complexes  :  c'eft-à-dire  exprimez ,  par  deux 
ou  plufieurs  lettres  &  àe%  termes  incomplexes  ,  comme 
dans  XX  -+-.4  x  — -  ^4'î=;5=3  ^/Lé  fécond  membre  contient 
la  feule  lettre  i/.qui  eft  «ft  terme  incomplexc  -y  ïùz\%  k 
premier  m^joahre  cowiejpt  «ois  termes  complcxtas  ex j^ri- 
mcz  chacuo  pv  d^ux  lettres. 
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Je  nomme  en  général  une  égalité  les  deux  exprclfions 
d'une  même  grandeur  jointes  enfemble  par  le  figne  =s 
qui  eft  le  figne  de  Tégalité  y  (bit  que  les  deux  membres 
fbient  connus  comme  4=3  ^,  ou  inconnus  comme 


foit  qu'ily  ait  une  ou  plufieurs  inconnues  dans  le  premier 
membre  comme  x  -H  4^  =  ^,  ou  x  -+-  z.  — ^  2==^. 
De  quelque  manière  que  les  inconnues  foient  exprimées, 
ou  par  addition  x-f-j, ou  par  fouftraûion  x— ^,par  mul- 
tiplication x/,  ou  par  diviiîon  ^  ;  foit  enfin  que  les  incon-* 
nues  fbient  élevées  à  différentes  puifTances  x*  -+-^'  =^y 
ou  foit  que  les  inconnues  foient  une  racine  d'une  piîifl 

fance  quelconque^  ,  comme  >^^  -H  î/JJ j  z,*  =^i. 

Mais  je  nomme  une  Equation ,  une  égalité  dans  la-^ 
quelle  il  n'y  a  qu'une  feule  inconnue  ou  linéaire  comme 
x=:=  a  y  ou  élevée  à  la  féconde  puiflance  comme  x*  ==  b^ 
6c  X*  -H  a  X  =  If ,  ou  élevée  à  la  troifîéme  puifFance 
dans  le  premier  terme ,  &  à  toutes  fcs  puiflfances  infé^ 
rieures  dans  les  autres  termes  moiens  comaiex'  -4-  a  x* 
—  b  x==r.  Enfin  une  Equation  eft  une  égalité  dont  la 
haute  puifTance  de  Tinconnuë  eft  élevée  à  un  degré  quel* 
conque^  tandis  que  la  même  inconnue  unique  eft  éle* 
vèe  dans  les  autres  termes  moiens  à  des  puiÛances  infé* 
rieures  ,  ainfi  régalitc  eft  le  genre ,  &  l'Equation  eft 
l'efpéce  ;  il  y  a  des  égalitez  qui  ne  font  point  des  £• 
quationSy  telles  font  les  égalitez  doubles  qui  font  celles 
qui  ont  deux  inconnues ,  les  égalitez  triples  qui  ont  trois 
inconnues  y  les  égalitez  quadruples  qui  ont  quatre  in- 
conuuës,  &c. 

Mais  toute  Equation  eft  une  égalité  fimple ,  &:  il  y 
en  a  d'une  infinité  de  degrez ,  puifqu'on  peut  élever  une 
inconnue  à  tous  les  degrez  ou  puifTances  à  l'infini. 

Si  une  Equation  contient  le  zéro  feul  dans  le  fécond 
membre  ,  cela  fe  nomme  une  Equation  égalée  à  zéro, 
comme  x*-4-  a  x  —  b  «=3  b,  ou  x*  H-  J  x  —  18 


tz4  Analyse  générale, 

G ,  qui  cft  une  Equation  dtê  fec and  degré  ^  puifque  Tin* 


connue  x  eft  élevée  à  la  féconde  puiiTance  y  6c  la  même 
inconnue  x  eft  linéaire  ,  ou  au  premier  degré  dans  le 
fécond  terme  a  x  que  je  nomme  le  terme  moyen  \  de  même 
}e  nomme  tous  les  termes  où  Finconnuë  x  fe  trouve  dans 
difFérens  degrez  multipliée  par  des  nombres  ou  par  des 
lettres  connues^  les  termes  moïens  de  TEquatiou. 

Les  extrêmes  font  le  premier,  terme  de  L'Equation  &: 
le  dernier  terme. 

Le  premier  terme  d'une  Equation  contient  la  plus 
hatite  puiflance  de  l'inconnue  ^  il  eÛ:  par  conféquent  ea- 
tierement  inconnu. 

Les  termes  moïens  font  auflî  entièrement  inconnus^ 
parce  qu'ils  font  exprimez  par  dîffércns  degrez  de  \z 
lettre  inconnue  multipliée  par  un  nombre  ou  par  une 
lettre  connue. 

Le  dernier  terme  eft  entièrement  connue  il  contient 
un  nombre  ou  une  lettre  connue  ou  plufieurs. 

Je  le  nomme  Thomogéne  de  comparaifon  après  Viette,, 
car  c'eft  à  ce  terme  qu'il  faut  comparer  tous,  les  autres 
(  quoiqu'ils  folent  tous  homogènes  )  pour  avoir  la  réfô« 
lution  de  l'Equation ,  puifque  ce  dernier  terme  contient 
le  produit  de  toutes  les  racines  de  l'Equation.. 

Des  Frohtèmes  fimffes  ou  des  egditez,  fi'mplei  qui  nonf 
qu'une  inconnue ^é*  des  Equations  fimfles  ûu  du  fremier 
degré ,  leur  formation  &  teur  réfolution. 

s 

Les  Problêmes  fimples  font  ceux  qui  fe  réduifent  à 
une  feule  inconnue. 

Les  égalitez  fimples  fbn  celles  qui  n'ont  qu^une  fcute 
inconnue ,  dont  on  cherche  la  valeur.. 

Les  Equations  pures  &  fimples  ne  font  que  des  éga- 
litez fimples  ,  ainû  elles  fe  refondent  de  la  même  ma* 
niére  par  des  fimples  opérations  du  calcul  que  nous  ex**^ 


/ 
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pliqnerons  ici  en  détail  dans  les  différens  cas  poflîbles 
en  faveur  des  commençans  y  parce  que  ces  mêmes  opé«- 
rations  font  les  préparations^  nécefTaîres  pour  réfoudre 
tes  Equations  çompo(ee$  pu  des  degrçz*  fupétieurs.. 

PRO  B  L  EMvi  E   I. 

Réfolu  par  tranfpofîtion  Se  fubftitution. 

Trouver  un  nombre  inc^nku  x  ,  qui  éunt  Augmenté  ^imà 
grandeur'  connue  a  ^foit  égala  b  nombre  connu. 


I  o.  Par  ks  conditions  du  Problême ,  j'ai  x  -+-  a  3b=s  ^; 
Voilà  une  Equation  pure  &:  fimple  qui  me  donne  un 
rapport,  %^.  par  tranfpofîtion  je  tais  pafler  la  grandeur 
-4-  a  du  premier  membre  danS  Iç  fécond  en  lui  donnant 
Bn  figne  contraire  '^ —  a  ,.j'ai  x  ==  b  -—  a.  j®.  Puifquc 
a^  h  font  des  nombres  connus  par  hypothéfe ,  en  fubfti*. 
tuant  leurs  valeurs  dans  cette  Equation ,  par  excmple,foic 
a  =  6SLbs==s  jo^céquidoniDexs£=s  io«!*--—  6i4^.  Abré- 
geant pacfouflxaj^fcjon les  termei^ di;  fécond  membre,, j'ai 
jô 6  =  4 ,  donc  X  ==ip  4 ,  ce  qu?il  Éilloiç  trouver.. . 


PR  O  B  L  E'ME    II; 

*^  Réibtd  parttanfpofition&  (ubftltution; 

....  ,       , 

Troui^erun  nombre  xqui  étant  ajouté  a  57 ,  égale  ju  ^ 

-       * 

i^.  Par  les  conditions  du  Problêmej'aiA?  -f-37a=ii=7^r^ 
voilà  l'Equatien  formée  qui  me  donne  le  rapport  défiré, 
x^  Par  tranfpofîtion  je  fais  pafTer  H-  37"dansle  fécond^ 
membre  ,  en  l'effaçant  dans  4e  premier  membre,  &  l'é- 
crivant dans  le  fécond  membre  avec  le  figne  contraire 
——  37^  ce  qui  donne  x  =  71  -^—  37 ,  or  71  — -  37- 
t==  345  d'où  je  conclus  que  X  =a  34,  c*efl  la  valeur  dé^ 

^^     •    •  •  « 
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PROBLEME    III. 
Par  diyifion  &  par  cranfpofidon. 

Trouver  un  nombre  inconnu  x  qui  étant  multiplié  par  une 
grandeur  inconnue  a  ,foit  égal  an  nombre  donné  h. 

I®.  J'ai  par  les  conditions  du  Problème  axxyOM  a  x 
esaas  b,  %^.  Soic  4  s=  tf  ,i  ==  41 ,  fubftîcuant  dans  a  x  =*=  b^ 
k» valeurs  de  4  &  de  ^ ,  j'ai  tf  xx  ==  41.  i^  Tranfpo- 
fane  &;  divifanc  tout  par  6,  j'ai  x  =*f-5  or  divifanc4& 
par  6 ,  le  quotient  eft  7 ,  ce  qui  donne  x  =  7,  ce  qu'il 
falloit  troluver^  ^ 

PROBLEME    IV. 

Réfolu  par  multiplication. 

Trouver  un  nombre  inconuu  x  qui  étant  divifé  par  un 
nombre  connu  z^foit  égal  à  un  nombre  connu  d. 

jo.  Par  les  conditions  du  Problême ,  i==ib. 

zo.  Je  multiplie  tout  par  a  ,  ce  qui  donne  x  =« ab, 
&  le  Problème  eft  réfolu  ,  car  puifque  a  6c  b  font  des 
nombres  connus ,  foit  4c==  6 ,  b  c=:7 ,  j'ai  par  fubftitu- 
don  dans  la  dernière  Equation  x  =5  6xj  c=:  41 ,  donc 
x=sss  4%^doacauffi  la  fubftitution  dpnqe  dans  la  pre- 

miére  Equation  -  ==5: 7 ,  ou  ^  ==  7,  or  puifque  di vi/anc 

42,  par  6 ,  le  quotient  eft  7  ,  donc  42  ==  ^  x  7 ,  donc  x 
B»  4t^  ce  qu'il  falloit  trouver. 

PROBLEME     V. 

Par  diviixon. 

m 

« 

Trouver  un  nombre  quarré  inconnu  yi\^  qui  foit  égal  à  la 
racine  x  multipliée  par  un  notnbre  connu  a. 

lo.  Par  les  conditions  du  Problême  j'ai  cette  Equation 


I 

1 1 
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x^t — nax.t^.  Divifanc  tout  par  a? , fai x  ==i 4 , puifquc 
a  cft  un  nombre  connu,  foie  a  =6,)'aiAr=  6,  &  x 
^€ ^  ce  qvLÏl  falloir  rrouver. 

PROBLEMEVL 
Par  Texrraâion  de  la  racine. 

Trouver  un  nombre  quÂrré  inconnu  x  x  quifoit  égal  k  un 
froduii  du  nombre  connu  a  multiplié  fér  un  Autre  nom* 
bre  connu  b. 

10.  Par  les  conditions  du  Problème ,  f  ai  x*  55=4^. . 
Cette  première  Equation  me  donne  le  rapport  connu  , 
1®.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre,  ce  qui 
donne  x  ==  i^^*  3°.  Puifque  a  icb  font  des  nombres 
connus  ,foit  4=57,^==  y  ,  je  fubftituë  leurs  valeurs 
après  avoir  multiplié  7  x  y  =  3  5  ,  ce  qui  donne  x  * 
==s  3  y,  &  tirant  la  racine  quarrée,  j'ai  xî==i^ 

REGLE   GENERALE 

féur  réfoudre  les  égAlitez,  qui  n^ont  qu^ une  feule  inconnue 
linéaire  c^  les  Equations  du  premier  degré. 

Leur  réfolution  confiée  à  faice  évanouir  rinconnuë  > 
en  la  mettant  feule  dans  le  premier  membre  ,  &  les 
aarres  g^randeurs  toutes  connues  dans  le  fécond  membre, 
çt  «qui  donne  la  valeur  de  l'inconnue. 

Pour  y  parvenir ,  il  faut ,  i^.  par  tran(pofition  faire 
pàifer  les  grandeurs  connues  dans  le  fécond  membre;  &c 
fi  rinconnuë  afFeâe  Quelque  grandeur  connue  ,  il  faut 
la  dégager  comme  dans  les  exemples  précédens  ,  par 
Taddicion  ,  ou  par  fouftradion  ,  ou  par  multiplication > 
ou  par  divifîoh  ,  ou  par  extraâiôn  de  la  racine  félon 
la  manière  dont  Tinconnuë  qu'on  veut  dégager  eft  a£fec- 
ice  par  des  grandeurs  connues.. 


I 
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PROBLEME     VIL 

Trjûis  grandeurs  étant  connues ,  a ,  b ,  c  ^  trouver  une  éfu^i^ 
triéme  grandeur  yi  ,  qui  ait  même   rapport   a  la  troi^ 
Jiéme  c ,  que  la  féconde  b  k  la  première  a. 

\^.  Le  rapport  de  la feconde  grandeur  connue  ^  à 
là  première  a  ,  eft  connu  ,  puifqull  fuflfit  pour  avoir  ce 
rapport  d'en  faire  une  fraâion ,  dont  la  première  a  (bit 

Tantécédent ,  &:  la  féconde  b  le  confequent  ,  comme  t 

c'eft  proprement  divifer  la  première  par  la  féconde ,  bc 
comme  ces  deux  grandeurs  font  connues  ^  leur  quotienc 

%  eft  connu  auflL 

7P.  Le  rapport  de  Tinconnuë  x  à  la  troifiéme  grandeur 

reft  le  quotient  ou  la  fraâion  -  qui  eft  connue  en  partie^ 

puifqu*on  fçait  par^  les  conditions  du  Problème  que  - 

=  2  \  lA^îs  comme  c  eft  %connuë  &  x  eft  inconnuë,ce  rap^ 

port  -  eft  en  partie  connu ,  &  en  partie  inconnu. 

30.  Par  les  conditions  du  Problème ,  j*ai  cette  équa- 

non  7=-  qui  renferme  toutes  les  grandeurs  connues  fie 

rinconnuë  avec  leurs  rapports  ^  dans  laquelle  il  faut  âter 
les  frayions  par  la  multiplication  comme  il  fuit. 

4^.  Je  multiplie  les  deux  membres  par  b ,  ce  qui  (e  fait 
en  l'effaçant  amplement  dans  le  premier  membre  ^  ic 
multipliant  par  h  le  feul  numérateur^  du  fécond   mem* 

ch 

bre,  ce  qui  donne  4  =  — ,  voilà  la  première  fraâion  de- 
truite. 


} 
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y^.  Pour  ôcer  la  féconde  fraûion  ,  je  multiplie  dans 
cette  dernière  cl^uacion  lej  deux  membres  par  x  ,  ce  qui 
donne  4  x  =  ^r /voilà  une  équation  préparée  6c  fans 
fraâion. 

6^.  Pour  la  réfoudre,  je divife  tout  par  4 ,  ce qui<îonnc 

X  =  —  ,  &  le  Problème  eft  réfolu  ,  puifque  dans  cette 
4 

équation  le  fécond  membre  ne  contient  que  des  grffh- 
deurs  connues  fans  aucune  inconnue. 

Réfolution  en  nombres,  (i  on  fubftituë  en  la  place  des 
lettres  connues  leurs  valeurs  en  nombres ,  on  aura  un 
quotient.  Exemple.  Soit  4  =  5,^=3,  ^=iy,  la  fub- 


ou 


ftitution   donne  -^  =  —  =^  ^  =i  P ,  donc  x  ^]  , 
XZZ19. 

Remarques  importantes  é' fondamentales. 

bc 

I  û.  L'équation  x =  —  eft  une  formule  ou  une  règle 

abrégée  qui  prefcrit  ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver  une 

Quatrième  grandeur  proportionelle  \  trois   grandeurs 
onnées  ;  ceft  le  fondement  de  la  règle  de  trois  ou  de 
proportion. 

x^.  L'équation  préparée  ax:=.hc  y  démontre  que  le 
produit  des  termes  extrêmes  éft  égal  au  produit  des  ter- 
mes moïens>  c'eft  un  Théorcasic  fptidiimental de  la. pro- 
portion géométrique. 

3 .  On  peut  trouver  de  même  une  infinité  de  Théo- 
rèmes &  de  Problêmes  fur  la  proportion  &  fur  la  pro^ 
gre0ioo  géométrique  &  fur  les  autres  proportions^ 


Anàlyfei 
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PROBLEME     Véll. 

Trouver  la  femme  d'une  frogrejfion  géométrique  continué 
&  décroiffante  à  P infini  %.  4.  i.  i .  j .  \.  \.  érc*  o.  dont 
le  premier  terme  efi%  ^dr  le  dernier  eftz^éro. 

#oic  en  général  la  fomme  inconnue  =Ar.  (bit  le  pre- 
mier terme  =:  4  =:  8  ,  le  fécond  terme  =:  ^  =:  4. 

i^.  La  fomme  cherchée  =:x. 

Le  premier  terme  4  z=:  8  eft  feulement  antécédent. 

Le  dernier  terme  zéro  n'eft  feulement  que  conféquenf, 
mais  tous  les  termes  moïens  compris  entre  ces  deux  ex- 
trêmes font  antécédens  &.  coniequens  tout  enfemble. 

Donc  la  fomme  de  tous  les  antécédens  eft  x-^^— o  y 
ou  fîmplement  x  ;  mais  la  fomme  des^  conféquens  eft  x 
-t-  o A  ,  ou  amplement  x a. 

2P.  Puifque  tous  les  termes  font  en  proportion  géo«» 
métrique ,  donc  cous  leurs  rapports  font  égaux ,  ce  qui 
donne  cette  analogie  x  :  x  — -  an  aib  y  c'eft-à-dirc  la 
fomme  x  de  tous  Les  antécédens  eft  à  la  fomme  x  de  tous 
les  termes  moins  le  premier  a^  comme  le  premier  a  eft 
au  fécond  b. 

Ce  qu'on  peut  aufli  exprimer  par  cette  égalité 
»  ^ f 

}^.  Puifque  par  le  Prol^me  précédent  le  produit  des 
extrêmes  eft  égal  au  produit  des  termes  moïens ,  cette 
multiplication  donne  xx^.  Scax  — ^  44.  d'où  je  tire  Téga- 
Mxkbx  =s=s:t  a  X -"-^  aa. 

40.  Par  cranfpafîtion  je  fais  pafTer aa  du  (ècond 

membre  dans  le  premier ,  &:  ^  at  du  premier  membre  dans 
le  fécond  en  changeant  leurs  fignes  ^  &  j'ai  aas=ax 
^ — bxy  ou  bien  par  arrangement  pour  avoir  l'incon- 
nue pofitivedans  le  premier  membre ,  j'écris  ax bx 

aa.  / 
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50.  Pour  dégager  l'inconnue  Je  dmfe  les  deuxfnem*- 
bres  {>ar  a  -^^  h  qui  aâèâe  Tinconnuë ,  ce  qui  fe  f^ic  en 
meccanc  x  feul  dans  le  premier  membre  ,  &  divifWc  le 

fécond  membre  par  4,  ce  qui  donne  x=»~' 

Voilà  la  valeur  de  la  fomme  cherchée  x. 

Car  Subfticuant  en  la  place  des  lecrres  connues  leurs 

valeurs  en  nombres .  j'ai  — .  =, —  «= — =^  1 6. 
Donc  la  fomme  défîrée  x  ===  i  é.  ce  qu'il  falloir  trouver. 

PROBLEME    IX. 

TromJCf  »n  quatrième  nomire  qui  fuit  en  frofartiim  Arith- 
métique dvec  trois  nombres  étonnez^. 

Ou  bien  y  trois  nombres  étant  donnez  ^.  trouver  un 
quatrième  x  donc  Texcés  fur  le  troifîéme  c  ^  foit  égal  à 
Y  excès  du  fécond  t  fiir  le  premier  4. 

I  ^.  Par  les  conditions  du  Problème  ^  j'ai  cette  égalité 

X c = y a  y  donc  tran(pofant c  dans  le  fécond 

membre  avec  un  fîgne  contraire  -+-  c ,  j'ai  x  =»  b  -+-  c 
a  y  &  le  problême  efl  réfofu. 

1^.  SubftitUant  en  la  place  des  lettres  connues  leurs  va- 
leurs^  foit4==3.  ^e==y.r=fi  13,  j'ai  Afc=c  y  H-  13 
•~-  3  ==s  1 1  y  donc  X  =  I  y  ,  c'efl  le  quatrième  nombre 
défîré  en  proportion  Arithmétique. 

Remarque  imfortânte. 

m 

Si  je  change  par  tranfpofition  l'égalité  x  — -  c  =3=:  b 

4  en  la  fui  vante  x  -t-  4==^  -4-  c ,  dans  laquelle  les 

termes  extrêmes  font  dans  le  premier  membre  &  les 
moïens  dans  le  fécond  membre  ,  j'aurai  la  démonflra*» 
tion  de  ce  Théorème  important  »  que  la  fomme  des  ex« 
trêmes  dans  la  proportion  Arithmétique  p  eft  toujours 

k  ij 


i^x  Analyse    gekerale, 

égale  à  la  (bmme  des    termes  moïens. 

On  pourra  découvrir  ic  démontrer  de  la  même  ma- 
nière tous  les  Théorèmes  &  les  Problêmes  de  la  pro- 
portion ^  &:  de  la  progreflion  Arithmétique. 

REGLE 

Pûf^r  les  Egalitez  Jimples  qui  ont  deux  incannués  avec 

flujieurs  folutions, 

PROBLEME   X. 

Soieac  deux  nombres  connus  4  &  ^ ,  trouver  un  troi- 
fîéme  nombre  inconnu  x  ,  avec  cette  condition,  qu'en 
multipliant  par  ce  troifiéme  nombre  reftant  y  chaque 
fomme  de  deux  de  ces  nombres  pris  à  diicrétidn  y  on 
ait  trois  produits  qui  foient  en  progreifion  Arithmé- 
tique. 

1°.  Suivant  les  conditions  du  Problême,  )*ai  a  -H  ^  x  jr, 
c'eft  le  premier  produit  que  j'écris  à  part  en  A, 

A  .  .  4  -f-  b^  X  y  ou  .  .  Ax  H-  b  X.  premier  produit. 
B   .  .  4  -+-  X  X  ^  ^  ou  .  .  ab  -H  b  x.  fécond  produit. 
C  .  .^-H  ATX  4,  ou  •  .  a  b  -k--  ax.  troifiéme  produit. 

Tfi.  J*ai  4  -+-  jc ,  &  je  multiplie  leur  fomme  par  b ,  j'ai 
le  fécond  produit  a  b  -i-  b  x  que  j'écris  auffi  à  part 
vers  B. 

30.  J'ai  ^  -H  >r ,  je  multiplie  leur  fomme  par  a  ,  j'ai  le 
troifiéme  produit  a  b  -f-  a  x  que  j'écris  encore  à  part 
vers  C, 

4°.  Par  les  conditions  du  Problème  ces  trois  produits 
doivent  être  en  proportion  Arithmétique,  c'eft-à-dire, 
que  l'excès  du  premier  fur  le  fécond  ,  doit  être  égal  à 
l'excès  du  fécond  fur  le  troifiéme ,  ou  ce  qui  revient  au 
même  la  différence  du  premier  au  fécond  y  doit  être 
égal  à  la  différence  du  fécond  au  troifiéme. 
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y^.  Pour  accomplir  cette  condition ,  je  compare  cn- 

femble  ces  produits  deux  à  deux  ,  dont  je  forme  une 

équation ,  ce  qui  donne  a  x  -4-  b  x  —^  a  b  =  4  b  -h-  bx 

a  b'-^ax  ,  dans  laquelle  le  fécond  produit  eft  dans 

les  deux  membres  avec  desfignes  contraires  &partranf- 

pofition^  mais  le  troifiéme  produit  a  le  figne ,  parce 

qu'il  eft  dans  le  fécond  membre. 

6^.  Je  préparc  cette  équation  en  faifant  pafler  par 
tranfpofîtion  dans  le  premier  membre  toutes  les  gran- 
deurs où  rinconnuë  le  rencontre  y  Se  je  fais  pafTer  les 
autres  grandeurs  connues  du  premier  membre  dans  le  fé- 
cond ,  en  leur  donnant  des  fignes  contraires^  ce  qui  donne 

ax  -+-  bx bx'—bx  ■+-  a x==iab'^''^ ab  -f*-  a  b. 

J'abrège  cette  expreifion  en  effaçant  les  grandeurs  qui 
fe  trouvent  avec  des  fignes  contraires  dans  le  même 
nombre  ^  &  ajoutant  enfèmble  celles  qui  ont  le  même 
figne  j  ce  qui  donne  Téquation  abrégée  ^  z  ax b  x 

yo.  Je  divife  les  deux  membres  de  cette  dernière  é- 
quation  par  t±^  qui  affcûe  Tinconnuë  x  que  je  veux 

dégager  ,  ce  qui  donner  =  -1 —  &le  problême  eft  ré- 

folu^mais  il  nel'eftpas  pleinement,  car  on  peut  encore 
combiner  enfemble  ces  trois  produits  ,  &  les  arranger 
enfemble  de  deux  manières  qui  donneront  encore  deux 
autres  valeurs  de  ;c. 

8^.  La  première  manière  en  prenant  en  A  le  premier 
produit  avec  les  fignes  -4- ,  &  le  troifiéme  produit  vers 

C  avec  les  fignes pour  en  faire  le  premier  membre 

d*une  équation ,  &  pour  le  fécond  membre  de  cette  é- 
quation  fuivante  le  troifiéme  produit  C  avec  les  fignes 

-+-,avec  le  fécond  produit  Bavec  les  fignes comme 

il  fuit. 

A.  C.  C.  B 


4x  •4-  bx ab'^^^ax^^s^ab  »+-4;c— — 4  i  — ^^* 

k  iij 
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qui  donne  par  tranfpofitian  4x -H- ^x ax-^^ax 

-+-  b  X  a=5  4  ^  -H  4  b a  b.  &  abrégeant  cette  expref- 

fion-,  J'ai  %bx  ^. —  a x=ab ,  divifant  cette  égalité  par 
^^^;ZJ1  q^i  afFeâc  Tinconnuë  x  pour    la  dégager  ,  j'ai 


é^h 


qui  eft  une  féconde  valeur  de  x. 


9^.  La  féconde  manière  de  combiner  ces  produits 
confîfte  à  former  une  équation ,  donc  le  premier  mem- 
bre contienne  le  fécond  produit  B  avec  les  (ignés  -H  avec 
le  premier  produit  A  &  les  (ignés  — —  dont  le  fécond 
membre  contienne  le  premier  produit  A  avec  les  £gnes 
H-  9  &  le  troKiéme  produit  C  avec  les  (îgnes  ——comme 
il  fuit 

B.  A.  A.  C. 

ab'+'bx  Hh-4x— -4  ^==4;c -4- ^Af— 4^— — 4X. 

Je  fais  pa(rer  par  tranfptf(ition  tous  les  termes  où  eft 
rinconnuë  x  »  du  fécond  membre  dans  le  premier  ;  &  les 
autres  termes  où  l'inconnue  ne  fe  trouve  pas  du  premier 
membre  dans  le  fécond  en  changeant  leurs  fignes  ,  ce 

qui  donne  b  x  — -  ax  — —  ^x— -  ax tx  -4-  a  x 

== ab-^-^^  ab. 

J'abrège  cette  expredion  par  l'addition  des  grandeurs 
iemblables  qui  ont  le  même  (igné ,  &  par  la  fouftraâion 
de  celles  qui  ont  des  fignes  difFérens  y  ce  qui  donne 

4  X b  X  a=z zaby  comme  toutes  ces  grandeurs 

iont  négatives  je  les  rends  pofîtives  par  tranJpofition  , 
ainfi  ta  btssssax  -+-  bx. 

Pour  dégager  Tinconnuc  x  qui  eft  afFcûée,-  c'eft-à-dire, 
-multipliée  par  4  -f-  ^,iedivifc  les  deux  membres  par  f  ^^ 
ce  qui  fe  fait  en  divifant  le  premier  membre  par  cette 
grandeur  y  &  mettant  x  feul  dans  le  fécond  membre  ainfi 

—^  =  X  &  par  arrangement  x  ==  -^^^^  c'eft  la  troi- 
(îéme  valeur  de  x. 

D'où  il  fuit  que  dans  ce  problème  il  y  a  trois  fola* 
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dons ,  pui{qu'il  y  a  crois  valeurs  de  x  qui  fatisfont ,  & 
qui  fatisfont  (eoles  aux  conditions  propofées ,  car  oane 
peut  pas  former  d'autres  équations  pour  avoir  d'autres 
valeurs  de  x  dont  il  y  a  trois  valeurs  de  x  ^  &  par  con- 
féquent  pas  davantage. 

Rc/ûtuthn  en  nombre. 

Soit  4  oss  j.   3  =s  y.  fubftituant  ces  valeurs  à  la  place 
de  ces  lettres  dans  la  première  valeur  x  ==:  — —  ,  j'ai 

2»  — 


lo— )  7  ?• 


Dans  la  féconde  valeur  x  œ=:  - — - ,  j*ai  x  =:  -lîll 
Et  dans  la  troîfîcme  valeur  x  c== ,  fai  jc 

J+>  f  4  ^^' 

Or  ces  ''trois  nombres  trouvez  x  7,  ly  ,  3  |.  fa- 
tisfont tous  cgaleraeni:  aux  conditions  propofées  dans 
\fi  Problème ,  &  ils  fatisfont  feuls  ,  parce  qu'il  efl:  im- 
poflîble  d'en  trouver  d'autres  qui  puiuent  fatisfaitc  à  cm 
x&êmes  conditions. 

Demonfrrathn^ 

i^.  le  dis  que  le  nombre  entier  15  (àcisfait  aux  con- 
ditions propofées ,  car  prenant  fucceflivement  deux  de 

ces  trois  nombres-'-  '  -  >  comme  on  voudra  ,  en  multi- 
pliant la  fomme  des  deux  par  le  troiGéme ,  f  aurai  trois 
produits  qui  feroiit  en  progreifion  Arithmétique. 

Car  3  ^-  j  ==  8 ,  or  8  X  I  y  ==  i  lo.  premier  produit. 
De  même  3-^15  ï==  1 8,or  1 8 xj  ==3  ^o. fécond prod* 
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Pareillement  j-h-  i  y =10,  or  10X3=^0.  jn^^prod. 
Or  ces  trois  produits  iio,  90,  60,  font  en  propor- 
tion Arithmétique ,  puifque  Tcxès  du  premier  fur  le  fé- 
cond eft  30 ,  &  l'excès  du  fécond  fur  le  troîfîémeeft  en- 
core 50.  puifque  110 pO=  30,&  9Ô  -—  6q=;=:^^0  , 

or  50  ==  30 ,  ce  qu'il  falloir  trouver. 

lO.Le  nombre  z  yfatisfait  auffi^  car  en  prenant  fuc- 
ceffivement  deux  à  deux  les  trois  nombres  y ,  3 ,  &  a  7 
comme  on  voudra  Se  multipliant  la  fomme  de  deux  de 
ces  nombres  par  le  troifiéme  reftant  ,  on  aura  les  trois 

produits  —  ,  — ,  —  '  qui  font  encore  en  progreflîoa 

Arithmétique ,  puifque  l'excès  ou  la  différence  eft  tou« 
jours  de  50. 

5^.  Le  nombre  j^fatisfait  encore,  car  prenant  deux 
à  deux  les  trois  nombres  y  >  3  ,  &  3  4  >  comme  on  voudra, 
fi^  multipliant  leur  fomme  par  le  troifiéme  reftant  ,  on 

aura  les  trois  produits  —  ^  —  ^  i^  ^  qui  font  encore  en 

proportion  Arithmétique  ,  puifque  leur  excès  ou  leur 
diitérehce  eft  toujours  i  y. 

Remarque.  La  réfolution  ia  plus  élégante  efl:  celle  des 
nombres  entiers  3.  5.  15.  celle  des  fraâions  eft  moins 
parfaite.  Mais  on  peut  avoir  une  infinité  d'autres  nom* 
bres  entiers  que  ces  trois  premiers ,  qui  donneront  une  in- 
finité de  folutions  ou  valeurs  de  x ,  car  fi  je  fuppofe  4 
K==:  ^4 ,  &  6  s==  140 ,  fubfticuant  ces  nombres  à  la  place 
des  lettres  dans  les  trois  égalitez  ci-dcÏÏus  j'aurai  trois 
autres  valeurs  de  xs  fçavoir  ^  ^o,  loy  ,  410  :  mais  pour 
avoir  la  fuite  infinie  de  tous  les  nombres  qui  peuvent 
donner  différentes  valeurs  de  at  à  l'infini ,  c'el|  une  nou» 
velle  condition  ajoutée  à  ce  Problème  qui  en  change  la 
nature  6c  le  reqd  indéterminé ,  au  lieu  que  les  condi* 
lions  précédentes  le  rendoient  déterminé  "j  dans  ce  cas 
il  faut  fe  fervlr  des  règles  particulières  aux  Problêmes 

indéterminez 
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iodeccrminez  qui  feront  expliquées  dans  la  fuite* 

PROBLEME     XL 

TrâMvtr  dtux  grandeurs  tnc0nn$$€s  dant  en  connoit  U 

fomme  &  U  différence. 

■ 

x^.Ie  nomme  ces  deux  grandeurs,  (çavoir  la  plus 
grande  X  &  la  petite  jr. 

Soit  leur  fomme  ^==^Ay  Se  leur  différence  =^. 

Donc  j'ai  deux  rapports  connus  par  les  conditions  du 
problème ,  le  premier  rapport  connu  eft ,  que  leur  fom* 
me  s=s4  ,  ce  qui  donne  la  première  équation  x  -*i- J 

Le  (ècond  rapport  connu,  eft  que  leur  différence  »  t , 
ce  qui  donne  la  féconde  équation  x j  =3»  6. 

Le  problème  çft  déterminé  ^  puifque  j'ai  autant  d'é- 
quations que  d'inconnues. 

Le  Réfblution  confîfte  à  trouver  la  valeur  de  chacune 
de  ces  deux  inconnues  x  6c  j^  ce  qui  fe  fait  en  dégageant 
d'abord  x ,  enfbrte  qu'elle  demeure  feule  jdahs  le  premier 
membre  d'une  équation,  ôc  que  le  fécond  membre  ne 
contienne  que  des  valeurs  4|connuës ,  qui  feront  la  va« 
leur  de  x. 

De  même ,  il  faut  dans  une  autre  équation  mettre  j 
feule  dans  le  premier  membre  ^  '6C  que  le  (ècond  mcm* 
bre  ne  contienne  que  des  valeurs  connues  qui  feront  la 
valeur  de  jr  comme  il  fuit. 

lo.  Dans  la  première  équation  x  -+- j^  =  a ,  j'ai  par 
tranfpofitionx^=9  4  — ^  ,  voilà  la  première  équation 
préparée. 

De  même  dans  la  féconde  équation  x=s=:  ^  --^jf  ,fai 
par  tranfpofltion  x=i6  ^-^y ,  voilà  la  féconde  équation 
préparée. 

)^.  Je  compare  les  fecoads  membres  de  ces  deux 
Anal^fe.  l 


r 
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cquadons  >  dont  je  fais  cecce  croifieme  équation  a  •— -«jr 

c=sB  h  -4-^ ,  qui  donne  par  tranfpofiition  4 h  ==  %y , 

8£  par  arrangement  j'ai  zjfsss^a^-^b  y  où  Tinconnuëeft 
dans  le  premier  membre. 
40.  Je  divife  ces  deux  membres  par  x,  ce  qui  donne 

/t=s^^^^^^ ,  c'eft  là  valeur  de/. 

j^.  Jcfubftituc  cette  valeur  de/  en  fa  place  dans  Tune 
ou  l'autre  des  deux  premières  équations  préparées  pour 
trouver  la  valeur  de  Tinconnuë  x. 

Or  dans  la  fubftitucion ,  j.c  confcrve  les  fignes  de  la 
valeur  de/  ,  lorfque  je  mets  fa  valeur  en  la  place  de 

-H/ ,  c'eft  Hf-  ^^^  :  mais  au  contraire  ,  lorfque  je 

fubftituë  cette  valeur  en  la  place  de  la  grandeur 
négative  —  /  ,  je  change  les  fignes  de  (a  va- 
leur U  <lécris  — .llîl. ,  cette  remarque  eift  générale 
pour  toutes  les  fubftitutions. 

69.  Si  je  (ubfticuc  la  valeur  4c/ ===^5 dans  lafe- 

conde  équaticm  préparée  x  a=szt  •+-/ ,  j'aurai  x  «==  i 
^^^^ ,  &  pour  abréger  cette  cxpreflîon  ou  la  rendre 


plus  fimple ,  j'ôtc  de  l'entier  t ,  la  fradion  ""^  >  ^^  ^^^^ 


donne  ^Jt^^ycç  qm  me  donne  l'cxpreiGon  plus  ùmple 
ig—=^V*lL,  Se  le  problème  eft  réfolu. 

Cette  réfolutiojn  générale  en  lettres  donne  toutes  les 
léfolutioDs  po0iblcis  en  nombres  s  il  fuffit  de  (ubftittter  des 
nombres  à  la  place  des  lertres  connues*  Exemple.  Soit 
4  sas  8  ^=ssa  z ,  la  (ubftitation  de  ces  nombres  dans   la 

formula  x=aB^ donne  X  =3= tasss  ^  xtssa  y  y 

doncx 


La  même  fubftitution  dans  la  valeur  en  lettres  d&/  > 
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donne /s=-^^^^=s=-  ==5,donc  jr==- j 


Donc    les  deux  nombres  cherchez  font  x  can  |  , 
&^c=s:*3  ,  donc  la  fommeass»  ^sssS,  &  la  diâFcrence 
z  >  ^^  ^^  falloir  rrouver. 


70.  Pareillemenr  (î  je  fubftiroë  la  valeur  de  j^csss^ 


«M 


dans  la  première^  équation  propofée  jc  ==  d y 

Comnie j^eft  négatif,  je  change  les  fîgnes  de  fa  va* 

leur  -f-  ^^^^  ce  qui  donne ^^^^^  ^  u  fubftitttanc ,  j'ai 

jc==  a — ^ y  je  réduis  par  fouftraûion  ce  fécond 

membre  à  fa  plus  (impie  expreffion  en  retranchant  k 

fraâîon r:  de  l'entier  a .  le  refte  eft  -4-  -  ainfi  j'ai  le 

fécond  membre  réduit  à  cette  expreffion  plus  fimple  Hh 
^ c'eft  la  valeur  de  x  cherchée  par  l'autre  manière. 

PROBLEME     XII. 

Deux  nombres  a  e^  b  étant  donnez, ,  tronver  mn  trâifiéme 
nombre  inconnu  x  qnifoit  enffofortion  harmonique  ave€ 
les  deux  nombres  donnez,. 

La  proportion  harmonique  eft  celle  qui  fe  trouveen^ 
tre  trois  nombres  comme  3,4,6,  qui  ont  cette  pro  - 
priété  ;  Sçavoir ,  que  Texces  du  moïen  4  (ur  le  plus  i^t-^ 
cit^  )  eftl  flt»  l'excès  du  plus  grand  6  fur  le  moïen  4, 
comme  ie  plus  petit  nombre  5  eft  au  plus  grand  6 ,  car 

$16x1  4—5  :  6 4  5  c'eft-à-dire^  :  tf  :  :  1  :  x. 

Cette  proportion  harmonique  renferme  la  proportion 
géométrique ,  puifqu'on  y  confîdére  l'cquimultiplicité  6 
qui  eft  double  de  trois ,  &  la  différence  i  y  qui  eft  dou- 
ble de  la  différence  i.  elle  renferme  auffi  la  proportion 
Arithmétique ,  puifqu'on  y  coniidére  Tégalitc  dans  i'ex* 

Uj 


q^,t>  Analyse    gbkeicale» 

CCS  &  dans  la  différence  ,  car  4 3  ==  i  ,  Tcxccs  ou 

la  difFércnce  eft  égale  au  tiers  du  plus  petit  nombre  3  : 
de  même  6  ——  4  =s  2 ,  eft  l'excès  ou  la  différence  égale 
au  tiers  du  plus  grand  nombre  6. 

Comme  cette  proportidn  fe  trouve  dans  \çs  accords  de 
la  Mufique ,  &  qu'elle  détermine  le  rapport  de  Tuniffon 
à  roâave  par  le  rapport  de  5  à  6 ,  le  rapport  de  la  quinte 
à  foâave  par  4  à  6  ^  &  le  rapport  de  la  quarte  par  334^ 
on  nomme  cette  proportion  harmonique. 

Or  les  nombres  donnez  font  4  &  ^  ,  le  nombre  in- 
connu X  que  l'on  cherche  renferme  trois  cas ,  car  on  peut 
chercher  le  plus  petit  des  trois  nombres  ,  ou  le  plus 
grand ,  ou  le  moïen. 

Premier  cas.  Pour  trouver  le  plus  petit  nombre  x^  des 
trois  »  fpit  le  moïen  ==4  ,  &  le  plus  grand  =  i ,  c'eft 
x,a^  b .  . 

Donc  par  les  conditions  du  problême  ,  j'ai  xi  bu 

a X  :  b a.  enfuite  multipliant  les  extrêmes  &  les 

moïens  ,  j'ai  l'équation  b  x  — -  a  x  =  a  b b  x. 

Par  tranfpofition  je  fais  pafTer  l'inconnue  du  (econd 

membre  dans  le  premier ,  &  j'ai  b  x 4  x  -H  b  x  ==  ah^ 

&  abrégeant  ^  j'ai  ^bx ax=i  ab. 

Pour  dégager  l'inconnue  x  dans  le  premier  membre^ 
où  elle  fe  trouve  multipliée  par  i  b a ,  je  divife  les 

deux  membres  par  ce  binôme ,  ce  qui  donne  x  »  -r;^ 

te  le  problême  eft  réfolu  en  lettres. 

Réfolution  en  nombres.  lefubftituë  les  nombrescon- 
nus  en  la  place  des  lettres.  Exemple.  Soit  4  ==:  4 ,  ^==5  6, 

dafi$;c:=  -r la  fubftitution  donne  x  a=5=s  f--r*   ^ 

»4  U 


-==: —  ==  5»  doac  3  eft  le  plus  petit  nombre 

cherché. 

Second  cas.  Pour  trouver  le  nombre  moïen  x  de.  la 
proportion  harmonique^ foit  4  le  plus  petite  &^  le  plus 
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grand  ^  j'ai  ces  trois  nombres »dans  cet  ordre  a^x,i. 

Donc  par  les  conditions  du  problême  j'ai  a  :  6  ;  : 
X  — -  4  :  b  — —  X  ,  en  multipliant  les  extrêmes  &  les 

moïens ,  j'ai  a  b a  x  «é  x  •—-  a  t\  enfuite  par  tranf- 

pofition a  x  —  b  x  ==:  - —  4  b a  by  on  changeant 

tous  les  fîgnes ,  j'ai  a  x  -^  bxsszss  tab. 

Enfuite  pour  dégager  ribconnuëx  8c  la  laifTer  feule 
dans  le  premier  membre,  je  divife  tout  par  4  hh  b  qui 


affeûe  ou  multiplie  l'inconnue^  ce  qui  donne  x 


6c  le  problême  eil  réfolu  en  lettres. 

Réfblutionen  nombres»  Soit  4c==:  5.  b  ==6,  fubfti- 

tuant  ces  valeurs  dans  x  » jai  — r — s=t=-^ 


4.  donc  x==4,  c'eft  le  nombre  moïen  cherché  en 
proportion  harmonique. 

Troifiéme  cas.  Pour  trouver  le  plus  grand  nombre  x 
des  trois  qui  font  en  proportion  harmonique  dans  cet 
ordre  4  ^  b  ^  x.  par  les  conditions  du  Problême  y  j'ai 

4tx  ::  b 4 :  x b.  enfuite  multipli jint les  extrêmes 

&  les  moïens^  j'ai  4  x 4  b  ==5  b  x  —  4  a:  ,  &  par  tranf^ 

pbfition  6c  addition  14  x b  x  ==  4  b. 

Pour  dégager  l'inconnue  &  lalaifler  (eule  dans  le  pre« 
micr  membre ,  je  divife  tout  par  x  4 b ,  ce  qui  dotjne 

x\ — »--^    ,  8c le  Problème eft  réfolu  en  lettres. 

Ké/blution  en  nombres.  Il  faut  dans  ce  troifiéme  cas 
que  %  4  foit  plus  grand  que  b  ,  autrement  on  ne  pourroit 
le  fouftrairc.  Soit  4  =«  3 .  b  ==  4. 

Subfticuant  ces  valeurs  en  la  place  des .  lettres  dans 

'         m  h         .,   .         ^  1x4      I*       ^^  Il 

%» — h^  xxj  —  4       ^<  —  4  * 

donc  x:==:^eft  le  plus  grand  des  trois  nombres  de  la 
proportion  harmonique  déûrc 
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PROBLEME     XIII. 
V^  Père  fait /h»  teJlameM  avec  flufieurs  conditiei^s. 

\^.  Il  laifle  mil  écus  à  Taîné  de  Tes  enfans  avec  la  on» 
ziétne  partie  du  refte ,  il  laifTe  au  fécond  deux  mil  écus 
&  la  onzième  partie  du  refte ,  il  laifle  au  troifième  trois 
mil  écus  &  la  onzième  partie  de  ce  qui  refte,  &  ainfiide 
(uite  jufqu'au  dernier  qui  a  le  refte  de  Tes  fteres. 

x^.  Il  fe  trouve  après  le  partage  qu'ils  ont  tous  éga^* 
lement  /  on  demande  quel  étoit  le  bien  du  Père ,  le  nom- 
bre de  Tes  enfans  »  &  la  part  de  chacun  > 

D'abord  )e  nomme  le  legs  de  mil  écus  de  Tainé = 4 y 
Toit  b  la  onzième  partie  de  ce  qui  refte ,  &  (bit  x  le  bien 
du  Père. 

Suivant  les  conditions  du  problême ,  la  part  de  l'aîné 

tSià  -^  — ■— ,  ou  bien  convertiflant  rentier  4  en  une 
fraâion  de  même  dénomination^  fans  changer  fà  valeur 
~.  j'ai  pour  la  part  de  l'ainé  — i^mî  j'ôte  cette  part 

du  bien  total  du  père  ==  x ,  le  refte  cft  x — r"~~ 

enftiite  convertifTant  l'entier  x  en  une  fraâion  fans  chan- 
gcr  fa  valeur  pour  en  fouftraire  la  fraâion  ^  j'ai  —     qui 

donne  par  fouftraûion  — —    ^   ^^^  c'eft  le  premier 

refte.  ^ 

Or  fur  ce  premier  refte  le  fécond  fils  prend  deux  mil 

écds  3»:  lyi  ^  donc  le  £bcond  refte  eft~~^^"^* %a 

mais  pour  ôter  cet  entier  z  4  de  la  firadion  qui  le  précède» 
je  le  convertis  en  une  firaûion  d'égale  valeur  qui  ait  lemê- 

me  dénominateur r-  ce  qui  donne ^ 

ic  par  addition  ^LUZlL.^! — î  pour  le  fécond  refte ,  ic 


la  onzième  partie  eft  -» — '— — — — • 

Donclaparcdu(ccohd£lscftz4    '  ^    "^^*  '^«H- 


mais  en  rëdulfant  Tentier  ta  en  fraction  <]ui  aie  le  même 
dénominateur  tk^  c'eft  — j  j— qui  eft  de  même  valeur  que 

•      1  %Mhi  *«— -Jit* X 

1  a  ,  6c   qui  donne    — j-    -+-    jj — 


ou  umplement — • — ^ t. 

Prcfentement  par  là  (econde  condition  du  pro1>lcïne , 
la  part  de  l'aîné  eft  égale  à  la  part  du  fécond  ,  donc 

j-p     »--  ■      ■  ==;  — -2^7 pour    réduire 

au  même  dénominateur  ces  deux  fradions ,  je«  mult^pUit 
les  deux  termes  de  la  :feconde  par  i  ,  ce  qui  donne 

^_ ^_=« j^^ ,  enfuitc 

j'efface  le  dénominateur  commua ^  ce  qui  donne  Téqua^ 

tion  fans  fraâions  %d  b  b  -4-  bx 3  4  b  -^—  x  -+-  4 

abb  -H  ^ X - — ab ,  qu'il  faut  réfoudre. 


D'abord  je  la  prépare  par  tranfpofîcion  y  en  faifant 
pafler  dans  le  premier  membre  toutes  les  grandeurs  in- 
connues ^  &  dans  le  fécond  membre  tes^ràndeurs  con- 
nues en  changeant  leurs  iigoes  ^cc  qui  donne.^  x-«-^  b  x 
-'^^x=iabb xabb-^-^abMr  yûb  ——4  ,  eafiutc 

ôtant  par  fouftraâion  les  laolndïj^sgrandeuts  femblables 
des  plus  grandes ,  j'ai •— X  ==5.,^ — 4  H^^^  x^b-^^-^  d  , 
changeant  tous  les  fignes  pour  rendre  l'inconnue  pofitive, 
j*ai  xa=;;Ajbb^^'^%4b  -f-if  »  &  )c  problêfnc  çft  réfolu 
en  lettres. 

Kéfolution  en  nombres.  Puffque  par  lès  ton^itionsdu 
problême  a  «===  mil  écus'ou  1000  ,  b  :==?=  1 1  j^  donc  bb 
iii.6cabb=sîioooxiiiooOy6c  tdb=x:.\zxiiooo 
xiooo  ,  fubftitiiant  ces  non^bres  en  la  place  des 
lettres  ^  dans  la  valeur  àcx==iabb^-^iab  -H  4. 


/ 
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1%    10   oo 

Z    20   00 


éibb 


%ab 

A 


9    ^O    OO 

10   oo 


donc 


dbb 

a 


lo  oo  oo 

IX.    io«    oo.. 
10.    oo. 


abb 
%  ab 


1 1.    xo.    oo* 
•—  z.    lo.    oo. 


donc  X 

ôtet 

a 


lo.    oo.    oo. 


I —  lo.    oo.  • 


Ûi^ï 


ou 


rcftc  9*    90* 

t=a        O.     90, 
n  ooo*f«  10.00.  00.  -~  la  00. 

'  II. 

10.     00.      00. 
I.      10.     00. 


co. 
00. 


X 

ab 


II.    10.    00. 
10.    oo. 


ab 


bien  du  Père, 
legs  de  Tainé. 


sh^x 


.11. 00.  00. 

■  ■—  ■  '    .1  ■ 


^o.  oo<0 


Or  le  legs  de  Tainé     ;    •      10. 
plus  lar?  p^uiedu  reftc    o.    90. 


oo. 
00. 


Total  de  la  part  de  Tainé  i.    oo. 
dixmilccus. 


oo. 


Oa 
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Ou  bien  je  dis  (iniplemcnc  le  bien  cotai  da  père  eft 
4f  =  loo,  00.  o  ,  ==3  cent  mil  ccus ,  dont  j  ôtc  la  parc 
de  l'aîné  égale  à  dix  mil  écus  ;  fçavoic  milécus  pour  foa 
legs  y  &  neuf  mil  écus  pour  la  onzième  partie  du  refte. 
puifque  de  cent  mil  écus ,  ôtant  mil  écus ,  le  refte  efl: 
quatre-vingt-dix-neuf  mil  écus ,  donc  la  onzième  partie 
eft  neuf  mil  écus  ,  donc  la  part  de  Tainé  eft  dix  mil  écus, 
&:  il  refte  quatre-vingt-dix  mil  écus  pour  les  autres  en- 
fans. 

Sur  quoi  le  fécond  fils  prend  deux  mil  écus  pour  (on 
legs,  il  refte  quatre-vingt-huit  mil  écus  ,  dont  la  on- 
zième partie  cft  huit  mil  écus,  donc  la  part  du  cadet  eft 
de  dix  mil  écus  ^  &c  par  con(equcnc  égale  à  la  parc  de 
fon  aîné. 

Or  ôtanc  dix  mil  écus  de  quacre-vingt-dix  mil  écùs  , 
il  refte  quatre-vingt  mil  écus  pour  les  autres  enfans. 

Sur  quoi  le  troifiéme  enfant  prend  fon  legs  de  trois 
mil  écus  ,  il  refte  foixante  &  dix-fept  mil  écus  ,  dont  il 
prend  encore  la  onzième  partie  qui  font  fept  milécus, 
ce  troifiéme  fils  a  dix  mil  écus.,  &:  refte  pour  les  autres 
enfans  foixante  &  dix  mil  écus. 

Continuant  ainfi  la  divifion  du  refte,  en  prenant d'a« 
bord  un  legs  de  mil  écus  plus  fort  pour  chacun  des 
enfans  fuivans  &  la  onzième  partie  du  refte  ;  je  trouve 
enfin ,  1°.  que  le  bien  du  père  eft  de  cent  mil  écus ,  zo. 
qu'il  y  a  dix  enfans ,  3^.  qu'ils  onc  chacun  dix  mil  écus 
&  voilz  toutes  les  conditions  du  Problême  propofé  ,  ce 
qu'il  falloir  trouver. 

CalcuL 

Le  bien  total  du  père  10.    00.    oo. 

j'ôte  le  legs  de  l'aîné    ...  10.    00. 

premier  refte  ...     9*    90.    00. 

dont  j'ôte  la  rr  ...  90.    00. 

Analyfe.  n^ 


1^6  Analyse    gene&ale. 


)'ôtc  le  legs  du  1^.  fils 


3C.  rcfte 
dont  j'ôte  la  n 


4^.  refte 
jotelclcgsdu  3^.  fils 


yc,  rcfte 

donc  j'ôte  la  —  partie 


6^  refte 

dont  j'ôte  le  legs  du  4^. 


fils 


7c,  refte 

dont  j'ôte  la  n  partie 


8S  refte 

dont  j^ôte  le  legs  du  y  ^. 


13^.  refte 
dont  i'ôce  la  ù 


14^.  relte 

dont  j*ôte  le  legs  du  8«. 


20.      00. 


8.    80.    00. 
80.    oo. 


.    • 


•    • 


8    00,    00. 
30.    00. 


•    • 


.     7.  70.    00. 
70.    oo. 


.  • 


7.   00.    00. 
40.    00, 


•         . 


•         • 


6.    60.    oo. 
60.    00. 


•    ■ 


6.    oo.    00. 

fils      •  50.      OOé 


^. refte                        .    . 
dont  j'ôte  la  77  partie  .    . 

I0O. 

00. 
00. 

Io^  refte .                    .    . 
dont  j'ôte  le  legs  du  6^.  fils 

•     5' 

• 

00. 
60. 

00. 

00. 

11^.  refte                      .    . 
dont  j'ôte  la  rr 

•     4. 

40. 
40. 

00 
00. 

I^^  refte                      .    . 
j'ôte  le  legs  du  7C.  fis  .    . 

•     4- 

• 

00. 

70. 

00. 
00. 

•         . 


•         * 


3.  30. 
30 


00. 
00. 


•  • 


3'.     00.    00. 
fils  .  80.    00. 
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iy«.  rcftc  .    .    .     !•     lo.    00. 

dont  j*ôtc  la  rî  ^    .    .  zo.    00. 


itf^.  refte 
dontj'ôcclelcgs 

du- 

•    •    • 
r  o«.  filî  • 

1.     oo.    oo« 
90.    00. 

lyc.reftc 
dont  j'ôte  la  n 

•  •  •• 

•  •    • 

!•      10.      00. 
10.      00. 

i8<^.  rcftc 
dont  j'ôte  le  legs 

•    •    • 
du  loc.fils. 

I.     00.      00. 

I.  ao.   00. 

19^.  rcftc  ...        o.    00.    00. 

dont  j'ôte  la  rî  cft     .    .    .  o. 

D'où  il  fuit  que  le  dixième  des  enfans  a  préctfcmcnt 
dix  mil  écus,  pat  coûféquencfa  parteft  égale  à'ccllc<k 
rainé',  &  tous  les  enfans  ont  également ,  cependant  il 
n'a  qu'un  legs ,  &  il  ne  peut  avoir  la  onzième  partie  du 
rcftc ,  puifqu'il  ne  rcftc  rien. 

Remarque  première^  On  peut  réfoudre  de  la  même 

manière    une    infinité   de  Prc^lêmcs.  Or  le   nombre 

des  perfbnncs  qui  partagent  également  eft  toujauu  égal 

au  dénominateur  moins  un  de  la  fraâion  qui  exprime 

le  premier  refte ,  ici  ce  dénominateur  eft  (^  &;=»  1 1  .  or 

j  I  —  I  =3 10  y  c'eft  le  nombre  des  enfans  ^  c'eft  auffi  la 

racit»  quarrée  du  bien  total  du  pere=ax==  100  mil 

écus  y  en  prenant  mil  écus  pour  Tunité. 

Kemaraue  féconde.  Le  legs  des  enfans  croit  toujours 
de  Tunite  depuis  Taîné  jufqu'au  dixième  ,  c'eft  La  pro« 
greflion  des  nombres  naturels  i.  z.  }.  4.  y*  ((.  7.  g, 
9.  i  o.  ce  qui  fait  que  le  dixième  n'a  feulement  que  fon 
legs  de  dix  mil  écus ,  &c  n'a  point  le  n  au  reftant^  puif- 
qu'il refte  zéro  ou  rien ,  cependant  fa  part  eft  égale  à 
celle  des  autres  enfans  qui  ont  un  legs  particulier  joint 
à  la  onzième  partie  du  reftant  dans  le  bien  du  père. 

m  ij 
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Des  égditex,  fimples  qui  ont  trois  inconnues. 

PROBLEME    XIII. 

Trouver  trois  grandeurs  x  ,  y  ^  z  ,  ^»  nombres  avei  ees 

conditions. 

« 

1°.  Que  le  premier  nombre  x  avec  la  moitié  des  deux 
autres  ==  15, 

x^.  Que  le  (econd  nombre  /  avec  le  tiers  des  deux 
autres  x  icy  ==  ^6. 

3^.  Que  le  troifiéme  nombre  ;&  ,  avec  la  moitié  des 
deux  autres  x  Uy  ==i9. 

Par  les-conditions  du  Problème ,  j'ai  les  trois  égalitex 
ou  équations  fuivantes. 

Première  égalité,  x  -ï-  -^^^tî  5=-=  2y, 

Seconde  .  .    .    .^h-^^^^^5=  ztf. 

Troifiéme  égalité  z,  -h-  -      -essax^. 

D'abord  pour  ôter  les  fra£kions  de  chacune  de  ces 
équations,  je  multiplie  les  deux  termes  par  le  dénomi* 
nateur  de  la  fraâion  ^  ce  qui  me  donne  les  trois  é§|ili* 
tez  fuivantes  réduites  fans  fradions. 


X  X  -+-7  HH  &==  yo.  première  égalité  réduite. 
3^  -H  X  -H  z,t=s'j%.  féconde  égalité  réduite. 
X  z,  HH  X  -f-j'  =3  xy.  troifiéme  égalité  réduite. 

Enfuite  je  choifis  l'une  de  ces  égalitez  ou  équations 
qui  puifTe  me  donner  par  tranfpofition  une  valeur  de 
Tune  des  inconnues ,  par  exemple ,  je  trouve  que  la  pre- 
mière me  donne  par  tranfpofitionj'=  yo iX' — z,^ 

c^eft  la  première  valeur  de^ ,  que  je  nomme  la  première 
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égallcé  ou  équation  dérivée^  que)*ècris  à  parc  pour  y  a- 
voir  recours. 

Par  règle  générale ,  je  fubftituc  cette  valeur  de/  dans 
les  deux  autres  égalicez  réduites  pour  avoir  autant  d'é- 
galitez  dérivées  comme  il  fuit. 

La  fubfticution  de  cette  valeur  dans  la  féconde  éga- 
lité réduite  donne  15^  —  6x — ^z  -^  x  -t-  ;&==78  ,  fé- 
conde égalité  dérivée. 

La  même  fubditution  dans  la  troifîéme  égalité  réduite 
donne  1  z,  -+-  x  -4-  s^ — ^^ — ^  ==  j 8 ,  c^cft  la  troifîémc* 
égalité  dérivée. 

Enfuite  je  prépare  ces  trois  égalitez  dérivées  ,  ainfi 
la  féconde  égalité  dérivée  donne  par  fouftraâion  lyo 

—  y  X z  z,  ==  78 ,  laquelle  par  tranfpofition  donne 

lyo 78==  jx  -4-  iZr,  &:par  fouftraâion7jL=:  ^  x 

-i-  IX  y  6c  par  arrangement  mettant  les  inconnues  dans 
le  premier  membre ,  j'ai  5  x  -+-  t  z,  ==a  2^,  c*cft  la  fé- 
conde égalité  dérivée  préparée. 

Je  prépare  de  même  la  troilîéme  égalité  dérivée , 

z  t,  -+-  X  -+-  y  o t  X z,  ==  j  8  j  par  fouftraâion 

j'ai  d'abord  z, x  -4-  y  o  ==  y  8 ,  &  par  tranfpofition  & 

foullraâion  z x  =  y  8 y  o  ==  8>ou  z, x  =8, 

Se  enfin  par  tranfpofition  pour  dégager  z,  6c\2l  laifler 
feule  dans  le  premier  membre  ,  j*ai  z,  ==:  8  -+-  x  ,  c*cft 
une  valeur  de  la  troifiéme  inconnue  z,^  mais  encore  in- 
connue en  partie. 

Préfentement  je  fubftituë  cette  valeur  de  z,  dans  la  fe-^ 
conde  égalité  dérivée  &:  préparée  y  x  -f-  z  z,  =  jz  ,  la 
fubftitution  donne  y  x  -+-  16  -+-  z  x  ==3  yz ,  par  tranf- 
pofition j'ai  y  X  -H  zxz=ii  71 16  ,  &  par  addition 

j'ai  7  X  ===  y  ^ ,  pour  dégager  l'inconnue  ,  je  divife  tout 
par  7  multiplicateur  de  l'inconnue  ,  j'ai  x  t=  V  or  ^ 
=  8 ,  donc  X  £==5  8,  c'eft  la  valeur  trouvée  de  la  première 
inconnue  ,  entièrement  CQnnuë. 

Je  fubftituë  cette  valeur  entièrement  connue  de  x  dans 

•  •  • 
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régaUtéz,=x  -H  &,qui  eft  une  valeur  de  z,  en  partie 
inconnue ,  ce  qui  donne  z,t=z  8  -f-  8 ,  ou  z,==  i6 ,  c'cft 
la  valeur  de  la  croificme  inconnue  ^  qui  cft  cnciéreœciîC 

connue. 

Enfin  pour  avoir  la  valeur  de^  féconde  inconnue  Je 
fubttituë  CCS  valeurs  trouvées  de  x  &c  dez.^%  dt  lâdans 
la  première  équation  dérivée/  ==  yo  — ~  x  ^— —  2. ,  ce 

qui  donne j'  =  yo 16 16 y  o\ijf=i  yo 31» 

or  y  o  - —  3 1  =^  1 8  ,  donc/  =  I-8  ,  c'eft  la  valeur  en- 
cicrcment  connue  de/  i  par  conféquent  les  trois  gran- 
deurs x,/,  z. ,  font  entièrement  connuës,x  ==  8 ,/  ==  1 8 
z,^. — 1 16  ,  donc  le  Problème  cft  entièrement  réfolu  en 

lettres. 

Or  fubftituant  ces  valeurs  dans  les  trois  premières  cga- 

lirez,  i^.  x^h-- =2.y  ,  donnes  H =:iy 


0118  -+-  ^Hh-  8î===!iy,x<^./  HH =s='ifi  ,  donne 


18  -h-  -^^ti5==:itf,0U  i8-4-~ou  18  -+-8  s=i^  , 
j«*.  5s-+-^^^ — ^  ==3 19 ,  donne  I  tf -t-      — •  ==3  19  ,  ou 

itf  -I-  ^  =s  lé  -+-  13  t — ;  19  ;  voilà  une  réfolution 

entière  Se  parfaite  qui  peut  fervir  de  modèle  pour  tous  les 
Problêmes  femblables. 

P  R  O  BL  EME     XIV, 
Pour  crois  grandeurs  inconnues. 

Trûiêvcr  trois  grandeurs  inc^mmes  x ,  y ,  z ,  avtc  as 

C0nditi4^ns. 

i^.^Qu'ajoutant  une  grandeur  connue  4  à  la  première 
inconnue  x,la  fomme  foit  égale  à  la  fomme  des  deux 
autres  inconnues/ &X. 


\ 


V 
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lo.  Qu'ajoutant  la  mcmie  grandeur  connue  4  à  la  fé- 
conde inconnuëj' ,  la  fomme  foit  égale  au  produit  des 
deux  autres  inconnues  x  yy  ^z,^  multipliée  par  une  autre 
grandeur  connue  b. 

3^,  Qu'ajoutant  la  même  grandeur  connue  4  à  la  troi- 
fiéme  inconnue  z,  ,  elle  >ibit  égale  au  produit  des  deux 
autres  inconnues  x  U,y  ^  multipliées  par  une  troifiéme 
grandeur  connue  c. 

Le  Problême  eft  déterminé ,  puifqu*il  n'y  a  que  trois 
inconnues  x  ^y  ^z,^  &  que  je  puis  former  par  les  condi. 
rions  du  Problême  les  trois  équations  ou  égalitez  fui- 
Vantes. 

Equations  formées  fuivant  les  conditions  du  Problême. 


1  '^.     .     .    X  -+-  a  =  y    -4-  z,. 


Après  avoir  formé  ainfi  ces  trois  égalitez  ou  équations 
fuivant  les  conditions  propofées ,  il  s'agit  de  trouver  la 
valeur  de  chacune  des  trois  inconnues ^x  ^y^z,^  comme 
il  fuit. 

D'abord  dam  la  première  égalité  x  -*-  a  ==7  -4-  ;t, 
)'ai  par  tranfpefition  x  ^s=^y  -+-  fc  ~  a ,  c'cft  une  pre- 
mière valeur  de  X. 

Dans  la  féconde  égalité j'  -H  ^  '==^hx  -4-  b  z,  ,  j'ai 
par  tranfpodtion  y  ==  b  x  -4-  b  z,  — —  4 ,  c'eft  une  pra- 
tsïikxc  valeur  dc^. 

Dans  la  troifiéme  égalité  z>  H-  à  ==rx  -H  cy ,  j'ai 
par  tranfpofîtion  z,^==^cx  -4^  ^^— ^>  c'eft  une  première 
valeur  de  z,. 

Ces  trois  valeurs  ne  font  pas  entièrement  connues , 
puifqu'elles  font  mêlées  de  grandeurs  connues  &  d'in- 
connues dans  le  fécond  membre ,  pour  avoir  promtement 
une  valeur  de  chacune  de  ces  inconnues ,  dans  une  éga- 
lité donc  le  fécond  œ^pabrc  ne  contienne  que  des  gran- 


ifz  Analyse     générale, 

deurs  entièrement  connues  Je  compare  enfemble  ces  trois 
égalitez  comme  il  fuit. 

1°.  Je  cherche  la  valeur  de  la  première  inconnue  x. 
Or  dans  la  première  égalité  at  -+-  A==.y  h-  z,  ,  fai  par 
tranfpofitionxssssj'  -+-  z, 4,c*cft  une  première  va- 
leur de  x ,  que  j  écris  à  part  ea  A  ,  puifqu'elle  n*cft  pas 
entièrement  connue ,  &  je  mettrai  au  dcfTous  toutes  les 
autres  valeurs  de  x  que  je  trouverai. 

Valeurs  de  x  mifes  à  part. 

A  .  .  .  .Ar==^-+-z. a.       première  valeur  de  X 


B  .  .  .  .  Ar==a— .—     *•     féconde  valeur  dcx. 

w 

C  ....  AT  =3  -^ y  -H  — .  troifiéme  valeur  de  x. 

lo.  Dans  ta  féconde  égalité j^  -i-  a  c=:  bx  -^  bz.^ 
en  renverfant  Tordre  des  membres ,  &  mettant  par  ar- 
rangement le  premier  en  la  place  du  fécond ,  &  le  fé- 
cond en  la  place  du  premier  ,  j'ai  ^  at  -f-  bz,=y  Hf-  4, 
&  par  tranfpofition  laifTant  feule  Tinconnuë  x  ,  j'ai 
b  X  ==j'  -+-  à b  z ,  pout  dégager  x  je  divife  tout  par 

^ qui  la  multiplie,  ce  qui  donne x=^~^ z,  c'eft 

une  feponde  valeur  de  x  que  j'écris  à  part  en  B. 

3^.  dans  la  troifiéme  égalité  z  -+-  4^=:cx  -H  ^^,  j'ai 
par  arrangement r X  -+-^j=jc  -h  4,  &  par  tranfpo- 
fition ^  x  ==  i& -*- 4 cyy  pour  dégager  X  qui  eft  af- 

fedèe  ou  multiplié  par  c  ,  je  divifë  tout  par  c  ,  ce  qui 

donne  x  =  ^ /"+-—>  c'^ft  la  troifiéme  valeur 

de  X  que  j'écris  à  part  vers  C. 

4°,  Pour  comparer  enfemble  ces  trois  différentes  va- 
leurs de  X  ,  que  je  nomme  les  premières  égalitez,  il  faut 
en  former  des  égalitez  ou  équations,  que  je  nomme  les 
fécondes  égalitez ,  dans  Tordre  &  la  manière  oui  (uit. 

D'abord  je  prends  en  A  le  fécond  membre  de  la  pre* 

miére 
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miere  valeur  de  x  dont  je  fais  le  premier  membre  d*unc 
nouvelle  ou  féconde  égalité  ,  &:  pour  fécond  membre  je 
prends  en  B  le  fécond  de  la  féconde  valeur  de  x.  ce  qui 
me  donne  la  première  des  fécondes  cgalitez  y  -+-  z, d 

-=^^^'^ ^>  j'ai  par  tranfpofition  tz. ^    Ht-  y 


s==  -^  Hf-  4 ,  dont  la  fécond  membre  ne  contient  que 

des  grandeurs  toutes  connues. 

Je  réduis  ce  fécond  membre  à  fa  plus  fîmple  exprcf- 
fion ,  de  cette  forte  de  rentier  a  je  fais  une  fraûion 
(ans  changer  fa  valeur  en  le  multipliant  par  le  dénomi^ 

nateur  i  de  la  fraâion  ~-  ^  &  lui  donnant  le  même  déno- 

minateur  ^  ^  ce  qui  donne  la  plus  fîraplc  expreiCon 

— 7—  pour  le  fécond  membre. 

Pour  réduire  le  premier  membre  à  fa  plus  fimple  ex- 
preffîon ,  je  multiplie  l'entier  y  par  b  dénominateur  de  la 

fraâion  -^  &  lui  donnant  le  même  dénominateur  b  pour 
avoir  la,  plus  fimple  expreiEon    '    -^~"-^ 


b     • 
Par  ce  moïen  j'ai  Téquation  ou  l'égalité  réduite  à  fa 

plus  fîmple  exprell&on  z  z,  -+-  -^p^  =  — ~  ,   c'eft  la 

première  des  fécondes  égalitez  abrégées. 

j^  Je  compare  de  même  la  première  valeur  de  x  avec 
la  troifîéme ,  c'eft-à-dire ,  j'en  forme  une  égalité  en  pre- 
nant leurs  féconds  membres  en  A  &  en  C ,  ce  qui  donne 


y  —H  X, — 4  s=:  -^ ^  y  —  y  qui  donne  par  tranfpofî- 

Puifqu'il  y  a  encore  des  entiers  &  des  fraâions  ex- 
primées par  les  mêmes  lettres  y  ica^]cle$  réduis  à  leur 
plus  fîmple  exprefïon  4^  cetçe  forte^» 


IJ4  Analyse    générale, 

Dans  le  premier  membre ,  de  l'entier  jr  je  fais  une  frac- 
tion fans  changer  fa  valeur  en  le  multipliant  au  numé- 

rateur  par  le  dénominateur  f  de  la  fradion  —  &    lui 

donnant  ce  même  dénominateur  c  ,  ce  qui  donne  la  plus 

fimple  expreffion ^ 

Dans  le  fécond  naembre ,  je  réduis  de  même  Tcntier  a 
Si  la  fraûion  -f  à  leur  fimple  expreffion  — ^  ce  qui 
donne  réquation  réduite  à  fa  plus  fimple  expreffion  %j 

—  ,  c'eft  la  féconde  des  fécondes  cga- 


rx— *  me 


lirez  ou  équations  abrégées. 


Les  féconde  s  égalités  ou  équations  abrégées  font. 


h 


D  •  .  iZ'+'^^ — ^  =  — "t^^,  La  première  des  fécondes. 


E  .  .  2  r  -f-  ^î =3  -— .  La  féconde  des  fécondes. 


6"^.  Il  faut  dégager  l'inconnue  ^  dans  ces  égalitcz , 
qui  font  en  D  &:  E.  « 

Or  la  première  en  D  donne  par  tranfpofition 

tlsiiJ —^^it^ z  z,  ,  pour  faciliter  Tôpération  je 

convertis  rentier  du  fécond  membre  -r^  xz,cn  frai^ion 
fans  changer  fa  valeur  ,  ce  qui  fe  fait  en  le  multipliant 
au  numérateur  par  le  dénominateur  h  de  la  fraÛion,  qui 

fera  auffi  fon  dénominateur  commun  ^  ainfi^^ — ~>~~^> 


cequi  donne  ^^17^:===:^-^^^^"-""^^     enfuite     effaçant 

dans  les  deux  membres  le  dénominateur  commun^,} ai 
h) j==i4b  -H 4 itz^oul^j^ 1  c=-^ — ^b^ 

"'a  b  -+-  4. 

Pour  dégager  rinconnuc^,  je^divife  tout  partz:!^  qui 
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afFeâe  ou  multiplie  ^  cette  inconnue  ,  ce  qui  donne 

X  «-H^  ■+^  Ccftla  première  valeur  de^trou- 


h 


I. 


vée ,  que  j'écris  à  part  en  N  ci-dcflbus  fous  le  tirrc  des 
Equations  mifes  à  part  ;  &  je  mets  en  tête  en  M  la  pre- 
mière valeur  de  x  trouvée  d'abord ,  en  partie  inconnue. 

Equations  mifes  à  part. 

M  •  .  •  xs=jr.4-.« ^.  La  première  des  valeur  de  x. 

N  .  •  ^  yz=zzJdt5J±J!t±l±      Lai". valeur de^. 


O   •  .  .  . 

Pour  avoir  une  feconde  valeur  de  ^ ,  j'opère  de  mô- 
me fur  la  féconde  ou  dernière  des  fécondes  égalitcz  E , 

i^  -f-  ^^~^  "    •^''^**  dans  laquelle  je  trouve  par 


tranfpofition  zy  =  liltlf — 15 — * 

Pour  ôter  les  fraûions  du  fécond  membre ,  je  multiplie 
tout  par  le  dénominateur  c ,  ce  qui  donne 
%cy^==^ac  -t-  ^- — cz, z,. 

Préfentement  pour  dégager  l'inconnue^  qui  cft  affec- 
tée ou  multipliée  par  x  r ,  je  divife  tout  par  ce  multipli- 
cateur 2r,  ce  qui  donne^==3— 
la  féconde  valeur  àcy. 


*•+  ^C'^M     . 


c*eft 


J'  = 


70.  Puifque  j'ai  deux  valeurs  de^  ,  fçavoir  : 

xhz*\*Mh 


ex. 


AC 


te 


Pour  les  comparer  je  forme  une  égalité  où  équation  des 
féconds  membres  de  ces  deux  valeurs  différentes ,  &  j'ai 


ex. 


%  c 


n  ij 


ijé  *    Analyse    générale, 

Il  n'y  a  plus  que  la  feule  inconnue  z,  dans  cette  cgali* 
té,  je  renverfe  Tordre  des  deux  membres  par  arrangement 


1  ^  i.»—  <7—  I. 


Pour  ôter  les  fraâions ,  je  multiplie  chaque  numéra- 
teur par  le  dénominateur  de  l'autre  fraûion ,  &  j*cfFacc 
enfiiite  chaque  dénominateur. 

Ainfi  cflFaçant  le  dénominateur  i  ^  du  premier  mem- 
bre ,  &  multipliant  fon  numérateur  par  *nî  qui  eft  le  dé- 
nominateur du  fécond  membre  ,  j'ai  d'un  côté  pour  le 
premier  membre. 

icz  HH  iz,  -H  aie  Hh-  ^^ 


icz,  ——I  z» ï  ac  — •  I  a 

De  Tautre  côté  j'efFace  le  dénominateur  ^— i  du  fécond 
membre ,  &  je  multiplie  fon  numérateur  par  i_^  qui  cft 
le  dénominateur  du  premier  membre ,  ce  qui  donne  pour 
le  fécond  membre 

4^  c  z  •+-  X  a  b  c  ^^  xa  c. 


De  ces  deux  produits  je  forme  Tégalité  fuivante. 

bc7^  •+-  bz»  Hh-  4 


tb  c  -+-4b      7 
lac 14     ^ 


4b e  z,  -i-  xabc  •+-  x  ac* 


Enfuite  par  tranfpofîtion ,  je  fais  paffer  dans  le  pre* 
mier  membre  toutes  les  grandeurs  ou  fe  trouve  l'incon- 
nue z ,  qui  eft  la  feule  qui  fe  trouve  dans  cette  égalité^ 
Se  je  fais  pafTer  dans  le  fécond  membre  toutes  les  gran- 
deurs qui  font  entièrement  connues ,  &  qui  font  dans  le 
premier  membre  en  leur  donnant  des  fignes  contraires^ 
&:  j'écris  dans  une  colonne  verticale  les  unes  fous  les 
autres  les  grandeurs  qui  offedentz.,  &  les  mêmes  gran- 
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dcurs  ou  les  fcmblablcs  qui  font  exprimées  par  les  mê- 
mes lettres  comme  il  fuit. 


bcz,      —     ab c  ^-+-1  ac lab  -^  la 


b  z 
I  z. 

Dans  cette  égalité  j*efFace  de  chaque  membre  les 
grandeurs  femblables  qui  fe  détruirent  par  des  figues 
contraires,  Se  )'a joute  dans  une  fomme  les  grandeurs  (em* 
blables  qui  ont  le  même  fîgne ,  ce  qui  donne 

^  b  c  ;&c=ssHh4^<^'— I  ^^  "^^  i^c  Hh  la, 
bz 
1  z 

Pour  dégager  l'inconnue  b  z  dans  cette  dernière  éga- 
lité ,  je  divife  les  deux  membres  par  les  grandeurs  qui  af-* 
feâent  ou  multiplient  rinconnuë  z  ,  ce  qui  me  donne 


^^'T^^Ctl*'^^  c'cft  la  valeur  toute  connue 


de  z  trouvée  \  puifque  dans  cette  égalité  le  fécond  mem- 
bre ne  contient  que  des  grandeurs  connues. 

8°.  Pour  trouver  par  le  moyen  de  cette  valeur  de  z , 
la  valeur  de  la  féconde  inconnue/  je  fubftituë  cette  va- 
leur de  z  dans  Téquation  mife  à  part  ci-devant  en  N  >  . 

c'efl . y  =z  — ihz'^Mh'^s^  j^  fubftitution  donne 


oujr  _ J:;::r^ 

Voilà  trois  fraâiotis  dans  cette  valeur  de/ ,  dont  il  faur 

•  •  • 

n  tij 
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trouver  la  fomme  réduite ,  il  faut  donc  les  réduire  d'abord 
au  même  dénominateur  y  en  multipliant  en  croix  comme 
il  fuit. 

En  premier  lieu ,  je  multiplie  toue*par  le  dénominateur 
commun  ^—  i  de  la  première  &  delà  troifiémefraftion, 
^n  TefFaçant  Amplement  dans  ces  deux  fraûions  ;  en  fc- 
cond  lieu  ,  )e  multiplie  par  le  numérateur  zb  àc  la  i^^ 
fraâion  le  numérateur  de  la  féconde  fraâion  cjuieft.l^ 
valeur  de z» , c*eft.à-dirc ,    — +  ^ ^  c  — +  ^ac  —  lab  — f- a 

X 1  h' 

Le  premier  produit cft — r  %ab^c- — «^A^-rfczyr^* 
zab. 


En  troifiémeji^n,  je  multiplie  le  dénçrainateur  de  ht 
féconde  fraftion  par  le  numérateur  de  la  troifiéme  ftacr. 
tion,  c'eft- à-dire. 


3  bc^^b 

4  b    — +  4. 


^ab^c^^  ab  — +4^^— —  i4^ 

l  ab  c  -+  4  b  — 1-  a  c  « — -  i  4. 


Le  fécond  produit  eft  *-+  3  4  ^  V  ~h  a  b^  -H-  ^abc •-+  ac 

Je  fais  une  fomme  de  ces  deux  produits  ,  abrégeant 
TexpreffioD  par  Taddition  &:  la  fouftraâion  des  grandeurs 
femblables. 

Premier  produit . .  —  lab^c^ia  b^^^6abc^iab 
Second  produit.  .-H 34^ V-t*  ab^^^bç  *  -H   4^—14 


Somme  abrégée . .  -H  4^*  ^  -+-  34^*  —  24^^— z4^-+'4^— 14 

Ceft  la  valeur  des  produits  de  la  féconde  fraftion  ou 
valeur  de  z,  niultiplice  par  les  numérateurs  des  deux  au- 
très  fraâions. 


^59 
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En  quatrième  lieu ,  je  divife  cette  fommc  par  ^  —  i  dé- 
nominateur commun  de  la  première  &  de  la  troifiéme 
fraâiiôn  qui  a  écc  effacée  d  abord  ,  cette  divîfion  fc  fait 
comme  il  fuit. 


Divifeur    )  Dividende 


Xt^h^HC^m* 


^uotiens  ^ 


•  • 


^  abc* . 


—  I  ac. 


4^3  4  i». 


4-4 


•  • 


Fr^duits ,  nèfles  ^  nouveaux  J>%vidtndeu 


4^* ^—  I  ébc.  i^\  produit  à  ôter. 


o     —14^^:'+ 34^*  i^^rcfte,   ^ltA. 
Dividende. 
*- 1  ^be  -f-  z  ac.  2^. produit  à  ôter. 


o      —  I4r;*+-3  4^*~i4^ 
2A. refte &  y^^.i^ioàyÀt.    ' 

; -v   • H-3  4**-'34^. 

3*^c  produit. 


3«i<^ refte,  ^i  ac  .  .  .  o     ^    abi 

^4C 14. 

J'abrège  ce  refte ,  retranchant  les  gran- 
deurs femblablcs  qui  oqt  des  iignes  con-» 
rraires ,       -+-  14^  — - 4 c  s=:==  o.  ce  qui 


donne  Texpreflion  fîmplc  du  3™.  refte , 

.^  .    -+-  4  b I  4. 

4™«.  produit  à  ôter   -+-  ^  b  —  i  a. 


^^k^taHM 


i«to«a 


^mm 


4mc  ^  dernier  refte. 


o.  . 


Donc  le  quotient  eft  -+-  abc-^-^ac  •+-  34^  -+-  4 ,  c'eft 


l 


j6o  Analyse   genehale^ 

le'  numérateur  d'une  fradion  à  qui  je  donne  le  dénoml* 

nateur  delà  féconde  fraftion  ci-dcflus  valeur  de  ;?i  qui 

eftj^^HE-^-H^ 1  j  âc  cette  dernière  firaâionqui 

fuit  cft  la  valeur  des  trois  fradions  précédentes  &  la  vé- 
ritable valeur  de  ^  toute  connue 

Maintenant  pour  avoir  la  valeur  toute  connue  de  la 
première  inconnue  x  ,  je  fais  une  fomme  des  valeurs 
toutes  connues  àez,  &càey  que  je  viens  de  trouver  -,  mais 
comme  elles  font  des  fraâions  qui  ont  le  même  dénomi- 
nateur commun  ,*  il  fuf&t  d'ajouter  enfemble  les  numéra- 
teur pour  avoir  leur  (bmme 


3  ^tf-^- t-l-tf— — ï« 


or   abc  — •  s b  Hh-  i  ac  •+•  a. 
&    abc  •+-  ^  ab  ■—  a c  -+-  a. 


fimmt XSS.X a b c  -f^  %ab  -+-  %ac  •+•  x^. 

Je  fubftituc  cette  fomme  dans  la  première  valeur  de  x 
miic  à  part  ci-deflfus  en  M  qui  eft  x  =a  y  -+•  &  —  4 
^n  la  place  des  deux  inconnues  ^  ^  &  ^  ce  qui  donne 


Or  pour  ajouter  dans  une  (bmme  Tentier  —  a  y  avec 
la  fraâion,  je  change  cet  entier  en  une  fraâion  de  même 
valeur  en  la  multipliant  par  le  dénominateur  de  la  fi:ac« 
cion. 
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4 


Trâdutt  ^     .  wmiratewr  di  la 


LMfimtM  —  latc^  ai  '■^  4c  •+•34  fera  le  numérateur 
de  la  fraftion  fui  vante  qui  fera  la  véritable  valeur  de  x 
puifque  le  fécond  membre  de  Tégalité  ne  contient  que 
des  grandeurs  connues  y  avec  le  dénominateur  commua 
des  valeurs  de/  &  x, ,  comme  il  fuit. 


Ainfi  le  Problème  eft  entièrement  rcfolu  en  lettres  , 
puifque  j'ai  trouvé  les  valeurs  des  trois  inconnues. 

I'^  inconnue  x  =»  ""^V  JT^"^^""^^^ 


1^.  inconnue  j^ 
3m^  inconnue  ;s:> 


sbe  ^-    %  ah 


a  e 


\hc  ■+•  b^  c  —  I 

Refoluticn  en  nombres. 


Sokdssx:  10,  ^=s=aZ,  rcsss}. 

Donc  a  b  zsessi  to ^    abcs:=6o.    3^^  ssae  18.   ^r  ssa^, 

A^  aci==s  30.  en  fubftituant  ces  nombres  en  la  place  des 
lettres  y  j'ai  pour  la  valeur  de  la  première  inconnue  x. 


iS«+ii    rH3-<-l        «ipaj— ^i      viM-u—Mii 


Donc  X  s==  K. 

Analyfe, 


l€^  Akaiyse  «emekale» 

Pour  la  féconde  inconntfé  y ,  f  ai  par  la  fubfticution 

«  f  tfe  ■!■  ^o  —  \o  mfm  lo  i^Q  — ^  |o  loo  50 

Donc/ «««4^^. 

Pour  1»  iroifiémeinccnnuë  ;au,  j'ai  par  fubftitucion  ^ 

y ^0  — *  10  Hr  fo  ^  10  ^ MO  —  tô •  140  70 


itfi^433ss6^^nrf  donc ;:.  ==  tf -t- n. 

Enfin  donc  x==:|f,/=a4-Hî^,&  «^=2=^^-1*-;^. 

Remaraue.  On  peut  refondre  de  la  même  manière  cous 
les  Problèmes  où  il  y  a  trots  mconmië»:  omis (i Fonveuc 
trouver  ces  réfolucions  en  nombres  entiers ,  ce  qui  efl 
pin  élégant ,  c^eft  uae  nouyeUti  coodicioa  qui  change 
la  nature  éù  Problème  ^  car  alors  il  deviens  indccermi* 
né  y  puifqu'on  ne  peut  former  dans  ce  cas  autant  d'équa* 
tions  qu'il  c  cmtienc  d'inconmxiis.  (  Notts  yerrom  dans  le 
livre  fuivant  les  régies  pour  réfoudre  ces  fortes  de  Pro- 
blêmes indéteriMaez^),a»  lieaqoe  dans  le  cas  piéfenc 
on  peut  former  autant  d^équations  par  les  conditions 
propofées  qu'il  f  a  d'ÎACdnAttës  ^  drq^ui  fait  que  le  Pro- 
blême propofô 


PROBLEME    XV. 
Pour  trois  grandeurs. 

cmdhipns. 


l^  Que  la  première  je  -f-  4  s=ïjc  -4-  z. 
ao.  Que  la  féconde  y  -f»  a  =sssjr  H^  L», 
3^  Quç  la  troiiîéme  z,  -+-  d^==^cx  -4-  cy. 

On  fuppofe  que  les  lettres  4,  b^  r ,  rttprimenr  ie% 
grandeurs  connues  ,  c'eft^  encore  l'exemple  précédent 


Livre     pr£mi&4i«  %g^ 

tionc  les  opérations  qui  roiic4aas  ledctatUi-deyant^  Cjm 
abrégées  ici. 

Donc  par  cranfpofîtion  f  ai 
les  trois  premières  égalitez.      È^alitez,  wi/ès  à  part. 


a  z=:J^Z a 


Je  compare  la  première  de  ces  valeurs  de  x  avec  les 
deux  autres  ^  ce  qui  donne  les  trois  égalitez  fulvantes 
que  je  nomme  les  fécondes  égalitez^ 

V  *+"  ^^7"^  ""^^  tSdSJL  ^  je  dégage^  dans  ces  deux  éga- 
litez, & Vai/  =;^^*2!^W^  • 


Je  compare  ces  deux  vareurt  de  y  ,  dottt  je  forme  !«• 
galiié'^^^^^;;i"/*^.==: ^^^^t:*-"^*"  ,  dans  la- 

quelle  dégageant  X ,)  ai  z»  s==a --pTqpj^jT;-:^?* 

Je  fubftituc  cette  valeur  de  x  dans  la  valeur  de  j^mîfc 

à  part  r  n — "^^*^,'^^  ***  ^  ^j'abrège  enfuite  la  valeur  trou- 
vée parla  fubftitution,  8c ]e  trouve^  —s  ^^^T^^^^l^i  ^ 
Enfuite  je  fubftituè  les  valeurs  toutes  connues  c|ue  je 
viens  de  trouver  de  x  &:  de/  dans  Téquation  mife  a  part 
X  s==  y  -+-  z»  —  a  ,  je  trouve  par  la  fubftitution  tinc 
grandeur  très-compofée  ,  &  après  Tavoir  abrégée  ^  je 

trouve  enfin  x««       ^u^^^,^ 


•'/ 


1^4  Analyse    générale» 

Le  Problème  eftrcfolu,  8c  les  valeurs  des  trois  incoa. 
nues  font 

Pour  réfbudre  en  nombres  ce  Problême ,  (i  je  fuppofe 
4s=io,*  =  i,^==:3,j'auraix=77,7==54,^,  & 

PROBLEME     XV  L 
Pour  quatre  inconnues- 

trouivtr  quatre  grandeurs  inconnues  v ,  x ,  y ,  z,  avec  ces 

conditions. 

jo.  Que  la  fomme  compofée  des  trois  premières  in- 
connues foit  égale  à  la  fomme  de  la  quatrième  ajoutée  à 
une  première  grandeur  connue  a. 

ao.  Que  la  fomme  compo(ee  de  la  première  grandeur^ 
de  la  féconde  &  de  la  quatrième  ^  foit  égale  à  la  fomme 
compoiee  de  la  troifième^  &  d'une  féconde  grandeur  con- 
nue h. 

5^.  Que  la  fomme  compofée  de  la  première ,  de  la  troi* 
fième  &  de  la  quatrième  »  foit  égale  à  la  fomme  compo«» 
fée  de  la  féconde  x ,  &  d'une  croiiîème  grandeur  con* 
nuë  c. 

4^.  Que  la  fomme  compofée  des  trois  dernières  incon- 
nues foit  égale  à  la  fomme  compofée  de  a; ,  &  d^une  qua« 
criéme  grandeur  connue  d^ 

j^  Par 'les  conditions  du  Problême  j'ai  les  quatre  pre» 
mières  ègalitez  fuivantes. 


Ll  y  R  E      f  RBMIBK. 

Premières  égalités 


ï6f 


Les  premières  égdlitez,  mifis  a  fart. 


C  .   .   .  1  z»c=3!  1 X.'——  b  Hh-  ^. 


'  %^.  Je  prclids  la  valeur  de  Tune  ott  l'autre  de  c^%  in- 
connues dans  l'une  des  premières  égalicez  \  dans  cec 
exemple  je  prends  la  valeur  de  v  dans  la  première  éga^ 
lité  V  -f  X  «H  jr  =:j&  -+--^,  j'ai  par  tranfpofitioft  o^ 


x^^—y  Ht-  4,  c*eft  une  valeur  de  x  ^e  j'écris  à  parc 
vers  Ai . 

3^  Je  fuftituc  cette  valeur  de  ^  dans  les  trois  autres 
cgalitei^  dans  la  féconde  a/  -4-  x  -+-  «,=3=7  h-  ^  j»ai 
pat fubftitutionx  -+rx  Hrfc-r-x  j  7  I  .4=«/  -|-  ^, 
&par  additionnai  fojiftraâion  z x^'-r-jr  -^-a^BB^y  «h  ^, 
&  par  tranfpofition  %  z,  — r-  x/  Ht-  4f^=o=i  it ,  &  encore  par 

tranfpofition  x  jt  =  z^ 4  h-  *  ;  c'eft  la  première 

des  fécondes  égalitcz ,  quej'écris  à  part  vers  B  ci-deflus 
je  l'écris  encore  ci-dcflbus  vers  D.  .  .   -    ' 

Secondes  égalitez»  abrégées. 

D  •   .  •    z  z,  =:x  y  — —  a 

E    ...    2   y  c=r=  t  X  — -  4  -f-  C 

#  sij 


xé4  Analyse    <*EME:B.AiLE, 

Dans  la  troificîne  des  premières  égalitcz  v  -4-j^  -+-  * 

_  jf  _i_  f  j'ai  par  fubftitution  j»  -t- 2. -1-  * x — jr 

_f.  4_-=  X  -H  f  )  &  par  addicioo,  fouftraaioBjSc  tranf- 
pofition ,  j'ai  r  z. tx^t-a  ==»  r ,  ou  2.  z. 


XX n 


f  ,c'cft  la  féconde  des  fécondes  êgaiitcz  abrégées  que 

j'écris  vers  E.        ...    .  .,".',;•• 

Dans  la  quatrième  des  premières  égàUtezx  -f-j'  -+-  x. 
=  v  -t-  <^ ,  je  fubft ituë  la  première  valeur  de  <v,  la  fubfti- 

cucion  donne  x  -+-^  -4-^  *  ^  *  "*"  * ^^^     y  ""^  *  » 

par  tranfpoftfiott ,  addition  &  fouftcaûioB ,  j'ai  i  x  -+-  zjr 
L=  tf  H-  </,c*èft  la  troificmc  des  fécondes  égalitez  abré- 
gées que  j'écrb  vers  F.  • 

4".  Je  prends  la  valeur  de  l'une  des  inconnues  dans 
Tune  des  trois  égalitez  abrégées  •,  ici  je  prends  la  pre- 
mière en  D.  ifcz^t^— |»-H*,«*<ftuncvakur  dca 
que  j'écris  à  part  cl-déflus  vers  B. 

50,  Je  fiibftîoië  oocte  valeur  de  *  dans  les  aocresdes 
fecondes  égalheai  atjrégécs  où  eMc  fc  Cfouve,  comme  ici 
dweis  la  lbcoi*4o  vers  E. .  .  *  *  «»=*=»  tx—  ^  «-+-  .^  >  la 

ftibftkfition 4o{in«  ijr— -4-+-^ i^^-4-  ««s»*  , 

dati(  laquelle -j'^lIFatè ti  -+^  ««qôiie  d>étrm(«;nc|Kit  ées 

fignes  contraires,  &  j'ai  xy-^-  h x  x  »«  e.  </eft  te 

première  4efr  troifiémes  égalitez  abrèges  «p»e  )'ccr« 
«-ifflbos  vcrs<î  >  *  j'écris  au^âxMii  wes  H ,  la  »rai- 
filÉn>e<les*oondcs,cgalket tpi ttft  «nl^,  o*  r«iteoaBB«  * 
ac  Âtroww  poitït  ^  ccflttidottticpour  IcstrofÉémes  égaili- 
cez  abrégées  lotf^cBK  mivaiitey. 

Troifiémes  é^aUt-ex.  abrégées, 

G  .  .  .  2,7  -*-  ^  -^ —  i  X «»»>«,     , 
H  ...  1  X  -+-  z  /^=  *-+-</. 

<o.  Je  prends  la  valeur  d'une  inconnue  de  l'une  de 
ces  troifiémes  égalitez  abrégées",  ici  ic  prends  la  prc 

miére  vers  G.  xy  -^i> 1  x  =*  f ,  j'ai  pat  tranfpc 

fition  i/sssxx— ^Hrf  jtî'cft  mie  v^cur^e*;'  que 


Litre    pi^smisr.  ^gy 

j'écris  ver f  C  entre  les^  premières  égalicex  mifc$  à  part. 

7^.  Je  fabftimë  cette  valeur  àe  zj  cîans  la  dernière 
des  fecoade»  égalitc2  abrégées  vers  Fr  x  x  «4*  zy  ss&s  a 

d.  La  fubftitution  donne  x  x  — f  z  x ^  — f  ^  ^ —  4 

^ y  j'ai  par  tranfpofition  U  addition  4  x  »  ^ c 

4  -4*  ^ ,  dont  le  fécond  membre  ne  contient  que  des 
grandeurs  connues. 

Pour  dégager  Finconnuë  x  dans  le  premier  membre» 
)e  divîCe  tout  par  4  y  ce  qui  donne  x  asâi=i£rh±±:^ 

c'eft  la  valeur  de  x  trouvée  en  nombres  connus. 

8<*.  Enfuite  je  reprends  les  égalitez  mifes.à  .parr  vers 
A  ,  B,  C,  danj  lefqucfles  je  /tiWtîtne  cette  valeur  de  x 
pottr  la  faire  évanouir  &  trouver  par  fonmoïen  la  valeur 
ces  autres  inconnues  »  comme'  il  fuir. 

Je  prends  l'égalité  mife  à  part  vers  C.  zj  rrr-st  x  x  "^'^  b 
4-»  c  qiii  n'A  que  deux  inconnues  x  &  7 ,  la  fubftLtution 
cfcaiTè  xxic  donne  xy = t±±=Zi:^ b^c. 

peut  rédurre  le  fécond  membre  à  une  expreifion  plus 

funple ,  je  réduis  les  entiers b^c  aune  fraâion  de 

même  vaFeur  qui  skit  le  dénojmlnateur  commun  x  c*cû 
^^^^^"^  qa'ii  fftUt  fduftrtiire  de  la fraâioA  pt écédente^ 
le  rcftc  eft  ÎZZ±±frhice  qui  donne  xy  =^=±: 
enfuite  je  divife  tout  par  1  pour  dégager  l'inconnue ,  & 
j'ai  y  Œr  ^     J  "^      ^  c'eft  fa  vafenr  de/  trouvée. 

Je  fubftituë  cette  valeur  de/ dans  l'égalité  mife  à  part 
en  B,  c'eft  ix,s=iy — a^b  ,  la  fubftitution  donne 

*  *  ""^  7"*    m -*"*•*»  i'abrcgc  ce  fécond mcm_ 

bre  en  ôcanc  par  fouftraâkm  1*  pafcie  cle  i»  fraâton 

■"■•^ —  des  entiers  exprimez  par  les  mêmes  lettres  —  a 


\ 


i6i  Analyse   générale, 

pour  dégager  Tinconnnuëje  divifecouc  pari,  en  mul- 
tipliant feulement  le  dénominateur  ixi  =  4  ,  ce  qui 


donne  z,  ==:  -— — — ,  c*eft  la  valeur  de  z,  toute 

connue. 

Enfin  je  fubftituë  les  valeurs  entièrement  connues  que 
je  viens  de  trouver  des  trois  inconnues Xjj^  ,xs  dans  la 
première  des  cgalitez  mifcs  à  part  vers  A  ,  qui  cft 
-t;c=5jç,— X j^  4  ,  la  fubftitution  donne 

Pour  abréger  ce  fécond  membre ,  je  réduis  Tentier  1+.  4 
dans  une  fraâion  de  même  valeur  en  le  multipliant  par 
le  dénominateur  4 ,  qui  fera  aufG  fon  dénominateur  ainfî 

-^.  ainfi  le  fécond  membre  eft 
4 


4         ^       ,  4  4      .  4» 

Four  le  réduire  à  fa  plus  fîmple  expreffion ,  j'efFace  par- 
tout le  dénominateur  4  qui  eft  commun  à  toutes  ces  frac- 
tions s  je  fais  endûte  une  (bmme  des  numérateurs  pofi* 
tifs  ou  procédez  du  fîgne-H;  &  une  féconde  fomme  des 
numérateu(s  négatifs  ou  procédez  du  figne 

H- ^4  4 


Sommes-  ^a  ^b^c  ^  d 
j^  a  —  ^^-'r-+-  d 


■Il      I      ■' 


Somme  i-H  2,4      o     o-^xd*   des  numérateurs  négatifs» 


la  fomme  des  poficifs        m\m^a<^h»^c*^  dn 
3'ôte  la  fomme  de?  négatifs^— h-  *  ^     o    o  h*  i^. 

Refte 


Livre    premTbr.  i6^ 

Ce  rcftc  cft  la  valeur  de  rinconnuc  v  réduite  à  la  plus 
fimplc  cxpreffion,  en  lui  donnant  le  dénominateur  com- 
mun 4.  c'eft  V  =s^J±*±lZl.^ 

4 

^  Le  Problême  eft  entièrement  rcfolii ,  puisqu'on  a  trou- 
vé les  valeurs  des  quatre  inconnues  v ,  x  ,^ ,  z. ,  qui  font 
les  quatre  cgalitez  fuivantes. 


'V 


B^c^^^4 


4 
B  —  c^d 


4 


4 


Soit  a=ij^.i  =:8.r  c=;  lé,  J  SSSXl/^ 

On  aura  par  fubftitution 
V  ss=  13. 

jr=i3 8  —  5 

«►=  13 4==9 


Il  eft  facile  de  refondre  ce  Problème  en  nombres ,  en 
déterminant  les  valeurs  des  quatre  lettres  connues  4,^,r,^, 
&  fubftituant  leurs  valeurs  dans  les  quatre  cgalitez  trou- 
vées pour  les  valeurs  des  inconnues. 

AVIS. 

Comme  cet  exemple  eft  affez  compofé ,  les  commen<- 
çans  y  trouveront  le  détail  des  opérations  qui  les  accou- 
tumeront peu  à  peu  à  mettre  en  pratique  les  règles  du 
Andlyji^  t 


^. 
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calcul  dans  les  occafions  ,  &  comme  on  peut  rcfoudre 
les  Problêmes  par  des  voycs  diflFcrcntes ,  nous  rcfoudrons 
encore  celui-ci  par  deux  aurres  Méthodes  afin  d'exciter 
la  fagacitc ,  &  nous  réduirons  en  forme  de  règle  chacune 
de  ces  Méthodes  après  Topé  ration,  &  les  régies  quoique 
réduites  en  peu  de  mots  feront  plus  aiféc  à  concevoir  , 
fi  Ton  poflcclc  le  détail  de  l'opération  qui  la  précède. 

REGLE.        PREMIERE    METHODE. 

Cette  Régie  exprime  ceguieft  contenu  en  détail  dans 
la  réfolution  du  i6«.  Problême. 

i^.  J'écris  autant  d'égalitez  qu'il  y  a  de  rapports 
connus  dans  le  Problême  entre  les  grandeurs  connues 
&  les  inconnues  ,  &c  je  les  nomme  les  premières  égaU- 
tcz.  ^ 

z«>.  J'écris  à  part  vers  A  une  de  ces  premières  égali- 
tez  qui  donnne  par  tranfpofition  la  valeur  d'une  des  în« 
connës ,  enfuite  je  fubflituë  cette  valeur  de  Tune  des  in- 
connues dans  les  autres  premières  égalitez  où  ie  trouve 
la  même  inconnue  ,  alors  cette  inconnue  ne  s'y  trouve 
plus.  J'écris  à  part  vers  D  ,  ces  nouvelles  égaiitez  abré* 
gées  y  avec  lefquelles  j'écris  les  égaiitez  où  cette  même 
inconnue  n'étoit  pas^  s'il  s'en  trouve  quelques-unes. 

30.  Entre  ces  fécondes  égaiitez  abrégées  vers  DJ'en 
prends  une  qui  me  donne  la  valeur  d'une  inconnue 
qu'elle  contient ,  mais  différente  4e  la  première  incon- 
nue qui  a  été  évanouie  dans  ropération  précédente.  Je 
fuMituë  cette  valeur  dans  les  (ècondes  égaiitez  ahré^ 
gées  où  elle  fe  trouve,  ce  qui  donne  des  troifiéixies  éga- 
iitez abrégées ,  où  cette  féconde  inconnue  ne  fe  trouve 
plus. 

J'écris  à  part  vers  G  ces  troifîémes  égaiitez  abrégées, 
je  les  nomme  abrégées  { car  par  la  fubftitution  il  fe  trouve 
fou  vent  des  expreflions  çompo(ees^u'il  faut  abréger  pour 
la  réduire  aux  moindres  termes  ou  à  la  plus  fimple  ex- 


4 
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preflîon,  )  &  s'il  y  a  quelque  égalité  où  cette  inconnue 
ne  (bit  point  je  récris  au-deffous. 

40,  Après  avoir  dégage  de  fuite  par  cette  Méthode 
toutes  les  inconnues  excepté  la  première ,  dont  j'ai  d'a- 
bord trouvé  une  valeur  par  une  égalité, dont  le  fécond 
nmembre  contient  encore  d'autres  inconnues  Je  reprends 
dans  un  ordre  contraire  toutes  les  égaUtez  mifes  à  part, 
ôc  j'en  chaflc  les  inconnues  en  fubftitiiant  à  leur  place 
leurs  valeurs  trouvées  pat  les  opérations  précédentes  , 
&  j'ai  foin  dans  chaque  fubfticution  d'abréger  Texpreilion 
pour  la  rendre  plus  fimplej  par  ce  moyen  je  trouve  d'a- 
bord une  égalité  dont  le  (econd  membre  eft  compofé 
feulement  de  grandeurs  connues ,  c'eft  une  valeur  exaâe 
de  l'inconnue  qui  eft  £eule  dans  le  premier  membre,  la 
fubftitution  me  donne  de  même  fucceifivement  la  valeur 

de  toutes  les  autres  inconnues,  ce  qui  donne  la  {éfblution 
du  Problême. 

SECONDE    METHODE. 

Pour  refondre  le  même  Problême  i6\  qui  C4tntient  quatre 

grandeurs  inconnues. 

i<>.  3e  forme  les  quatre  premières  égalicez  pou;:  les 
quatre  grandeurs  inconnues  v^x  ^y  yZ,^  fuivanx  les  con- 
ditions du  Problême. 

Premières  égalitez,. 


V  -4-  X  -+-  y  s==:  z^  Hh-  a 

v  -f-  y  -f-  &  =  X  -*-  c 
X  -t-  y  -+-  z,  ==  V  -+-  d. 


lyt  Analyse    générale, 

Egdlitez,  mifes  à  fart. 

B     .    .    .  zz,  ==  ly  —  b  -—  4 
C     .    .    .  2X  ==  zy  -f-  b  — -r 


2.^.  Je  prends  toutes  les  valeurs  d^une  tncme  inconnue 
choifie  à  volonté,  comme  ici  v ,  dans  toutes  les  premières 
cgalitez  où  elle  fe  trouve  ,  &  j'en  écris  une  a  part  ci- 
deflus  vers  A.  Or  dans  cet  ^exemple  toutes  les  valeurs  de 
V  fe  trouvent  par  la  feule  tranfpofîtion ,  comme  il  fuit. 

Les  différentes  valeurs  de  v. 


t;  ==s  X 


5<^.  Pour  comparer  enfemble  ces  diâTerences  valeurs  de 
9  qui  font  égales  >  je  les  prends  deux  à  deux  que  je  joints 
pat  le  {igne|d'égalité,  ce  qui  donne  les  trois  cgalitez  fui* 
vantes. 


Je  les  réduis  à  leur  plus  fimple  expreflîon  par  tranf- 
pofîtion &  par  addition  pour  avoir  Us  fécondes  cgalitez 
abrégées  qui  fuivcnt.  . 
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Secondes  égalitez,  abrégées. 
z  &  —  zj^  ss=a  i a 

z  X  Hh  zy  ==  4  -i-  ^ 


Comme  ces  trois  égalitez  abrégées  contiennent  coucef 
les  autres  inconnues  y  excepté  la  première  qui  eft  a/  , 
elles  fufHfent  pour  refondre  le  Problême  ^  &  toutes  les 
autres  égalitez  qu'on  pourroit  former  fur  les  autres  valeurs 
de  nj  font  inutiles. 

4^.  'Dans  ces  fécondes  égalitez  abrégées  ^  je  prends 
toutes  les  valeurs  d*une  même  inconnue  comme  de  ;&  ^ 
dans  les  égalitez  où  elle  fe  rencontre^  j'ai  donc  ces  deux 
égalitez. 

zz»=^zy 
zx, zx 

J^écris  une  de  ces  dernières  égalitez  à  part  vers  B. 
le  compare  enfemble  ces  deux  valeurs  de  x,  ;  c*eft-2 
^'"  :-  forme  de  leur-  ^ ^^  * i^^^v^^t  ^x^^l 

—  zy=^  b 
igalitez  abrég( 
coudes  égalitez  ou  z,  ne  fe  trouve  point. 

Troifiémés  égalitez»  abrégées^ 

z  X  —  zy  cKsss  b  —  c 
z  X  H-  z  y  =s=a  4— ir  d 


y<>.  Je  dégage  Tinconnuë  x  dans  ces  deux  dernières 
égalitez,  ce  qui  me  donne  pour  z  x  deux  valeurs  ^*^^ 
rentes. 
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^  X  — -  i  *  -t-  ^ c.    Ec  i  X  =  a  -*-  d 1/. 


3'ccris  à  part  une  de  ces  égalitez  vers  C  ,  cnfuite  je 
forme  une  égalité  de  ces  deux  valeurs  de  i  x ,  je  Ics-abrc- 
ge  en  les  réduifantà  leur  plus  fimplc  exprcflion ,  &  j'ai 
^  y  __  a  - —  ^-+.  f  ^</,  où  il  n'y  a  qu'une  feule  incon- 
nue dans  le  premier  membre  ,  je  dégage  l'inconnue  en 
divifanc  tout  par  4  ,  ce  qui  donne  ^  =3  *—  •■V*^- 

c'eft  la  valeur  de/  toute  connue. 

6°.  Je  fubftituë  cette-valeur  de  jr  dans  les  égaKtez  mifes 
à  part  vers  A  ,  B  ,  G  ,  pour  avoir  les  valeurs  des  trois 
autres  inconnues x ,  z,,Vy  comme  il  fuit. 

Dans  l'égalité  mife  à  part  vers  C.  1  a:  =s=  zji^h f, 

puifque  /  eft  multipliée  par  t ,  je  malciplie  fa  valeur  par 
i ,  c'eft  t=zttl±£cc  qui  donne  l'x^ — a—b^c^d 


h c ,  il  faut  réduire  ce  fecor^d  membre  à  fa  plus 

iimple  expreflion  en  ôtant  par  addition  ou  par  foufttlc- 

tion  des  entiers  *+-  b  —  c  la  fraâiion  femblable  ^  ^  - ,  le 
refteeft  "^^'-'--donc  i  x  "*"  \""  *  gg  divifant  tout  par  % 

pour  dégager  l'inconnue  x,j'ai  x 

De  même  fubftituant  la  valeur  Ac  %y  dans  l'égalité 
mife  à  part  vers  B  .  ,  i  2.  ===  t'y  •+-  b  — -  a ,  j'ai 

z  2.  =a *       -i-g-t-  ^ y  —  ^ ^  jg réduis  ce  fécond diem- 

bre  à  fa  plus  (impie  expreflion  comme  ci-deiTus  ,  puiC- 
quc  les  lettres  aie  èCs  trouvent  dans  les  entiers  &;dans 
la  fradion,ce  qui  donne  iz,  a-^b-^-c^^d 


2, 

Je  dégage  Tinconnuc  z,  en  multipliant  le  dénomina* 
tcur  1X1  =  4  ,  ce  qui  eft  une  véritable  divifion  qui 
donne  z. 


4 

Pareillement  en  fubftituant  la  valeur  trouvée  des  trois 
inconnues  i^x^y  dans  la  première  des  égalitez  mifès 
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à  part  vers  A . .  i/t=z. x — j^a ,  la  fubftitution 

donne  a;  =-rfii±i±^ i±L=l±J ^;;:±¥ç±d 


a. 

Pour  réduire  ce  fécond  membre  à  fa  plus  fimple  cx- 
preffion  de  Tencier  -f*^>  j^  fais  une  fraâiondemême  va< 

leur  qui  a  le  dénominateur   commun  4  ,  c'eft  14-  —  ' 

de  la  forte  ce  fécond  membre  ne  contient  «que  des  frac- 
tions qui  ont  toutes  le  niême  dénominateur  commun  , 
j'eftace  &  f  opère  fur  les  feuls  numérateucs  dont  )e  cher- 
che la  (bmme. 

Numératturs  des  frayions  ffkjitivts^ 

44 
.  4 


Somme  -t-  3  4 


Numérateurs  des  fraStions  négatives, 
a  -H  b c  -+-    d 

a  b  Hh-   C  -H     ^ 


14 


1^ 


De  la  première  fouAme  -4-  j  4  -J-  ^  -+-  c  -f-     ^ 
}'^.Ja.iêçoQde(bmme-rH  Z4         00  -+-.i  ^ 


.     -  V 


•Ce  jrefte  cft  le  numérateur  ,  fon  dénominateur  eft  4 
dénominateur  commuai ,  ce  qui  donne  la  valeur  de  v  , 

■ —  &  le  Problème  cft  entièrement  réfolu. 
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les  valeurs  des  quatre  grandeur  sinconnuèsfont. 


y 


4 

4 
M^^b  +  c^d 

4 

4 


JEn  nembres. 
Soit  4==:  4.  b  ==3  8.  rcssX^-  ^BS:  14, 
La  fubftitucion  donnera 
V  ==  13. 

a=3i3 4  =  p 

iî^^/^  abrégée  pour  la  féconde  Méthode. 

i®.  Je  prends  toutes  les  valeurs  d*une  même  inconnue 
dans  toutes  celles  des  premières  égalitez  où  elle  fe  trouve, 
18e  j'en  écris  une  à  part  vers  A. 

1^.  Je  compare  toutes  ces  valeurs  deux  à  deux,  en  for- 
mant de  chacune  un  membre  d'une  nouvelle  égalité  , 
j'ai  par  ce  moïen  les  fécondes  égalitez  où  cette  incon- 
nue ne  fe  trouve  plus ,  hc  j'y  ajoute  les  égalitez  où  elle 
n'étoit  point  s'il  y  en  a. 

5^.  J'opère  fur  les  fécondes  égalitez  comme  j'ai  fait 

fur  les  premières  pour  en  chaffer  une  féconde  inconnue, 

&  je  continue  de  la  forte  jufqu'à  ce  que  je  trouve  une 

égalité  où  il  n'y  ait  qu'une  feule  inconnue. 

4^.  Je  prends  la  valeur  de  cette  feule  inconnue ,  &  je 

U 


^ 
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la  fubftlcuë  dans  celles  des  Equations  mifes  à  part  où  elle 
fè  trouve  avec  une  feule  autre  inconnue  que  je  fais  éva- 
nouir par  ce  moyen.  Je  continue  de  même  jufqu'à  ce  que 
j'aye  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues. 

Enfin  pour  réduire  cette  régie  en  peu  de  mots  ;  il  fuffit 
de  trouver  la  valeur  d'une  inconnue  ,1a  fubfticuer  où  cette 
inconnue  fe  trouve  feule  avec  une  féconde  inconnue  ; 
on  aura  par  ce  moyen  la  valeur  de  la  féconde  inconnue. 

De  même  fubftituant  les  valeurs  de  la  première  &c  de 
la  féconde  inconnue  dans  une  égalité  où  elles  fe  trou- 
vent avec  une  troifîéme,  on  aura  la  valeur  de  la  troiOémo 
inconnue  ;  continuant  aiafî  on  trouvera  les  valeurs  de 
toutes  les  inconnues, 

TROISIEME    METHODE 

Pûf^r  ré/hudre  le  même  Problème  1 6^.  où  il  y  4  quatre 

grandeurs  inconnues. 

Quelque  fois  on  trouve  facilement  par  la  tranfpofition 
ou  par  une  autre  préparation  Hmplc  la  valeur  toute  con- 
nue de  chacune  des  inconnues ,  enfuite  foit  en  ajoutant 
feulement  enfemble ,  ou  deux ,  ou  plufieurs  valeurs  d'une 
même  inconnue  prifes  dans  les  premières  égalitez  ,  foie 
en  ôtant'par  fouftraâion  une  valeur  d'une  autre ,  ou  plu- 
fieurs valeurs  de  la  même  répétée  autant  de  fois  dans  Fun 
des  membres,  qu'il  y  ^  de  valeurs  difiFérentes  dans  Tautre 
membre. 

lo.  Dans  cet  exemple ,  j'ai  par  les  conditiçns  du  Pro- 
blême les  quatre  premières  égalitez  fuivantes. 


Andyfe.  q 
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Premières  égditez^f armées  far  les  c&nditiMS  du  Prahlcme. 


De  CCS  premières  cgalitez  ,  je  tire  par  ttanfpofîcion 
toutes  les  valeurs  de  la  première  inconnue  dont  je  forme 
une  colonne  pour  en  avoîî:  une  fomme .  je  fais  la  même 
chofe  pour  chacune  des  quatre  inconnues /ce  qui  me 
donne  quatre  fommes ,  comme  il  fuit. 


FalejÊTs  de  v. 

V  ==:  z^ X  y   H-  A 

V  xsxs^y  — —  X  -—•  z,  -H  ht 
n)  ==  X y z,  -4—  c 


Somme  abrégée. 


4  V  c=s  a 


Valeur  de  x  divifant  tout  far  4. 


J*ai  V 


W^<" 
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Valeurs  de  y. 


y  ==  X  — —  'v  — ^-<fc  -+•  ^ 
y  =  1^  - —  X z,  -^  i 


Somme  abrégée. 

^Jf  ==  a  \ ^  -i-  ^  -4-  1^ 

Donc  divifant  tout  par  4 ,  j'ai 


4 
Ccft  la  valeur  de/. 


Valturs  di  x, 

X  r=±=t  Jt  nj y  -f-  4 

X  x=tA  y  V  —A  -l-  ^ 


Somme  abrégée. 

4X  =ss  4 


Valeurs  de  x. 
Divifant  côot  pir  4- 


ai  ;ir  saeàss   ■..     ■,    - 

4 


h — c-^â 


^mim 


wmmmmmmÊmmmm 


«7^ 


^'> 
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Valeurs  de  z. 

Zy=i  X  V  Jf  -+-    c 

z  ==  V  —  X  ^—  y  *+•  d 


Somme  abrégée. 


4& 


Donc  divifant  tout  par  4^  j'ai 


4 
Ccft  la  valeur  de  z.. 


Les  quatre  valeurs  de  chacune  des  inconnues  contien-» 
nent  les  autres  inconnues  qui  fe  détruifent  par  des  fignes 
contraires,  c'efl:  pourquoi  elles  ne  paroiffent point  dans 
la  (bmme  qui  fe  trouve  compofée  des  feules  grandeurs 
connues  dans  Ton  fécond  terme  ,  ce  qui  donne  la  vèrî^ 
table  valeur  de  l'inconnue ,  ainfî  ces  quatre  fommesdon« 
nent  la  valeur  des  quatre  inconnues  &  une  parfaite  fo-- 
lution  du  Problème}  il  eft  facile  d'avoir  la  même  ablu- 
tion en  nombres  ,  il  fuflit  de  fubftituer  en  la  place  de 
ces  lettres  connues  leurs  valeurs. 

Remarque  première. 

On  trouve  toujours  en  lettres  connues  la  valeur 
de  chacune  des  inconnues ,  en  joignant  dans  une  fom* 
me  toutes  fes  valeurs  trouvées  par  (impie  tranfpofition  y 
on  l'a  trouvée  par  ce  nwïen  dans-cet --exemple,  parce 
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qu'encre  les  quat^  valeurs  de  chacune  des  inconnues  r 
par  exemple  dans  les  valeurs  de  x ,  les  trois  autres  in- 
connues s'y  trouvent  autant  de  fois  avec  le  figne  +  & 

autant  de  rois  avec  le  figne ,  ce  qui  fait  que  les  trois 

autres  inconnues  fe  détruifent  par  des  fignes  contraires^ 
&:  difparoiiTent  dans  le  fécond  membre  de  la  fomme  qui 
ne  contient  que  des  grandeurs  connues. 

Dans  tout  autre  cas  où  cela  ne  fe  peut  faire ,  i  1  faut 
prendre  d'un  côté  une  valeur  répétée  deux  fois ,  &  d'un 
autre  côté  deux  autres  valeurs  ,  pour  les  comparer  en« 
fenible  en  formant  une  égalité  dans  laquelle  toutes  les 
inconnues ,  excepté  une  feule  puifTent  fe  détruire  par  des 
fignes  contraires,  ce  qui  donnera  la  valeur  de  cette  in- 
connue reliante  ^  enfuite  opérant  de  même  6c  fuffcituanc 
cette  valeur  en^la  place  de  (on  inconnue  ,  on  trouvera  la 
valeur  d'une  féconde  inconnue ,  6c  continuant  par  fubili. 
tution ,  on  trouvera  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues 
propofécs^  &  par  coniequent  la  refblution  du  .Problême. 

JRemarque  féconde. 

Si  en  comparant  plufieurs  valeurs  d'une  même  incon* 
nuë ,  on  mec  une  de  fes  valeurs  dans  les  deux  membres 
d'une  égalité ,  on  la  mettra  dans  le  fécond  membre  avec 
des  fignes  contraires  à  ceux  qu'elle  a  dans  le  premier 
membre  pour  conferver  l'égalicér 

Remarque  troifiime. 

Lorfqu'on  n'a  pu  former  par  les  côndiciorls  du  Pro- 
blème autant  de  premières  égalitez  qu'il  y  a  d'inconnues , 
alors  le  Problème  eft  indéterminé ,  &  c'eft  une  ntarquc 
qu'il  a  plufieurs  réfolutions,  il  peut  même  en  avoir  une 
infinité  ;  c'eft  ce  que  nous  expliquerons  en  fon  lieu. 

Au  contraire  lorfqu'on  a  formé  fuivant  les  conditions 


/ 
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du  Problème  plus  d'égalitez  qu'il  n'y  a  d'inccmnu^  » 
alors  il  y  a  de  l'art  à  choifir  entre  les  valeurs  celles 
qui  étant  fubftituées  ne  tombent  pas  dans  l'irapoffible. 
Ce  font  des  Problêmes  plus  que  détermine»  dont  nous 
traiterons  ci-après. 


Rcm^irqiie  quatrième. 


Pour  abréger  b  réfolution  des  Problcmcs  ,  on  fcfcrt 
de  quelques-uns  des  rapports  coinnus  entre  les  grandeurs 
pour  diminuer  le  nombre  des  inconnues ,  ce  qui  dimi» 
nue  le  nombre  des  égalitez.  p 

On  fc  fert  aufli  des  proprictex  des  l^nes  &  des  fi- 
gures de  la  géométrie. 


«*•■ 


SECTION    DEUXIFME- 

Des  Problèmes  déterminez  de  tous  les  dcgrez. 

Ou  dis  Equations  camfofies  de  tous  Us 

degrezé  à  L'infini. 

DAns  cette  fcdlonj'cxpliqocrortgine  &:  les  principes 
des  Equations,  i^^  Comment  Les  Problèmes  dctec- 
mmexquiferéduifent  aune  feule  inconnue  donnent  des 
équations  compofées  de  tous  les  degrez  à  l'infini. 

2^.  Je  donne  la  manière  la  plus  fimple  &  la  plus  na* 
forelle  de  former  les  équations  pour  connoitre  mieux  la 
nature  de  leurs  racines  ,  fie  les  trouver  avec  plus  de  fe- 

cjlitc. 

jo,  J'explique  dans  le  détail  lés  équations ,  &:  toutes 

leur$  parties. 
4^.  Je  donne  les  moïens  de  préparer  les  équations^  ou 
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de  les  réduire  à  la  forme  la  plus  fuxiple  ic  la  plus  commode 
pour  les  réfoudre, 

y^,  Texplique  en  quoi  confîftc  en  général  la  réfolucioa 
des  £quarions. 

1^  DE  UORIGINE  DES  EQUATIONS, 

Ou  comment  les  Problèmes  déterminez»  froduifent  les 
Equations  de  tous  les  degrez,  k  Cinfini. 

Définition.  Les  Problèmes  déterminez  font  ceuxqui 
k  réduifenc  à  une  feule  égalicé  dans  laquelle  il  n'y  a 
qu'une  feule  inconnue* 

Si  cette  inconnue  ellau  premier  degré  comme  x==^, 
alors  cette  équation  eft  du  premier  degré ,  &  elle  eft  ré- 
solue ,  puifque  a  eft  une  grandeur  connue ,  donc  x  qui 
lui  eft  égal  eft  connue  auffî. 

Mais  fi  en  pratiquant  les  régies  expliquées  dans  la  fec- 
tiori  précédente  pour  réfoudre  un  Problême  ,  il  fe  ré- 
duit à  deux  ou  trois  égalitez  ,  où  il  n'y  a  à  la  vérité 
qu'une  feule  inconnue ,  mais  élevée  à  différens  degrez , 
par  exemple  ;  je  fuppofe  que  pour  réfoudre  un  Problè- 
me propofé  dont  les  conditions  donnent  autant  de  rap- 
ports que  de  grandeurs  inconnues ,  ce  qui  le  rend  déter- 
miné ,  j'ai. formé  les  premières  égalitez  fur  lefquelies  }'ai 
formé  les  premières  opérations  nécefTaîrcs  pour  faire 
évânoirîr  routes  les  inconnues  hors  la  première  x  ,  &  que 
j'ai  trouvé  enfin  le  Problème  réduit  aux  deux  égalitez 
fuivantes  A  &  B ,  dans  lefquelies  Tinconnuë  x  eft  feule , 
mais  élevée  à  différens  degrez, 

La  première  A  .  .  .  x* y^  ===^1/. 

La  féconde  B  .  .  .  x'^Hf-  3  xy^  ==i  f, 


1°.  Pour  réduire  ces  deux  égalitez  à  une  équation 
feule  ,  j'^  4!abo£d  les  fradionsea élevant  là  première 


V 
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équation  A  à  la  croifiéme  puKTance ,  donc  rexpofant*  3 

eft  égal  au  dénominateur  3  de  la  fraâion  du  fécond  mem- 
bre T^  ,  ce  qui  donne  1  équation C  .  .  .  x^ J-^V-^i 

io.  3'ôcc  enfuice  la  fraction  de  Téquation  B,  en  Té- 
levant  à  la  féconde  puiflancc ,  donc  Texpofant  1  eft  égal 
au  dénominateur  i  de  la  fraâion  du  fécond  membre  f^, 
ce  qui  donne  l'équation  D  .  •  .  x^ ^6x^ji^ ^^  x^ y^ 

j^.  J*ôte  l'équation  Dde  l'équation  C,  ce  qui  fe  fait 
pn  changeant  d'abord  les  fignes  de  tous  les  termes  de 
l'équation  C  ^  2^  les  ajoutant  aux  termes  çoirefpondajis 
de  réquation  D ,  ce  qui  donne  l'Equation  £. 

.  4^.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  de 
réquation  ,  ç'eft  3  x  ^-+^     =  J/^  —qq 1^^* 

y°.  3'ajoûte  à  cette  racine  la  féconde  équation  ci- 
deiTus  B  .  .  .    x^  -^  ^xy  =kq.  La  fomme  eft 

V.x'-^iX^y-^iPc'y^^yz=z^q^J/^  Lqq iy 

dont  le  premier  membre  eft  la  troifiéme  pui0ance  par- 
faite de  x^^y  ,  &  par  conféquenc  l'qquation  réfultantc 
F  eft  du  troi&éme  degré, 

6^.  Je  tire  la  racine  cubique  de  chacun  des  deux  mem- 
bres 4^  réquation  F ,  ce  qui  donne  l'équation  fimple. 

la  première  racine  de  l'équation  du  troifiéme  degré  F , 
qui  réfulte  des  deux  équations  A  &  B  qui  ont  été 
trouvées  par  la  préparation  expliquée  dans  la  (eâion 
précédente  fur  les  conditions  du  Problême  propofé, 
&:  le  Problème  eft  réfolu  c  car  comme  on  le  verra 
dans  la  fuite,  cette  première  racine  fcivira  à  divifer  l'é- 
quation 
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quation  ,  &  le  quotient  qui  en  viendra  fera  une  équa- 
tion du  fécond  degré  dont  on  trouvera  de  même  les  deux 
racines,  comme  il  fera  expliqué  dans  la  fuite, 

X®.  Formation  JtmpU  &  naturelle  dei  EquatUns. 

Lorfqu'un  Problême  fc  réduit  enfin  à  une  équation 

où  rinconnuë  eft  élevée  à  difFérens  degrcz ,  pour  la  rc- 

{budre  il  en  faut  trouver  les  racines  /mais  les  opérations 

qu'on  a  faites  pour  en  venir  là  ,  ne  font  point  décou* 

vrir  ces  racines  &  n'en  donnent  aucune  idée ,  on  ne  voie 

aucune  liaifon  entre  les  opération;  bL  la  formation  de 

cette  équation  ,  qui  en  réfulte  comme  par  hazard,  &: 

que  l'on  trouve  d'ailleurs  la  même  par  des  routes  très* 

.différentes;  or  pour  trouver  les  racines  de  l'équation  qui 

en  (ont  les  élémens ,  il  faut  avoir  une  idée  cfak^e  de  la 

manière  la  plus  fimple  &  la  plus  naturelle  dont  bile  fe 

Forme ,  e'eft  par  la  multiplication  de  ces  racines  comme 

il  fuit. 

Pour  former  une  équation  du  fécond  degré ,  je  prends 
une  équation  fîmple  du  premier  degré  x  - —  a  ==^  o  , 
dont  le  premier  membre  eft  un  binôme  qui  contient 
rinconnuë  x  &  fa  valeur  pofitive  —  a  y  &;  le  fécond 
membre  contient  le  zéro  feul ,  je  multiplie  cette  équa« 
tien  fimple  patelle-même,  le  produit  .x*^--—Z4x  -+•  44 
=^=  o ,  eft  une  équation  du  fécond  degré ,  dont  le  prc-p 
mier  membre  eft  la  féconde  puiftance  parfaite  du  bi- 
nôme x 4jpuifque  le  premier  terme  x*  eft  lequarré 

de  X  ,  que  le  dernier  terme  aa  eft  le  quatre  de  4  ^  &  que 
le  terme  moïen  %ax  contient  deux  fois  le  produit  do 
a  par  x.         r 


Analyfe. 
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Premier  "^Exemple. 

X a  ==  o 

X  X a  ==  o 


X      — 

—  a  X     , 

4  X  -H 

^t. 

s  o 

AT*- 

-^  X  a  X  " 

-H  aacz 

=  0, 

Je  peux  de  même  former  une  équation  par  deuxra* 
cines  poficives  ou  négatives  ^  mais  dans  ce  cas  j*ai  une 
équation  du  fécond  degré ,  donc  le  fécond  membre  efi 
une  féconde  puifTance  imparfaite. 

Second  Exemple^ 

X  —  a  ===:  o 

X  X t  =  o 


AT*  4X 

b  X-f-    A  h  c=  o. 


Si  4furpafre  h  ^  le  produit  4^  du  dernier  terme  eft 
moindre  que  le  quarré  aa ,  quarré  de  la  plus  grande  va- 
leur 4  de  Tune  des  racines ,  mais  ce  produit  ah  eft  plus 
grand  que  le  quarré  bb  ,  quarré  de  ^  ,  la  plus  petite  va- 
leur des  deux  racines. 

De  même  je  peux  par  trois  racines  femblables  ,  ou  par 
la  même  multipliée  deux  fois  ,  ou  par  la  multiplication 
de  trois  racines  différentes  former  une  équation  du  troi- 
fiéme  degré. 
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^ 

Troiftemc  Exemple. 


-X  X   — -  a 


>^ 


«■ 


x^  —  nx 

ax   HP-   aa 


AT* 24X.  -4-   aa 


X    JC 


■PM 


x'  —   3  JX*  -H    }  4    X   — ^  4    s==  o, 

Eqiiation  du  troificme  degré ,  qui  contient  une  troi- 
fiéme  puifTance  parfaite  de  x 4  ==:  o. 

^atriéme  ExemfU. 


X    — 

—    4    s= 

=  0. 

XX- 

—    ^    = 

=s    0. 

X*- 

4X 

-    ^X 

-H    4^ 

XX    — 

—  c 

x'- 

-   4X*  • 

Hh  àb: 

-^X*- 

f-  4rx 

-  ^x*  H 

k  ^^x 

abe  «?3s  o. 


•  • 


'•y 
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Equation  du  troifiéme  degré ,  qui  contient  une  troi- 
fîénie  puifTance  imparfaite  de  chacune  des  trois  racines. 

Dans  le  troifiéme  exemple ,  la  multiplication  réitérée 

deux  fois  de  la  même  racine  x a  ==  o  ,  donne  au 

produit  une  équation  du  troifiéme  degré  dont  le  premier 
membre  eft  la  troifiéme  puifTance  parfaite  de  cette  ra- 
cine X a  ==  o.   Le  dernier  terme  4'  le  découvre  du 

premier  coup  d'ceil,  puifqu'il  efllecube  de  a. 

Mais  dans  le  quatrième  exemple  le  dernier  terme  46c 
n'efl  point  un  cube  parfait ,  mais  feulement  un  produit 
de  trois  dimentions  ,  ou  de  trois  grandeurs  différentes  s 
ainfî  le  premier  membre  de  cette  équation  efl  une  troi- 
fiéme puiffance  imparfaite ,  qui  cR,  moindre  que  le  cube 
de  chacune  des  deux  plus  grandes  racines ,  mais  qui  fur« 
pafle  le  cube  de  la  plus  petite  de  ces  trois  racines  ;  ce  qui 
efl  évident  dans  le  cinquième  exemple  où  les  valeurs  des 
racines  font  exprimées  par  des  nombres.  Soit  4  ■ — 4. 
^  £==:  3.  c  ç===:  z«  ce  qui  donne  les  trois  équations  fîm- 
ples  X— *-4s=o,  X 3==o,  x"— -.1  =  0. 

Cinquième  Bxemfte. 


X  X  3 


X»- 

—  4x 

-   }X    - 

f- 

* 

1  A    £= 

=:    0 

* 

at'- 

-  7v  - 

\r 

\%    == 

s    0 

X  AT    — - 

—    %  s= 

!     0 

. 

"x'  — 

-7X^-n 

t- 

I  IX 

• 

—      AX        - 

4- 

I4X    - 



Z4  = 

=5  0 

x'  — 

-5^\- 

H 

%6x  - 

— * 

14  - 

SSÏ    0. 
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Dans  les  équations  en  lettres  ,  le  dernier  cermequieft 
le  produit  abc  des  trois  racines  les  découvre  par  fon  ex- 
preffion  J  mais  cette  exprefïîon  n'eft  qu'une  formule  ou 
une  règle  abrégée ,  qui  marque  en  général  ce  qui  eft  con- 
tenu  dans  les  équations  numériques.  Ainfi  cela  m'ap* 
prend  que  dans  le  produit  44.  contenu  dans  le  dernier 
terme  de  Téquation  du  troifîéme  degré  ,  du  cinquième 
exemple  ,14  s=s  abc\  or  dans  14  je  n'apperçois  aucune 
des  valeurs  4 ,  3  ,  1  de  ces  racines.  Ce  produit  24  n'eft 
pas  un  cube ,  mais  un  troifîéme puifTance  imparfaite;  or 
24  eft  moindre  que  ^4  cube  de  4,  &  24  eft  encore  moin* 
dre  que  27  cube  de  5 ,  mais  24  furpaffe  8  cube  de  2, 

De  même  dans  les  équations  du  fécond  degré  conte- 
nues dans  le  quatrième  &  le  cinquième  exemple ,  le  der- 
nier terme  ^i  ^  eft  le  produit  de  a  multiplié  par  h ,  dont  les 
racines  paroiflent  dans  Texpreffion  en  Itttxcs  ;  mais  dans 
le  nombre  12  qui  eft  le  dernier  terme,  je  ne  vois  point 
4  multiplié  par  5.  Mais  12.  n'eft  pas  un  quarré  ,  c'eft 
une  féconde  puifTance  imparfaite  moindre  que  1 6.  quarré 
de  la  valeur  4  de  la  plus  grande  racine ,  mais  plus  grande 
que  9  quarré  de  5  valeur  de  la  plus  petite  des  deux  ra- 
cines. 

DES   EÛ.UATIONS   EN    GENERAL, 

De  leurs  devrez,  ,  de  leurs  e/péces  ejr  de  leur  formAtion. 

Définithn.  Je  nomme  une  équation  ,  toute  égalité 
dont,  le  fécond  membre  contenant  zéro  feul,  le  premier 
membre  contient  une  puiftance  ou  parfaite  ou  imparfaite 
d'une  égalité  du  premier  degré  dont  le  fécond  membre 
contient  zéro  feul,  &  dont  le  premier  membre- contient 
un  binôme  quelconque  x  +  4 ,  compofé  d'une  inconnue 
£mple  &  de  fa  valeur  exprimée  en  nombres  ou  en  lettres 
connues ,  comme x  ^a  ==3  o,  x  *  4  =  o* 

r  $ij 


\ 
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Cette  définition  convient  aux  équations  de  tous  les 
degrez  à  l'infini  ;  cela  eft  évident  pour  les  équations  dii 
fécond  Se  du  troifiéme  degré  dans  les  exemples  préce* 
dens  ;  il  fiiffit  d'en  former  dans  les  autres  degrez  fiipé- 
rieurs  pour  en  êcre  convaincu.  La  même  définition  con« 
vient  aufG  aux  équations  fimplesdu  premier  degré  com- 
me X x±==  o ,  x- — 'd  =2  o  ;  car  quoi  qu'on  ne  puifTe 

pas  former  la  première  par  la  multiplication  de  x 1 

s=ï=3  o ,  ni  en  multipliant  x  — - 1  =::=  o  par  x  —  is==o. 
On  peut  cependant  la  former  par  la  multiplication  du 
binôme.         i^T'.^  i/T,         car    •T"— i^_.o 

de  même    v^  —  •T  =o  x  VT-f- •^aT-s  o 


X  f/j» 


X  — 1^ 


X 


X  —  KjT  ^  m  ^^x 


mil 


froduit.  X X  «*=  o. 


produit.  X         —  a  ==  o. 


Autrement.  Une  équation  compofêe  d'un  degré  quel- 
conque eft  le  produit  qui  réfulte  de  la  multiplication  d'une 
équation  fimple  du  premier  degré  multipliée ,  ou  par  elle- 
même  ou  par  une  autre  équation  du  même«degre. 

Il  fuit  de  là  i^.  que  l'équation  fimple  du  premier  degré 
efl:  la  racine  ou  Télément  de  toute  équation  d'un  degré 
plus  élevé.  Or  il  faut  deux  conditions  eflentielles  dans 
une  équation  du  premier  degré  pour  être  la  racine  ou 
rélément  des  autres  équations,  i^  11  faut  que  fon  premier 
membre  contienne  l'inconnue  x  avec  fa  valeur  exprimée 
par  un  nombre  ou  par  une  lettre  connue,  x^.  Il  faut  que 
le  fécond  membre  contienne  le  zéro  feul ,  faps  cela  on  ne 
pourroit  former  l'équation  *,  car  l'inconnue  ne  pourroic 
repréfènter  les  valeurs  de  chacune  des  racines  ^  ce  qui  eft 
efTentieL 
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Il  fuit  de  la  i®.  qu'une  équation  formée  par  la  multi- 
plication réitérée  d'une  équation  feule  du  premier  degré , 
comme  de  x-h  4  ==  o,  contient  toujours  unepuifTance 
parfaite  du  même  binôme  x  "^  a. 

Au  contraire ,  lorfijuc  l'équation  eft  formée  par  la  mul* 
tiplication  de  deux  équations  différentes  ou  de  trois ,  &c. 
alors  réquation  qui  en  réfulte  contient  une  puiifance  im- 
parfaitex|[uicfi:  toujours  plus  grande  que  Japuiflance  par- 
faite de  la  valeur  de  la  plus  petite  des  racines»  mais  qui 
eft  moindre  que  la  même  puiifance  parfaite  de  chacune 
des  valeurs  des  autres  racines. 

Des  diffitens  degrez,  des  équations  à  Nnjîni. 

On  diftingue  les  équations  comme  les  puiiTances  par 
différens  degrez  à  l'infini  f  il  y  en  a  du  premier  degré , 
du  fécond  degré  y  dutroifiéme,  du  quatrième  degré  ,&c. 
à  rinfini.  L'expofant  de  Tinconnuë  du  premier  terme 
qui  eft  toujours  la  plus  haute  puiifance  de  l'inconnue  danl 
l'équation ,  en  marque  le  degré  par  fes  unirez. 

Cet  expoiànt  marque  auili  par  fes  unirez  le  nombre 
des  racines  de  l'équation  ^c'eiUà  dire ,  des  équations  iim- 
pies  qui  entrent  dans  fa  formation  -,  ainfi  dans  le  fécond 
degré  il  y  a  deux  racines  ,  dans  le  troiiiéme  il  y  en  a 
crois ,  &c. 

Si  de  cet  expofant  on  retranche  l'uiiicé ,  on  aura  aui& 
le  nombre  des  multiplications  dont  Inéquation  eft  formée.. 
L'équation  du  fécond  degré  a  i  pour  expofant ,  j'en  re- 
tranche I*,  le  refte  x  marque  qu'il  y  a  une  multiplication 
d'une  racine  par  une  autre:  de  même  l'expofant  du  troi- 
fiéme  degré  eft  3  dont  je  retranche  ï  ,  le  refte  %  marque 
qu'il  faut  deux  multiplications  pour  former  l'équation 
troiiiéme  degré ,  SfC  ainil  des  autres^ 
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Des  effêces  différentes  des  équations  dans  chaque  degré. 

Dans  le  premier  degré  toutes  les  équations  font  fîm» 
pies  \  il  n*y  en  a  donc  qu'une  feule  efpéce  :  mais  dans 
le  fécond ,  le  troifîéme ,  le  quatrième  degré  &  dans  tous 
les  degrez  fupérieurs  à  Tinfini  toutes  les  équations  font 
compofées ,  mais  on  les  diftingue  en  deux  efpéces  ^  fça- 
voir  les  équations  pures  &  Amples ,  &  les  équations  af- 
feâées  de  termes  moïens ,  qu'on  appelle  aufîi  en  ce  fens 
les  équations  compofées ,  quoiqu'elles  foient  toutes  équa- 
tions compofées  dans  les  degrez  fupérieurs  à  commencer 
par  le  fécond  (  qui  efl:  regardé  comme  le  premier  )  parce 
qu'elles  font  le  produit  ou  de  deux  équations  du  premier 
degré  ou  de  plufîeurs  équations  multipliées  les  unes  par  les 
autres. 

Les  équations  pures  &  fimples  font  celles  qui  n'ont  que 
deux  termes  dans  le  premier  membre ,  &  zéro  feul  dans  le 
fécond  membre  \  &c  il  n'y  en  a  qu'une  feule  dans  chaque 
degré ,  en  lui  donnant  deux  lignes  pour  marquer  les  deux 
cas ,  dans  le  premier  degré ,  c'eft  t+i  x  4^  ^  ==  o. 

L'équation  pure  &  fimple  du  fécond  degré  eft  HH  x* 
*+*  a^  i=  o.  ce  qui  fait  deux  cas  ou  deux  formules. 

L'équation  pure  &  fimple  du  troifiéme  degré  eft  H^  ^^ 
Hh  a^  £==;  o.  &  ainfi  de  même  de  tous  les  degrez  fupé- 
rieurs. 

Mais  dans  tous  les  degrez  fupérieurs  (  à  commencer 
par  le  fécond  degré  qui  eft  proprement  le  premier  degré,  ) 
il  y  a  une  infinité  d'équations  affedées  de  termes  moïens , 
or  ces  termes  moïens  font  les  difFerens  produits  qui  naiC- 
fent  de  la  multiplication  des  racines  multipliées  les  unes 
par  les  autres.  . 

Entre  ces  équations  afFeâées  de  termes  moïens ,  il  y 
en  a  qui  ont  tous  leurs  termes  par  ordre,  comme  il  fe  trou- 
vent dans  la  formation  régulière  des  puiffances.    £c  il 

y 
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aauffi  des  équations  où  il  manque  quelque  terme,  qui 
(ont  détruits  par  des  lignes  contraires  des  racines  différen- 
tes ,  par  exemple  lorfque  la  fomme  des  racines  pofitives 
cftégaleà  la  fomme  des  racines  négatives  ;  cela  détruit  le 
fécond  terme.  Aihfi  dans  une  équation  du  fécond  degré 
fi  le  (econd  terme  manque ,  c'eft  une  marque  qu*il  eft  éva- 
noui &  qu'il  a  été  détruit  par  des  (Ignes  contraires,  & 
que  les  deux  racines  font^gales  ,  Tune  pofîtive  ,  Tautre 
négative.  Dans  le  troifiéme  dçgré  fi  le  fécond  terme  man« 
que,  c'eft  que  la  fomme  des  racines  pofitives  eft  légale  à 
la  fomme  des  racines  négatives  ;  ic  ainfi  des  autres. 

En  éjuoi  les  Equations  peuvent  être  contraires  ou  Joue  on- 

tr aires ,  différentes  ou  femblahles. 

En  quoi  deux  Equations  font  contraires , 

ou  fou-contraires.  ^ 

Deux  équations  contraires  font  celles  qui  ont  des  ra* 
cines  contraires  ^  c'efl-à-dire ,  dont  les  racines  font  ré- 
elles dans  une  équation  &  imaginaires  dans  l'autre ,  car 
le  réel  efl  contraire  à  l'imaginaire  qui  eft  impoffible, 

comme  x*  -+-  8  x  === 16,  dont  les  racines  réelles 

font  négatives  &  réelles  x— f  4==  o ,  &  x-+4=5  o, 
m.ais  dans  x^  =3- —  i^^les  deux  racines  font  imagi* 
naires,x«H 4=0,  &  x    '  "       4=:  o. 

Deux  équations  font  foûcontraires ,  lorqu'elles  ont  les 
les  mêmes  racines  qui  font  dans  l'une  pofîtive  &  dans 
l'autre  négative ,  ce  qui  fait  en  ce  cas  une  efpéce  d'oppo^ 

fition  &  de  contrariéte,comme  dans  x*  —  8  x = 1  tf, 

dont  les  deux  racines  font  égales  &  pofitives  x  — -  4  ==  o, 
&  dans  l'équation  foûcontraire  x*  •-+  8  x: — \  i  tf,donc 
les  deux  racines  égales  ht  négatives  font  x  —4-  4  ==  o^ 
pour  avoir  une  équation  (bûcontraire  ,  il  faut  changer 
les  figues  dans  les  termes  pairs. 

Analyfe.  -  f 


194  Analyse    générale, 

En  quoi  deux  Equations  font  différtntesé 

Deux  équations  ou  plufieurs  peuvent  être  différences 
de  plufîeurs  manières,  i^.  Par  les  degrcz  lorfqu'elles 
fontdedifFcrcns  degrez;  or  il  y  aune  infinité  de  degrez 
entre  les  équations  comme  entre  les  puiflances ,  &  c'eft 
la  plus  grande  différence  qui  puiffe  fe  rencontrer  entre 
deux  équations  ou  entre  plufîeurs. 

1^.  La  féconde  différence  entre  detrx  équations  vient 
de  ce  que  leurs  racines  font  contraires  ;  fçavoir  réelles 
dans  une  équation ,  &:  imaginaires  dans  l'autre  équation. 

3°.  Il  y  en  a  encore  une  qui  vient  de  la  diverfité  qui 
fe  trouve  entre  les  racines  d'une  équation  &  les  racines 
d'une  autre  équation ,  félon  toutes  les  diverfîtez  des  ra- 
cines expliquées  dans  leur  article  particulier ,  car  elles 
peuvent  être  pofîtives  ou  négatives ,  rationelles  ou  irra- 
tionelles^  &c. 

4^.  En  ce  qu'une  équation  a  tous  les  termes  &  un 
autre  ne  les  a  pas  tous  ^  &  qu'il  y  en  a  quelques-uns  d'é^ 
vanoiiis. 

En  quoi  deux  Equations  font  femhlables. 

• 

Deux  équations  ou  plufîeurs  équations  peuvent  être 
femblables  de  deux  manières^  fçavoir,  ou  Arithmétique- 
ment  ou  géométriquement. 

Les  équations  fembdables  Arithméciquement  font  celles 
dont  les  racines  fuivent  la  proportion  arithmétique  i.i.;> 
&c.  On  les  connoît  du  premier  coup  d*œil,  parce  qu'elles 
ont  entièrement  tous  leurs  termes  femblables  ,  excepte 
le  dernier  terme  ou  Thomogéne  qui  eft  feul  différent , 
par  exemple  ,  dans  les  équations  fuivantes ,  il  y  a  trois 
équations  femblables  Arithmétiquementdans  chaque  co- 
lonne ,  trois  dans  le  fécond  degré ,  &  trois  dans  le  troi- 
fiéme  degré  dont  les  racines  font  rationelles. 
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I.    .    .    AT*     -H   13  X  ==I4,  AT*  -4-    IOJC==  II. 

1.  .  .  x^  -f-  15  X  ==;  34»         x'  -4-  10  x=  18. 

3.    .    .    X*    -+-    13  X  £=  48.  X*   -f-    IOXt==:  J7. 


Les  équations  femblables  géométriquement  font  celles 
dont  les  racines  ou  valeurs  de  l'inconnue  x  font  en  pro- 
portion géométrique  quelconque ,  ou  ce  qui  revient  au 
même ,  dont  tous  les  termes  d'une  équation  font  dou- 
bles ou  triples  ou  quadruples ,  &c.  de  chacun  des  termes 
correfpondans  dans  l'autre  ou  dans  les  autres  équations. 


Gomme  dans;^^  —  lyo  z*""  -f-  71002»  ==  loyoo. 

2»'- —    30^*  •+•    1847=       840. 


' ijx^  -f-     7ix==l       loy, 


Car  dans  ces  trois  équations  commençant  par  la  der- 
nière y  la  féconde  eft  double  de  la  dernière  ,  &  la  pre- 
mière eft  quintuple  de  la  féconde. 

Des  termes  des  Equations  de  tous  les  degrez»  ,  qui  ejt-ce 
qui  les  diftingue  ,  c^  quel  e^  leur  nombre  >  comment  il 
fjiut  ordonner  les  termes  d*une  Equation. 

Toutes  les  grandeurs  qui  entrent  dans  la  formation 
d'une  équation  du  fécond  degré  &  des  autces  plus  éle- 
vez ne  font  pas  pour  cela  des  termes  de  l'équation /il 
y  a  une  marque  qui  les  diftingue  &:  qui  eft  telle. 

Le  dernier  terme  d'une  équation  eft  toujours  celui  qui . 
eft  exprimé ,  ou  par  un  nombre  ou  par  des  lettres  connues 
ou  par  une  feule ,  fans  mélange  d'aucune  grandeur  in- 
connue ,  voilà  le  caraâére  qui  le  diftingue  en  quel- 
qu'endroit  qu'il  fe  trouve  placé. 

Tous  les  autres  termes  de  l'équation  font  diftingués. 

fv 


\ 
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par  les  puiffanccs  difFcrcntcç  de  Tinconnuc  comme  il* 
fuit ,  de  telle  force  que  toutes  les  grandeurs  qui  font  mul- 
tipliées par  une  même  puiflance  de  l'inconnue  ne  font 
toutes  enfemble  qu'un  feul  terme,  dont  la  place  eft  fixée 
dans  réquation  par  l'ordre  de  la  puiflance  qui  les  af- 
feûe  ou  multiplie. 

Voici  la  manière  d'ordonfter  les  termes  d'une  équation, 
ou  de  les  ranger  dans  Tordre  qui  leur  convient  5  comme 
ce  font  les  puiflances  de  l'inconnue  qui  détermine  8c 
qui  règle  la  place  des  termes  ,  je  mets  toujours  dans  le 
premier  terme  la  plus  haute  puiflance  de  l'inconnue,  &: 
je  mets  de  fuite  les  puifl'ances  décroiffantes  de  la  même 
inconnue  dans  les  termes  fui  vans  dans  le  premier  mem« 
brc  de  1  équation, avec  le  zéro  feul  dans  le  fécond  membre. 

x^'.  terme  z^.  terme.  3c.  terme,  d".  terme   fécond 

ou  homogène,  membre. 

x^        • a  x^     '-^  abx        -h-^^^==Q 


bx^     -+-4rx 


c x^ ^    -^bfx 


Tous  les  termes  doivent  être  homogènes ,  c'cfl:-à-dirc 
avoir  le  même  nombre  de  dimenfîons  dans  les  équations 
comme  dans  les  puiflances. 

Dm  Mmbre  des  termej  dans  mne  Equation. 

Une  équatioa  d'un  degré  quelconque  a  toujours  un 
terme  de  plus  que  i'cxpofant  de  fon  degré  ne  contient 
d'unitez  de  même  que  dans  les  puiflances  ,  &  lorfqu'il 
manque  quelque  terme  qui  a  été  détruit  par  des  Agnes 
contraires ,  ce  qui  ne  peut  jamais  fc  trouver  dans  la  for- 
mation des  puiflances  ,  mais  ce  qui  arrive  dans  la  for- 
mation des  équations  lorfqu'il  y  a  des  racines  pofitivcs 
&  négatives  9  je  remplis  les  places  vuidcs  des  termes  dé^ 
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truies  par  la  puifTance  de  Tinconnuë  qui  leur  convient 
multipliée  par  zéro  qui  rend  toujours  ce  terme  nul,  pré- 
cédé des  deux  fignes  ^ ,  parce  que  zéro  n'eft  ni  pofitif 
ni  négatif,  mais  le  terme  commun  des  grandeurs  pofi- 
tives  &  des  grandeurs  négatives ,  ainfi  lorfqu'il  manque 
une  puifTance  inférieure  dans  une  équation  ,  c'eft  une 
marque  que  ce  terme  eft  détruit. 

Cela  fuppofé,  une  équation  du*premier  degré  a  deux 
termes  ,  celle  du  fécond  degré  a  trois  termes  /  une  équa- 
tion jdu  troifiéme  degré  contient  quatre  termes ,  celle  du 
quatrième  degré  contient  cinq  termes  ,&  ainii  des  autres. 

Le  premier  terme  d'une  équation  6c  le  dernier  fe  nom- 
ment les  extrêmes  ,  les  autres  fe  nomment  les  termes 
moïens  ^  chaque  terme  molen  contient  une  puiffance  de 
l'inconnue  multipliée  par  un  nombre  connu  ou  lettre  con* 
nue  qui  eft  fon  multiplicateur  ou  coefficient  ou  fadeur* 

DES  RACINES  DES    EQUATIONS. 

Il  y  d  trois  chofes^  i  confidérer  dans  les  racines  der 
Equations,  i®.  Leurs  genres  y  i°.  leur  efféce  y  j^  leur 
nombre. 

Il  y  a  qttatre  genres  fupérieurs  ou  fe  rapportent  les 
différentes  racines  qui  entrent  dans  la  formation  des 
équations ,  ou  les  valeurs  de  l'inconnue  dans  chaque 
équation  du  premier  degré ,  puifque  nous  avons  démon- 
tré ci-deflus  ,  que  les  racines  d'une  équation  compofée 
oufesélémens  ,  font  les  équations  du  premier  degré  qui 
ont  été  multipliées  pour  la  former  ,  Ac  que  l'équation 
compofée  quelconque  ii'eft  autre  chofe  que  le  prodoit 
qui  réfulte  de  la  multiplication  réitérée  d'une  même  é» 
quation  du  premier  degré  ,  ou  de  plufieurs  équations. 

Quelque  fois  pour  abréger  on  nomme ,  mais  impro<* 
premenc  ^  la  racine  d'une  équation  la  valeur  de  Tijocoa- 
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nuë  X  dans  chaque  équation  du  premier  degré  qui  entre 
dans  la  formation  d'une  équation  compofee  ,  ainû  dans 

X* jx  -4-  I  %=  o ,  3  &  4  ne  font  pas  proprement  fcs 

racines,  car  3  n'efl;  que  la  valeur  de  Tinconnuë  dans  x 3 

;=2  o ,  &  4  n'cft  que  la  valeur  de  l'inconnue  dans  x 4 

=  0;  or  ce  font  ces  deux  équations  fimplcs  du  premier 
degré  qui  font  toutes  entières  les  élémens  ou  les  racines 
de  réquation  compofét  x^  - —  7  x  h-  i  t  ==  o  ;  elles 
entrent  dans  fa  formation  naturelle  ,  &:  non  pas  leurs 
valeurs  (eparément* 

Le  premier  genre  comprend  les  racines  pofitives. 

Le  fécond  genre  comprend  les  racines  négatives. 

Les  deux  premiers  genres  s'étendent  aux  deux  genres 
fuivans ,  dont  le  troiâéme  comprend  les  racines  égales , 
le  quatrième  genre  comprend  les  racines  inégales. 

Ces  quatre  genres  comprennent  toutes  les  racines  qui 
pcuvent^entrer  dans  la  formation  des  équations  >  &:  fe 
divifènt  en  trois  efpéces  primitives,  qui  ont  chacune  deux 
efpéces  fubalternes  qui  les  divifènt  encore ,  c'eft  ce  que 
nous  expliquerons  dans  le  détail. 

La  jracine  eft  pofîtive  dans  une  équation  du  premier 
degré,  lorfque  la  valeur  de  fon  inconnue  eft.pofitivc, 

&  je  connois  par  le  figne qui  la  lie  à  x  qu'elle  cft 

pofîtive,  comme  dans  x  — —  a  t=3  o ,  car  mettant  a  dans 
le  fécond  membre  en  changeant  fon  figne,  j'ai  x  =^  -i-*  ^, 

donc  cette  valeur  a  eft  pofîtive ,  je  nomme  x^ ^=  o 

une  racine  pofîtive. 

Âinfi  les  racines  font  pofîtives  dans  une  équation 
compofee  ,  fi  les  valeurs  de  Tinconnuë  font  pofîtives 
dans  les  équations  fîmples  qui  entrent  dans  fa  forma- 
tion. 

Car  fî  je  multiplie  x d  =  o  par  elle-mcme^commc 

c'eft  une  racine^  pofîtive  ,  Téquation  du  fécond  degré 

x"^ 1  ^  X  -4-  44  ==  o  qui  en  eft  le  produit ,  a  fes  deux 

racines  pofîtives. 


Livre    fkemier.  ic^^ 

La  racine  négative  au  contraire  d'une  équation  corn- 
poféc  eft  une  équation  <lu  premier  degré  oii  la  valeur  de 
rinconnuë  cft  négative  ,  &  par  confcquent  précédée  du 
figne  -+-  comme  x  -*-  4£=  o  eft  une  racine  négative, 
car  la  valeur  de  x  eft  négative ,  puifqu'en  tranifpofant 
j'ai  xc== 4 ,  or  il  eft  évident  que a  eft  une  gran- 
deur négative. 

Chaque  genre  de  racine  fe  divife  en  trois  efpéces  pri« 
initives  qui  font ,  i®.  les  racines  réelles,  i^.  les  racines 
imaginaires,  30.  les  racines  mixtes^  en  partie  réelles  6c 
en  partie  imaginaires  $  mais  elles  font  proprement  imagi- 
naires, car  l'imaginaire  (e  communique  au  réel  qui  Tac- 
compagne  comme  une  contagion. 

Chacune  de  ces  efpéces  primitives  fe  divife  encore  en 
deux  efpéces  fubalternes  ,  ce  qui  comprend  i^.  les  ra» 
cines  rationelles ,  z^.  les  racines  irration  elles. 

La  première  efpéce  contient  .les  racines  réelles  ,  & 
cette  première  èfpéce  primitive  fe  divife  en  deux  ef- 
péces fubalternes^  qui  font  i^.  les  racines  réelles  ration- 
nelles ,  1®.  les  racines  réelles  irrationelles. 

i**.  Les  r'acines  réelles  rationelles  ou  commenfurables, 
font  celles  dont  la  valeur  s'exprime  exaftement  dans 
l'équation  fimple  par  un  nombre ,  ou  par  unclcttre,  com- 
me X  -^ —  a  ==5  o ,  X 4  ;==  o. 

zo.  Les  racines  irrationelles  ou  incommenfurables  , 
font  celles  dont  la  valeur  s'exprime  par  le  fecours  du 
ligne  radical  dans  l'équation  fimple,  comme  dans  x 

f-^  ==  o ,  X >^7"  =  ^'  ^^^  ^^  ^^  P^^^  point 

exprimer  cette  valeur  exadement ,  ni  en  lettres  ni  eo 
nombres  s  mais  o^n  peut  par  la  Méthode  d'approximation 
en  approcher  à  l'infini  ,  en  exprimant  cette  valeur  par 
deux  nombres ,  l'un  plus  grand ,  &  l'autre  plus  petit ,  qui 
ne  peuvent  jamais  atteindre  à  une  exprefllîon  exaâe  , 
parce  qu'on  ne  peut  tirer  la  racine  exaâe  ni  de  »^ ,  ni 
de 
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La  féconde  efpéce  primitive  qui  contient  les  racines 
imaginaires  fe  divife  en  deux  efpéces  fubalcernes;  (ça* 
voir,  t^.  les  racines  imaginaires  rationelles,  i^.  les  ra- 
cines imaginaires  irrationelles ,  ou  impoflibles  qui  font 
celles  donc  on  ne  peut  (e  former  aucune  idée. 

Comme  la  racine  quarrée  de a  a ,  qui  eft  impof^ 

fible ,  car  il  eft  impoflible  qu'un  quarrc  ou  en  général , 
toute  puiffance  dont  Texpofatit  eft  pair  foie ,  précédée  du 
figne  — ,  puifque  -+•  x  HK  donne  -t-  au  produit  8c 
X donne  aufïi  -H  au  produit. 

Ainfi  ces  racines  imaginaires  font  les  racines  paires 
des  grandeurs  négatives  considérées  comme  des  puif- 
fances  paires  >  &  on  ne  peut  exprimer  ces  racines  fans 
un  figne  radical  qui  a  deux  fignes ,  Tun  fous  le  figne  qui 
eft  toujours  ^ —  ,  &  Taucre  hors  le  figne  ou  devant  le 

figne  radical  qui  eft  ou  -+-  ,  ou ;  ce  figne  qui  eft  le 

premier  fuit  toujours  la'  régie  des  fignes  dans  les  opé- 
rations y  ce  qui  le  fait  varier  ;  mais  le  figne fous  le 

radical  ne  peut  jamais  varier ,  il  eft  de  Teftence  des  gran<- 
deurs  imaginaires. 

Une  racine  imaginaire  eft  rationelle ,  lorfque  la  gran* 
deur  ou  valeur  imaginaire  de  Tinconnuë  eft  une  puif- 
fance exade  &  parraice^femblable  à  Texpofant  du  figne 
radical  comme  4^  qui  eft  une  féconde  puifiancc  comme 

Texpofant  de  fon  radical  dans  x  -f-  y ^1  ,  comme  4' 

qui  eft  une  troifiéme  puiffance  parfaite  &  femblable  à 

Texpofant  du  radical  i^Tdans  x'-^lrZT^i  ,  &c. 

Une  racine  imaginaire  eft  irrationelle  ou  incommen- 
furable ,  lorfque  la  valeur  imaginaire  qui  eft  fous  le  figne 
n'eft  pas  du  même  degré  que  Texpofant  du  figne  radical 

(bus  lequel  elle  eft  placée  comme  kT",dans  x^ >C5. 

&c. 

.  .  On  connoîc  aufli  peu  les  racines  imaginaires  ration 
:':  ^  nclles 
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nelles  que  les  irrationelles  ,  elles  marquent  êgalemenc 
rimpoflîbilicé  du  Problème. 

Remarque.  Lorfqu'en  cherchant  \  réfoudre  upeéqua^ 
cion  propofée  qui  eft  réduire  à  fa  plus  fimple  expref- 
fion  9  &  dans  laquelle  par  conféquent  il  n'y  a  poînjc  d'in-* 
commenfurables ,  on  trouve  des  racines  imaginaires,  c'eft 
utie  marque  qu'elles  y  font  en  nombre  pair  avec  des 
iîgn^s  contraires  y  puifqu'elles  font  détruites  dans  Téqua* 
tion ,  &  qu'elles  ne  paroifTent  point.  Ainfi  s'il  y  a  une  ra- 
cine imaginaire  dans  une  équation  du  fécond  degré  ^ 
elles  (ont  tous  les  deux  imaginaires  ;  dans  une  équation 
du  troifîéme  degré ,  il  y  a  deux  racines  imaginaires  avec 
une  troifiéme  racine  qui  eft  réelle  ;  dans  une  équation  du 
quatrième  degré  ^  il  y  a  quatre  racines  imaginaires  ,  ou 
deux  racines  imaginaires  avec  deux  racines  réelles ,  & 
ainfi  des  autres. 

La  troifiéme  efpéce  primitive  contient  les  racines 
mixtes,  c'eft-i-dire  mixtes  imaginaires ,  en  partie  réelles 
iL  en  partie  imaginaires  \  elles  font  exprimées  par  deu)C 
grandeurs  liées  enfcmble ,  dont  Tune  eft  réelle  précédée 
d'un  feul  figne ,  &  l'autre  imaginaire  précédée  de  deux 

fignes ,  dont  le  fécond  eft ,  ce  qui  eft  effcnticl  aux 

grandeurs  imaginaires,elles  font  précédées  de  deux  fignes 

— -  4  eft  une  grandeur  imaginaire   fans  figne  radical 

\rZZh  eft  une  grandeur  imaginaire  avec  un  figneradicaL 

Ainfi  H-  A   1  ■        b  eft  une  grandeur* mixte  imaginaire 

dans xZj^  aljÇ^  —  ^:==  o,  de  mêmex  -1-  4  -+-  VZIT 

c=  o,  eft  une  racine  imaginaire. 

Les  racines  mixtes  imaginaires  fe  trouvent  fouvent 
dans  les  équations ,  car  étant  multipliées  Ifts  unes  par  les 
autres  >  elles  donnent  des  grandeurs  réelles  dans  le  der* 
nier  terme  de  l'équation  ;  or  elles  ne  peuvent  donner 
de  grandeurs  réelles  que  lorfqu'elles  fe  trouvent  deux  à 
deux  y  ou  quatre  à  quatre ,  &c.  toujours  en  nombre  pair, 

car  multipliant  H-  y/'^ZHl  x V/T^TTi  le  produit  réel 

Analyfe  t 
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cft  -4-  4  qui  cft  pofîtif ,  mais  -+-  ^"1177  ^  ^  ^ 


donne  le  produit  négatif  rccl  — ^  à.  de  même  auiU 
- —  î/'iri  X '^^'Zri  donne  ic  produit  ncgatif  réel 

Le  croifiéme  genre  des  racines  des  équations  contient 
les  racines  égales ,  or  les  racines  font  égaies  ,  ior(quc 
la  même  équation  du  premier  degré  ctt  muiapliéc  4)ar 
elle -même  dans  réquaiion  compoioc,  comme  dans  x^ 
%êx  -4^  at-a^  o ,  il  y  a  deux  racines  égales  x  — — 4 
o ,  &:  X  «-f~  é  g-rrr  o ,  dont  la  multiplication  donne 


cette  équation  du  fécond  degréîde  même  dansx^ j  ax^ 

•4^  j  4»jf ^'jcwD^ily  a  trois  racines ^alcs  ,  puif» 

que  cette  équation  contient  le  ptoduk  de  x  — ^  ^  =s  o 
multiplié  d'abord  par  elle-même  ^  &  de  plus  le  produit 
qui  en  réfult e  multiplié  par  la  même  racine ,  qui  font 
deux  multiplications  par  la  même  racine. 

Le  quatrième  genre  des  racines  contient  le&  racines 
tnég»1^9  il  s'en  trouve  dans  toutes  les  équations  ibr- 
toees  par  la  multiplication  des  équations  (impies  dont  la 
valeur  cft  différente  ^^  ce  qui  efl:  d  commun  que  cela  ne 
amande  pas  d*a,utre  explication.  Ces  deux  derniers 
genres  iont  plAtôt  des  propcLétez  que  des  réritez  pro* 
prçs  à  dbnner  des  principes  pour  la  réCbliition  des  fequa* 
tipns. 

I>H  mmire  êtes  râcints  dans  Its  éqMti$tu. 

Le  nombre  à^^  racines  établit  la  plus  grande  diver- 
fité  des  équations  qui  eft  celle  de  leurs  degrez ,  il  y  a 
toujours  dans  une  équation  autant  de  racines  que  l'cx- 
pofant  de  fon  degré  contient  d'unitez  -,  ainfi  dans  le  pre- 
mier degré  il  y  a  une  racine  par  fimple  analogie,  ce  n'eft 
pas  proprement  une  racine,  puifque  Téquation  du  pre- 
mier degré  n'eftpas  un  produit. 
'  Dans  une  équation  du  fécond  degré  il  y  a  deux  racines^ 
dans  une  équation  du  troifiéme  degré  il  y  a  trois  racines: 
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dans  be  quatrième  degré  il  y  a  quatre  racines  y  &c. 

De  la  diverjité  qui  nait  dans  une  Equation  par  les  racines 
fefiti'Oes  (jt  négatives  mêlées  enfemble. 

Il  cft  évident  que  fi  tous  les  termes  de  l'équation  ont 
le  figne  -+-  ^toutes  les  racines  font  négatives,  x®.  fi  les 
termes  ont  alternativement  les  fignes  -4-  &  — — ,  alors 
toutes  les  racines  font  pofitivcs ,  5°.  fi  on  trouve  cet  ordre 
interrompu^  &  qu'il  y  ait  des  fignes  -4-  &-—  non  pas 
alternativement ,  mdis  deux  plus  de  fiiite  «4^  -4-  ,  ou 

deux dans  quelques  termes,  alors  il  y  a  néceflaire- 

ment  des  racines  pofitives  &  des  racines  négatives.  ' 

I>e  la  préfaration  des  équations. 

Pcéparer  une  équation ,  c'eft  lui  donner  la  former  la 
plus  commode  &  la  plus  avantageufe  pour  parvenir  à  ia 
rcfbliition ,  qui  donne  celle  du  Problême  propofé. 

Il  y  à  quatre  préparations  nécefFaires  fans  lefi^uelles 
on  ne  pourroit  refôudce  l'éqûatîon  propofée  ^  aufqueUes 
)*en  ajoute  quatre  autres  qui  font  d'élégance  ai  non  pas 
de nèceflké  ^  &  qui  rendent  fa  réiblutionplur  facile; 

!*•  La  première  àL  la  plus  efientielle  confifte  à  faire 
évanouit  toutes  les  inconnues  hors  une  feule  dansTéqua- 
tion  unique  à  laquelle  on  a  réduit  toutes  les^  émiations 
qu'on  a  trouvé  d'abord  fuivant  les  conditions  du  Pro- 
blême. 

z^.  La  féconde  confifte  à  délivret  cette  unique  équa- 
tion de  toutes  grandeurs  incoonmendirables^  ;  s^ik  y  en 
a  y  àiultipliant  tous  les  termes  de  l'équation  y  pour  î'é^ 
lever  à  la  puifiance  exprimée  par  l'expofant  du  figue, 
radical  de  ces  grandeurs  incommenfijtableSé 

30.  Latroifiéme  confifte  à  délivrer  cette  équation  de 
toute  fraûion ,  ce  qui  fe  fait  encore  en  élevant  Téquar 


za4  Akaltsb    gbkehale,   ' 

non  à  la  puiflance  exprimée  par  le  dénominateur  de  la 
fraâion  s'il  n'y  en  a  qu'une  ^  ou  par  la  fomme  de  cous 
les  dénominateurs  s'il  y  a  plufieurs  fradions. 

4^.  La  quatrième  fl  le  premiier  terme  qui  contient  la 
haute  puiUance  de  l'inconnue  à  un  coefficient  diffërenc 
de  l'unité ,  il  faut  divifer  tout  par  ce  coefficient  ou  mul- 
tiplicateur. 

50.  Il  faut  rendre  tous  les  termes  pofitifs  hors  le  pre- 
mier fcul  qu'il  faut  rendre  négatif  pour  rendre  le  der- 
nier terme  qui  eftl'homogéne  de  comparaifon  pofitif^ 
lorfqu'il  efl  négatif  dans  l'équation  propofée  ,  &:  à  cet 
effet  je  change  tous  les  fignes  de  l'équation. 

Or  fi  l'on  change  tous  les  fignes  des  termes  pairs ,  fça- 
voirlefecondy  le  quatrième,  le  fîxiéme  ^  &c.  dans  une 
équation  fans  toucher  aux  fignes  des  termes  impairs  qui 
font  le  premier  ,  letroifiéme,  le  cinquième,  &c.  alors 
toutes  les  racines  pofitives  feront  changées  en  négatives , 
6c  les  racines  négatives  feront  changées  en  pofitives. 

Au  contraire ,  fi  l'on  change  tous  les  fignes  dans  les  ter« 
mes  d'une  équation  où  la  puiffance  de  l'inconnue  a  pour 

expofant  un  nombre  impair  comme  x'  j  x^ ,  x^  y  x^.  8cc. 
fans  toucher  aux  fignes  des  autres  termes.  Alors  toutes 
les  racines  pofitives  feront  changées  en  négatives ,  &  les 
racines  négatives  feront  changées  en  pofitives. 

^o.  Il  faut  réduire  Téquation  propofée  à  fa  f  lus  fîmple 
expreflion  ou  à  moindres  termes  ;  ce  qui  fe  fait  en  la  rc- 
duifant  à  l'équation  primitive  d'où  elle  efl  dérivée  comme 
il  fuit.  Par  exemple  ,  foit  l'équation  propofée  A .  .  z,* 


^' 


I  y  o^*  -4-  7  1 00*  5==  lojoo  ==  o  ,  ^ont  les 
cœfficiens  numériques  font  diftingtiez  par  les  différentes 
puiffances  de  l'inconnue  z,    * 

Les  trois  racines  de  cette  équation  font  pofitives ,  c'cft 
X— -30  =  0,5:; yo  =  o,  &5S 70;=  p, 

Je  divife  tous  cœfficiens  ou  multiplicateurs  par  qucU 
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qu'un  des  nombres  premiers  &  par  Tes  puKTances  correfl 
pondantes  à  celle  de  a  ;  mais  pour  abréger  je  tente  d'abord 
la  divifion  alternativement  par  les  puifTances  des  nom-» 
bres  impairs  &  des  pairs  la  divifion  de  1  homogène  ou 
dernier  terme  loyoo,  qui  répond  à  4 ',  je  le  divifc  d'abord 
par  les  troiûémes  puifTances  des  nombres  premiers  feule- 
ment qui  peuvent  le  divifer  exa£kement. 

Or  le  cube  de  y  cft  iiy  ,  jedivife  ioyoo=:4*  par  iiy  , 
î'at  le  quotient  exaâ  840, qui  fera  Thomogéne  d'une  autre 
équation.  Je  continue  la  divifion  par  les  autres  puifTances 
de  y ,  puifque  7100  ==  4^ ,  je  le  divife  par  ly  quarré  de 
y  y  le  quotient  eft  184.  De  même  je  divife  i  y  o  =:  4  par  y , 
le  quotient  eft  5  o  ^  ce  qui  donne  Inéquation  plus  fimple , 


M^  M^ 


B  .  .  ^' soy  -+-  ^84^ 7100  £==  o.  dont  les 

racines  fontj' 6==o,/ io£==o,/ 14=0. 

Je  <ente  encore  par  la  divifion,  fi  je  pourrois  réduire 
réquation  B  à  une  expreffion  plus  fimple  par  la  fuite  des 
puififances  d'un  nombre  premier  correfpondantes  aux 
multiplicateurs  marquez  par  les  puifTances  de  a. 

Je  divife  l'homogène  840  ==  4*  par  8  cube  2 ,  le  quo- 
tient eft  joy  qui  eft  un  autre  homogène. 

Je  divife  184  ==4^  par  4  quarré  de  x  ,  le  quotient 
cft  71.  Enfin  je  divife  30  =za  par  2  ,  le  quotient 
eft  I  y.  ce  qui  donne  une  autre  équation  réduite  encore 

C  ,.  x^ ly  x^  -4-  71  X loy  ==0. 

à  moindres  termesydont  les  racines  font  pofitives  x*-— -3 
»=»o,x y  c==2  0,  X' — 7==o. 

Comme  je  ne  peux  plus  divifer  cette  équation  par 
les  puifTances  d'aucun  nombre  premier  ;  )e  conclus  que 
c'eft  l'équation  primitive  dont  l'équation  propofee 
A  eft  dérivée.  Or  il  eft  plus  facile  de  téfoudre  Tc- 
quation  Ç  que  l'équation  propofee  A.  Et  après  avoir 

trouve  fes  racines  je  les  multiplie  par  les  divifeurs 

•  •  • 

f  fij 


io6  Analyse    cENEx^ALEy 

^ue  î'ai  employé  ^  5  fi£   x^  or    3.    5.    7   multipliez  par 

j  6c  par  z  donnent  30^    50,  70,  pour  racines,  c'eft-à^ 

direz»— —  30 ssssao,;^» yo  =  o,  z» 7o===:o(bnc 

les  trois  racines  defirées ,  puifque  ce  font  les  trois  équa^ 
rions  du  premier  degré  dont  1  équation  propofée  A  con* 
tient  le  produit. 

Remarqtéc.  Cette  préparation  qui  n'eft  que  d'élégance 
mais  crès*nacurelle ,  puifqu'il  èft  auffi  abfurde  de  vouloir 
refondre  une  équation  fans  la  léduire  y  comme  de  trouver 
la  valeur  d'une  fraûton  fans  la  réduire  à  (c%  moindres  tcx^ 
mes,  fournit  un  moïen  facile  &  (impie  de  réduire  toutes 
les  équations  compofèes  à  leur  équation  primitive  dont  la 
valeur  des  racines  foncdes  nombres  premiers;  ce  qui  don- 
ne moïen  d'en  drefler  des  tables ,  comme  il  eft  expliqué 
ci-deflus  y  page  ;  %. 

7^  Enfin  toute  équation  pr6po(ee  étant  réduite  à  moin- 
dres termes ,  je  place  l'homogène  feul  qui  eft  le  dernier 
terme  dans  le  fécond  membre  ^  parce  qu'il  eft  connu  j  8& 
je  mets  dans  le  premier  membre  tous  les  autres  termes«< 
Cette  difpofition  eft  la  plus  favorable  pour  la  réfolution» 
puifque  tout  l'inconnu  eft  dans  le  premier  membre ,  àc 
le  connu  dans  le  fécond  membre»  ce  qui  eft  très^  naturel; 
On  voit  clairengient  ce  qu'il  faut  faire ,  c'eft  de  tirer  la  ra- 
cine de  chaque  membre.  Toute  autre  difpofition  n'eft  ni 
affeï  fknple  \  ni  afTez  naturelle  :  j'avoiie  que  la  difpofition 
de  M^  Defcartes  qui  place  toutes  les  grandeurs  dans  le 
premier  membre,  &  le  zéro  feul  dans  le  fécond  membre  » 
eft  préférable  à  toute  autre  difpofition  lorqu'il  s'agit  de 
former  une  équation  ;  mais  celle--ci  mérite  la  préférence 
lorfqu'il  s'agit  de  réibudre  ces  équations. 

Mn  qu$i  cênfi/tt  U  réfûhtUn  des  Equations. 

La  résolution  de  toute  équation  confifte  à  trouver  fes 
racines  ou  les  valeurs  de  l'inconnue  ^  c'eft-à-dire  à  trouver 
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chacune  de^  équations  fimples  du  premier  degré  qui 
en  font  élemens  &  donc  elle  conciçnf  U  produit  ^  U 
d'en  trouver  autant  que  Texpofant  du  degré  ^cf  équation 
contient  d'unitez  j  il  faut  de  plus  que  chaque  ¥akur  de 
rinconnuë  foit  un  nombre  entier ,  car  une  fradion  ne  peut 
point  être  la  valeur  d'une  inconnue  dans  une  éqnatioa 
préparée ,  où  il  nefc  trouve  par  coaféqueot  ni  ftaûipns 
ni  incommenfurables» 

Mais  avant  d'entreprendre  de  réfoudre  les  équations 
de  tous  les  degrez  à  Tinfîni ,  c*eft-a-dîre  d'en  trouver  les 
racines ,  il  faut  examiner  d'abord  comment  les  racines  èc 
leurs  valeurs  font  contenues  dans  une  équation  &  dans 
tous  Tes  termes ,  comn>e  il  fiait.  .  * 

Comment  les  racines oulcsvalcurs des  racines Jint  contenues 
dans  une  équation  &  dans  fes  différens  termfs. 

£n  général  tomt  équation  contient  le  produit  de  tou- 
tes fes  racines  multipliées  les  unes  parles  autres  i  c'eft  l.a 
€6tMùC  des  produits  particuliers.  Mais  chaque  produit 

Jiarticuiier  donne  un  terme  ou  une  partie  d'un  terme  de 
'équation. 

3e  prends  pour  exemple  une  équation  littérale  du  troi-^ 
fiéme  degré  &  une  équation  en  nombres  du  même  degré 
pour  en  examiner  plus  facilement  chacun  des  produits» 

X  4  «=  o 

X    V   -f-  i  I o 


«■ 


** 4X 


bx  — .  sb 

X    X  — —   C   ! :    O 


jt' *x*— —  abx  -4-  4bc 

bx*  -*-     SCK 

ex* bcx 


xot  Analyse   ginbuale. 


X   X 


X*—    %x 


4Ar  — —  8  =  o 


mm 


x'  -f-   XX  8 

X    X   — —    X    a==s    O 

X»  -t-   ix' 8  X  -H   I  tf 

xx* 4X 

ou  X*  ■+*    o  X* Il  X    •+-     I  tf   c=3    o. 


Chacune  de  ces  équations  eft  du  croifîéme  degré  &  con« 
tient  quatre  termes. 

Le  premier  terme  contient  la  haute  puifTance  de  Tincon- 
nue  feule  ;  &  le  dernier  terme  contient  (êulement  le  pro« 
duit  des  trois  racines  ^  abc ^  ou  itf ,  qui réfulte  en  multi** 
pliant  les  trois  racines  Tune  par  l'autre  axhxc  ==  abc , 
2x4x2  =  I  tf.  Voilà  ce  qui  eft  contenu  dans  les  deux 
termes  extrêmes. 

Tous  les  termes  moïens  contiennent  un  multiplicateur 
avec  une  puiflance  de  Tinconnuë ,  laquelle  diftingue  les 
difFcrens  termes  par  la  différence  de  ks  degrez. 

Ainfi  dans  Téquation  littérale ,  le  fécond  terme  con- 
tient trois  grandeurs  a^b  ^c  multipliées  par  la  même  puif- 
fance  x*  qui  eft  moindre  de  l'unité  que  dans  le  premier 
terme  :  c'eft  pourquoi  ce  font  des  produits  partiaux  qui 
ne  font  qu'un  feul  terme ,  or  fi  H*  ^  qui  eft  pofitif ==le$ 
deux  grandeurs  négatives  4  ^  c^  alors  ces  grandeurs  éga* 
les  fe  détruifent  par  des  fîgnes  contraires  ,  comme  il  fe 
voit  dans  Tcquation  numérique  x^  :+i  ^x* —  iix  -+-  16 
i=i  O  dans  laquelle  le  multiplicateur  du  [fécond  terme 
eft  détruit  &;  fa  place  vuide  eft  remplie  d'un  zçro ,  qui 

ctanc 
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étant  nul  »  ce  fécond  terme  efl;  abfolument  nul. 

Le  fécond  terme  contient  toujours  la  fomme  de  toutes 
les  racines ,  c'eft-à-dire  i  o.  que  fon  niulclplicateur  contient 
réellement  la  fomme  de  toutes  les  racines  fi  elles  font  fem- 
blables,  ou  toutes  pofitives  ou  toutes  négatives,  i^.  Si 
elles  font  inégales  avec  dps  (îgnes  contraires ,  cette  fom- 
me eft  la  différence  des  pofitives  &:  des  négatives.  50.  Si 
les  racines  négatives  font  égales  aux  pofitives  y  leur  fom* 
me  ou  leur  différence  efl  zéro ,  ce  qui  détruit  le  fécond 
terme. 

Le  cœfiicient  ou  multiplicateur  1 1  du  troifiémc  terme 
ixxdsLns lequation  numérique  du  troifiéme  degré  con- 
tient la  fomme  des  produits  des  racines  prifes  deux  à  deux 
&  multipliées  par  une  puiffance  de  x  moindre  de  deux 
unirez  que  dans  le  premier  terme.  La  preuve  en  efl  évi-^  * 
dente  dans  le  troifiéme  terme  de  l'équation  littérale,  d^nsi 
laquelle  le  troifiéme  terme  contient  les  trois  produits 

Mky.3ty    i»^}CX>    hOiM* 

4  b  X. 
4  ex. 

ic  X. 

Si  Ton  forme  une  équation  d'un  degré  plus  élevé ,  corn* 
me  du  quatrième ,  cinquième  fixiéme  degrez  ,  en  réité- 
rant la  multiplication  des  racines  femblables  ou  différentes;, 
on  remarquera  que  le  quatrième  terme  contient  au  iquI* 
tiplicateur  quatre  produits  des  valeurs  de  quatre  racines 
prifes  trois  à  trois ,  multipliées  par  une  puiflance  de  l'in*^ 
connue  moindre  de  trois  unirez  que  celle  du  i^*^.  terme. 

Que  le  multiplicateur  du  cinquième  terme  contient 
cinq  produits  des  valeurs  de  quatre  racines  prifes  quatre 
à  quatre.  Et  ainfî  de  fuite  à  Tinfini ,  oh  trouvera  autant 
de  produits  que  les  racines  peuvent  en  fournir  de  dif^ 
férens. 

Anélyfc.  u 


V    . 


tro  Analyse    générale, 

Mais  le  pénultième  terme  dans  toute  équation  eft  tou- 
jours celui  qui  contient  Tinconnuë  au  premier  degré  avec 
tous  les  multiplicateurs  partiauxi 

Il  fuît  de  là)  i^.  Que  dans  les  termes  pairs  quifontle 
fécond^  le  quatrième,  ie(îxiéme>  &c.  les  racines  y  (ont 
toujours  dans  le  nombre  qui  fuit ,  fçavoir,  une  aune  pour 
multiplier  l'inconnue  dans  le  fécond  terme  ;  mais  dans 
tous  les  termes  pairs  fupérieurs ,  les  racines  y  font  multi- 
pliées en  nombre  impair  ;  fçavoir,  trois  à  trois  dans  le  qua- 
trième terme ,  cinq  à  cinq  dans  le  cinquième  terme ,  fept 
à  fept  dans  le  huitième  terme  ,  '&c. 

z^.  Dans  les  termes  impairs  à  commencer  par  le  rrol^ 
fiéme  &  continuel:  par  le  cinquième  ,  le  fepriéme  y  &c« 
les  racines  y  font  multipliées  en  nombre  pair  ,  fçavoir 
deux  à  deux  dans  le  troifiéme  terme  >  quatre  à  quatre , 
dans  le  cinquième  terme  y  fix  à  fix  ,  dans  le  fepciéme 
terftie ,,  &c. 

£ég/e  générale  four  les  Jlgnes  dans  les  différens  termes 

des  Equations. 

i^.  Si  toutes  tes  racines  de  l'équation  font  négatives  ^ 
tous  les  termes  de  l'équation  ont  nèceflairement  le  fi«* 
gne  *+-  ,  car  alors  les  racines  font ,  x  -f-  4  «»=«=  o ,  ou 
X  •*♦-  ^tt=t=  o ,  &c.  Ainfi  tous  les  produits  qui  en  font  for- 
8iea&  ont  néceflTairement  le  figne  h-« 

a?^.  Si  toutes  les  racines  font  polîtives^  comme  >r  —^ii 
:£=»  o,  alors  tous  les  termes  ont  alternativement  les  fi<* 
gnes  -+-  jf— — ,  Car  le  premier  ter  me  a  toujours  le  figne 
•4^  par  hyporhéfe  ,  le  fécond  terme  a  le  figne  —— 
^ui{qu'il  contient  la  fomme  des  racines  poficives  qui  ont 
toutes  le  figne -^^^  dans  l'équation  fimplê^  comme  x^^m 

3^.  Dans  tous  les  autres  termes  de  réquàtiofi,  lorfque 
toutes  les  racines  font  pofitives ,  alors  tous  les  termes  paii:â 
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comme  le  quatrième ,  le  fixiémc ,  &c.  ont  le  iîgne , 

pnifqa'ils  ont  pour  multiplicateur  ou  coefficient  la  fomme 
des  produite  des  racines  en  xiomhre  ^paic  ,  ^ui  oat  le 

Mais  au  contraire  tous  les  termes  pairs  ont  le  figne  -f-  , 
puifqu'its  ont  pour  multiplicateurs  les  produits  des  valeurs 
des  racines  multipliées  en  nombre  pair ,  puifque  -—  x  -^ 
donne -+-. 

D'où  il  fuit  que  lor(que  toutes  les  racines  font  pofici-fc 
ves ,  alors  tous  les  termes  de  1  équation  ont  alternative* 
ment  les  (ignés  -+-  & . 

4*^.  Il  fuit  de  là  que  lorfqu'il  y  a  des  -f-  &  des dans 

une  équation^  6c  qu'il  fe  trouve  tantôt  deux  fais  le  figne. 

-t*- ,  tantôt  deux  fois  le  figne »  c-efl:  une  marque  qu'il 

y  a  des  rax:iaes  pofitives  Se  des  racines  négatives. 

5^.  Comme  le  dernier  terme  eft  le  produit  de  toutes 
les  racines ,  lorfque  le  nombre  des  racines  pofitives  eft 
pair,  le  dernier  terme  a  le  figne  -+-  i  mais  fi  le  nombre 
des  racines  pofitives  eft  impair  ,  le  dernier  terme  a  le 

figne ;  d'où  il  fiiit  que  fi  le  dernier  terme  d'une  équa* 

tion  a  le  figne— ,  il  a  nécelTairement  des  racines  pofitives 
réelles  ;  car  les  racines  imaginaires  qui  ont  des  fignes  con- 
traires fe  détruifent  &  donnent  le  figne  --H  au  produit 
t6el  qu'elles  rétablifleot  par  leur  multiplication. 


uij 


m  Analyse   générale, 


SECTION     TROISIE'ME. 

La  réfolution  des  Equations   en  général 

&  en  particulier. 

La  réfolution  des  Equations  pures  ér  fimfles  de  tous  les 
degrez»y  avec  la  formation  &  la  réfolution  des  Equa^ 
tions  du  fécond  ^egré. 

LA  réfolution  d'une  équation  d'un  degré  quelconque 
confifte  en  général  à  trouver  les  racines  dont  elle 
contient  le  produit ,  &  ces  racines  font  les  équations  (im- 
pies du  premier  degré  par  la  multiplication  dcfquclles  l'é- 
quation eft  formée ,  voilà  fes  élémens.  Ainfi ,  chercher  les 
racines  d'une  équation  ,  c'efl:  la  réduire  aux  équations 
fîniples  du  premier  degré  qui  font  Ces  racines  réelles  ;  de 
forte  qu'on  dit  qu'une  équation  eft  irréduûible  lorfqu'on 
ne  peut  la  réduire  à  des  équations  du  premier  degré  dans 
lefquelles  la  valeur  de  l'inconnue  foit  réelle ,  mais  imagi*» 
naire ,  ou  mixte  imaginaire. 

Or  une  équation  contient  autant  de  racines  qu'il  y  a 
d'unitez  dans  Texpofant  de  fon  degré ,  qui  eft  égal  à  Tex- . 
pofant  de  l'ïnconnuc  du  premier  terme  qui  eft  toujours 
fa  plus  haute  puiflance  dans  l'équation.  Ainfi  il  faut 
trouver  pour  chaque  équation  autant  d'équations  fim- 
pies  y  ou  du  premier  degré ,  que  la  haute  puiiTance  de 
rinconnuë  contient  d'unitez.  Il  faut  que  leurs  valeurs 
foient  réelles ,  puifque  l'inconnue  dans  une  équation  a 
autant  de  valeurs  que  l'expôfant  de  fa  haute  puiffance 
contient  d'unitez  )  &  que  les  valeurs  imaginaires  mar- 
quent de  l'impoflibilité  dans  le  Problême  qui  a  donne 
l'Equation. 


^  I  V  R,  B       PREMIER,.  ZX^ 

REGLE     GENERALE. 

tour  la  réfoluiion  des  Equations  de  tous  les  degrex, 

4  t  infini. 

^  Soit  en  général  l'équation  d'un  degré  quelconque. 
P  P — ^        _      P>— «•  P 

X    i^    AX  ^  V  X      . .  &c.  =  X* 

J'ajoute  de  part  &  d'autre  la  grandeur  m  élevée  à  la 

même  puifTance  que  l'inconnue  c'eft  m  Alors  je  confia 
dére  le  premier  membre  de  l'équation ,  comme  la  puifTan- 
ce du  binôme  jc  ;+i  w  ,  du  même  degré  que  l'équation  i 
elle  feroit  parfaite  fi  tous  les  multiplicateurs  m  h.  Sec.  des 
termes  moïens  étoient  les  puiflances  inférieures  de  m. 


\ 
I 


jai    X   ':^4x        Hh^'^AT  ...&c. -f-w  :ss:m    -+-    z. 


Enfuite  je  tire  la  racine  de  chaque  membre  te  du 
même  degré  que  Téquation  exprimée  par  cette  formule; 


P 

X 


p/""7  p 1  p X  p"  p/** 

1/   &    i^dx        '±ih" X     ..iCC.^m  =J/    I 

abrégeant  cette  expreflion  &  fubftituant  des  nombres  en  la 
place  des  lettres^  je  trouve  en  nombres  entiers  la  première 
racine ,  qui  me  fert  à  divifer  l'équation  propofée  ;  &  le 
quotient  eft  une  féconde  équation  abaifTée  d'un  degré  fur 
laquelle  j'opère  de  même ,  &  je  continue  jufqu'à  ce  que 
j'aye  réduit  le  tout  à  une  équation  du  premier  degré  :  par 
ce  moïen  je  trouve  de  fuite  toutes^  les  équations  ou  r^^* 
cines  dont  l'équation  propofée  efl  le  produit ,  ce  qui  &'é«- 
claircira  dans  la  fuite  par  des  exemples* 


»  Uj 
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t4  rtfoMiion  des  EquatioMs  finies  ^  fimfUs  de  tous  les 

degrez^  a  Pinfni. 

R 

Il  y  a  dans  tous  les  degrez  des  équations  pures  &: 
(impies ,  &  dans  le  fécond  degré  &  dans  les  autres  fupé- 
rieurs  ^  il  y  a  aufli  des  équations  afFcâées« 

Les  équation^  pures  &  ûmples  font  celles  qui  n'ooc 
que  deux  termes  »  Finconnuë  avec  un  nombre  ou  une 
lettre  connue ,  comme  x*  - —  a,  c=  o,  x*  -f-  x  c=  o , 
rinconnuë  peut  avoir  un  expofant  quelconque ,  ce  qui 
détermine  le  degré  de  l'équation ,  comme  x',x^  x^j 
&c.  &  le  figne  qui  joint  ces  deux  termes  a  le  figoe  «H  » 
ou  le  figne ,  ce  qui  comprend  deux  cas. 

Premier  cas.  Si  f  expofant  de  l'inconnue  eftun  nom- 
bre pair  comme  x  *,  x*,  ^que  fa  valeur  ait  le  figne ^ 

ce  qui  marque  qu'elle  efl:  pofitive  dans  Féquation  égalée 

àzéro,  comme x*^ 4==:o, x*- —  i6s=o,  lesva- 

letirs  des  deux  racines  font  réelles  &  racioncUes  ^  Tune 
ppfitive  X  —  a  =3=  o ,  Tautre  négative  x  -+•  x  ===  o ,  car 
en  multipliant  Tane  de  ces  équations  par  Tautrc 


j*ai  x^ %  X 


2X 


X*  o    X  — —  4c=s  Oj  ou  X*— 4  ==a  O^ 

Mais  fi  fai  x^-— *  ^ss  o,  fes  deux  racines  (ont  ré- 
cites ;  mais  irrationettes  ou  incommenfurables ,  puifqœ 
^ll'^eib  point  un  quatre  d'un  nombre  entier ,  maiideTin^ 
coramcnfurablei/~  Sa  racine  pofitive  eft  x  —  V'T  =  o, 
(a  racine  négative  eft  x  -+-  i/~s==.  o. 


En  général ,  foit  x   ^  =  o  (  dans  laquelle  Tex- 

pofant  /  fignifie  un  nombre  pair  quelconque }  on  aura 


L  I  V  II  E     PB.BM1EII.  tï^ 

pour  les  deux  racines  >^  Zp^ssaso,  car  en  élevant  Tune 
6c  l'autre  <le  ces  deux  binômes^à  la  même  puifTance  pair , 
en  les  tnulciplianc  l'un  par  l'autre  autant  de  fois  moins 
une  que  rexpofant  contient  d'unitez  ,  le  produit  fera 


P  P 

toujours  X  a    ==  o 

Second  cas.  Si  la  valeur  de   l'inconnue  eft  négative 

dans  réquation  du  fdbond  degré  ,  du  4^'.  6c  du  6^.  Se 

autres  degrez  pairs  ,   ce  qu'on  connoit  par  le  fîgne  -4- 

confime  dans  x^  ^-+^  4  =r:  o.  dans  ce  cas  les  deux  valeurs 

de  l'inobnnuc  x*  font  imaginaires^ ,  c'eft  x  H-  V^ZIT^ 

î=ï=o,  êc  ;c  — ^  V'TIirT' =ii:  o ,  car  aïant  élevé  unequan* 

tiré  négative  — —  a ,  ou  — •  1 ,  à  la  féconde  puiflTance  ou 

à  toute  autre  puifTance ,  dont  rexpofant  eft  le  nombre 

pair^  ,  donnera  toujours  '»-*-  4  6c  jamais  ,—  41  ^  au 
produit. 

Troifiéme  cas.  Si  Texpofant  de  Tinconnuë  eft  un  nom- 
bre impair,  i ,  j  ,  J ,  7,  &cc.  Tinconouë  dans  le  premier 
de^é  n'a  qu'une  feule  valeur ,  mais  dans  les  autres  de-» 
'  grez  y  elle  n'aura  qu'une  valeur  réelle  qui  eft  poficive , 

lorfqu'clle  a  le  figne ,  dans  Féquation  du  premier 

degré ,  comme  x a  ==  o. 

Quatrième  cas.  Mais  cette  racine  réelle  eft  négative 
lorfqu'elle  a  le  figne  -4-  dans  Téquation  du  premier  de- 
comme  x  -4-  4^*m  o ,  toutes  les  autres  racines  font  ima- 
ginaires dans  ces  quatre  cas;  ainfi  dans  x'— ^4'  =±=5:  o^ 
qui  eft  du  premier  degré  la  valeur  a  précédée  du  figne 
«-^  eft  poficive. 

Dans  l'équation  pure  &  fimple  du  troifiéme  degrc 
X*  ——4'  ==0,  la  racineeftréellea^  pofîtive,c'eftx-— 4 
c=  o,  car  la  racine  d'une  puiflance  poficive  eft  poficive^ 
mais  dansx'  -H  4^  =  o  qui  eft  une  troifiéme  puiftance 
négative ,  la  racine  réelle  eft  négative»  c  eft  jr  -f-  4  e=  o^ 
puifque  le  cube  d'une  grandeur  négative  eft  négacif,  en 

général  foit  x^— —  4  c=3e=»^^ d«ti9 ki^tieUc  l'exp^fimc^ 


zi6  Analyse    gembrale, 

marque  un  nombre  pair  quelconque  )  on  aura  pour  la 

racine  réelle  &  pofîcive  x a  ==s  o ,  au  contraire  dans 

x^  *-+-  a   ==  o ,  on  aura  pour  racine  réelle  &  négacWe 

X  -4-4==  o. 

Toutes  les  autres  racines  des  degrez  fupérieurs  à  com^* 
mencer  par  le  troifiéme  font  toutes  imaginaires  y  excep- 
té la  première  racine  dans  les  équations  pures  &  (impies^ 
foit  que  rexpofant  delà  haute  puiflance  foit  pair  ou  im- 
pair,  &  foit  que  le  terme  connu  qui  eft  Thomogéne  de 
réquation  foit  pofitif  ou  négatif.  Exemple ,  dans  le  troi- 
fiéme degré  x^ 8  ==3  o ,  n'a  aucune  feule  racine  ré* 

elle  pofitive ,  x z  ==  o ,  les  deux  autres  font  mixtes 

imaginaires ,  &c  négatives  dans  la  partie  réelle  ,  &  Tune 
poûtive  ,  Taqtre  négative  dans  la  partie  imaginaire  , 
c'cft  AT  -4-  I  —  V^  =  o ,  &  X  -H  I  -H  v^IZ7=  o. 


Fûrmathn  de  x' J~-  8  s==  o. 


X     •+-    I  V j===  o 

X  X  -+-  I  -+-  v^mi  =  o 


x'  -+ 

-IX  — 

-  x\/Z 

T) 

-  I  y  -*- 

■  1  — 

-  I 

VZ 

— J 

xVZ. 

^    "^ 

H 

ivzr\- 

+-$«= 

=  0. 

X*   - 

H  X  X  -h 

-  I  -h 

-3( 

H 

-4)  — 

sO 

• 

oux*  H 

h-    X  AT  -f 

-  4  = 

=  0 

X  X 

•  1 0 

x^  H-  XX*  -4-  4X 

XX* 4X—  8 


x'ilox*  :Jiox— 8 

OUX^  —  8  ==!:  o 


Formation 
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normal  h»  de  x^  Hf-  S  =»  o. 


x  — 

—  I  — 

V  ""■,  =  o 

X    X  — 

—  I  -t- 

V'         j  =x=r2  O 

J^'- 

—  I  AT  - 

— ^V-, 

- 

—    IX  - 

4-  I  -+- 1  v^rir; 

^xV^^         iv^_,- 

■ï-~5  = 

-y* zx 


4 


X  X    -i-  %   •■ 1  o 


x' X  X*  -+-4X 


^  ^* 4x  Hh  8==30 


x'  ox*      o  X-+-  8 
oux'  -+-  8  s=  o 


De  même  dans  x'  -4-  8 1  o ,  la  racine  réelle  eft  né- 
gative ,  c*cft  X  -h-  X  ===  o  ,  les  deux  autres  racines  font 
mixtes  imaginaires ,  pofîtives  dans  la  partie  réelle ^  mais 
Tune  pofitive  dans  la  partie  imaginaire ,  Tautre  négative, 
ce  qui  fait  que  l'imaginaire  fe  détruit  par  des  fignes 
contraires  ^  &  ne  paroît  point  dans  Téquation  ^  dans  la* 
quelle J^iomogéne  8  eft  le  produit  de  la  racine  \x ,  par 
4=  iH-  3  qui  eft  le  produit  i  de  i  x  i  réel,  &  j  pro- 
duit réel  de  Timaginairc  H-  V'ZT^  x  ——  ^ZTy 


Andyfe. 


ixS 
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Formation  des  Iquationfdf$  fécond  degré  par  toutes  les 

efféces  des  racines  différentes. 

Chaque  équation  du  fécond  degré  cft  formée  par  la 
multiplication  de  deux  équations  du  premier  degré. 


Formation  far  deux  racines 
égales  &foJitives ,  réelles 
dr  rationelles.   , 


Formation  far  deux  Racines 
.  égales :dr  négatives  y  réeU 
les  ■&  rationelles^ 
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Far  deux  Racines  inégal tr 
fofitives. 


X 

X  X 


4 
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?af  deux  Racines  inégales 
négatives. 
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4X 
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*I^ 


P4r  deux  Raches  égales  l'unt 
fofitive ,  l'autre,  négative. 


X 

XX 
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ï»0 
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x^ 

_  f 

-6x 
-  6x  " 

-  Z'    ,       .....    i-i 

-n 

^  6-'         *■■  "0   r 

^'  : 

J3^    o  AT  r 

''               .  ".' 

Par  deux  Racines  inégales , 

pt^ne  pojitive  ^  C autre 
négative. 
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Formation  par  dçux  Racines  irrationcUcs. 

i- . . .  . .  ^ 

^  "^  •  ■  pû/tt$ve;  T autre  négative. 


X 
XX 
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X 
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^V7 

AT  W'T" 


X£ 


lAT 


2  :=o 


Ces  deux  racines  ne  Je  ren^ 
centrent  jamais  dans  une  /- 
quation  préparée  (jr  réduite  a 
fa  ferme  la  plus  Jimple  :  ni 
les^  racines  irrationelles  in^ 
égales. 
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ANALYSE    eENEHAlE, 


Formation  des  Equations  dufecond  degré  par  deux  racines 
itnazinaires  du  premier  degré  &  toujours  égales^  & 


tmagtnatres 
contraires. 
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Mixtes  imagtnatres 
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P^  dcMX  rdànes  imaginairts  dufttond  degré. 
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Méthode  nouvelle  m 

Remarque.  La  tnultiplicaclon  des  imaginaires  n*eft  point 
difficile ,  les  imaginaires  6nc  deux  fignes  qui  ies  précé- 
dent y  le  fécond  efl;  toujours  négatif,  il  eft  invariable  dans 
le  calcul  ,  foit  qu'il  y  ait  un  radical  comme  dans  les 
imaginaires  du  fécond  degré  ^  ^^^9  y  ou  qu'il  n'y  ait 
point  de  figne  radical  comme  dans  les  imaginaires  du  pre- 
mier degré.  H 3  >  & — —  5. 

Une  grandeur  réelle  multipliée  par  une  grandeur  ima- 
ginaire donne  toujours  un  produit  imaginaire,  c'eft  une 
contagion  qui  fe  contraâe  même  par  l'addition  &  par  la 
fouftraâion  ;  or  comme  les  racines  imaginaires  font  tou« 
jours  deux  à  deux  &  avec  des  (ignés  contraires  dans  une 
équation  ,  dans  laquelle  ces  imaginaires  ne  paroiffent 
point,  il  fuit  de-là qu'ils  fe  font  détruits,  ainfî  ils  donnent 
des  produits  mixtes  imaginaires  ,  qui  fe  détruifent  aufli 
par  des  fignes  contraires,  &:  il  nerefîedans  l'équation  que 
le  produit  des  grandeurs  réelles  par  les  grandeurs  réelles^ 
car  le  produit  des  imaginaires  par  les  imaginaires  con- 
traires ,  rétablit  la  grandeur  réelle  par  la  multiplication 

qui  eft  toujours  pofîtive,  ainfî  -+-  4  x 4 

16  ^  &c    de  même    -4 V~  x 


V~  donne  -+-  j  au  produit. 
Mais  lorfque  les  imaginaires  ont  le  même  premier  fîgne^ 
leur  produit  donne  une  grandeur  négative,  ainfî + —  j 


X  -H  —  5  ,  donne 3,  de  même  —  v^— j.  x  — •  v^— j: 

La  rêfoluthn  des  Efuatîâns  du  fécond  degré. 

Nous  venons  de. donner  la  réfolution  des  équations 
pures  &  finlples  de  tous  les  degré  à  l'infini  ^  il  refte  à 
donner  la  réfolution  des  équations  affeâées  de  termes 
œoïens ,  ce  font  celles  qui  ont  plus  de  deux  termes  s  or 
les  équations  afFeâées  des  termes  moiens  ont ,  ou  tous 
leurs  termes  comme  les  puifTaoces  ,c*eft-à-dire,  au-- 

X  tij 


^^^  Analyse    cekerale, 

ant  de  termes  que  rexpofanc  de  leur  degré  concienc  d'u- 
nitez ,  &c  un  terme  encore  de  plus ,  ou  bien  il  y  manque 
quelque  terme ,  ce  qui  eft  facile  à  connoitre,  puifque  les 
puiiïances  de  l'inconnue  diflingue  feule  les  termes  Se 
non  pas  le  nombre  des  grandeurs  ,  puifque  nous  avons 
vu  que  toutes  les  grandeurs  qui  font  multipliées  par  la 
même  puifTance  de  l'inconnue,  ne  font  toutes  enfemble. 
qu'un  feul  &  unique  terme  ;  donc  (i  la  fuite  des  puifTances 
cft  interrompue ,  ou  qu'il  s'y  en  trouve  quelqu'une  multî- 
pliée  paç  zéro  ,  c^eft  une  marque  que  ce  terme  <ft  éva« 
noui  8c  manque  dans  1  équation. 

£n  général^  toute  équation  du  fecoud  degré  s'exprime 
par  cette  formule  x  ^ax  =  ^  b'\  a  &c  b  font  des 
nombres  ou  des  grandeurs  connues. 

L'expofant  ^^  en  chifre  romain  eft  pour  cônferver  la 
Loi  des  homogènes  y  qui  veut  que  dans  une  équatioa 
tous  les  termes  aient  le  même  nombre  de  dimenfions , 
ici  h  eft  un  nombre  quelconque. 

L'inconnue  x*  eft  élevée  à  la  z^^.  puiffancc,  parconie-' 
quent  elle  a.deux  Afaleuis  ou  deux  racines  exprimées  par 

cette  formule  générale  x:+:j^HhI/    ±  aa'±^  ^.  =  o 

Ces  formules  font  des  régies  abrégées  qui  jjrefcrivent 
ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver  les  racines  des  équations  / 
mais  comme  la  formule  générale  pour  les  racines  cm* 
barrafle  fort  les  commençans  ,  pour  leur  en  faciliter  l'in- 
telligence ,  j'entrerai  dans  le  détail  de  tous  les  cas  foC- 
fibles  en  fuppofant  tous  les  termes  réels ,  il  y  a  fix  cas  qui 
donnent  ûx  fomsules,  qu'il  faut  éclaircir  par  des  exem- 
ples ;  fçavoir ,  les  deux  formules  des  équations  pures  &; 

{impies ,  la  première  formule  x* h  =  o  ,  dont  les 

dxîux  racines  réelles ,  l'une  pofitive  &  l'autre  négative  , 
font X  ^7 VT  =«  o  y  la  féconde  formule  eftor ^  -+-  h  =o, 
dont  les  deux  racines  fonç  imaginaires  x  ^  V^:^s==i  o. 


II  rcftc  donc  quatre  formules  des  (îx  formules  ordinaires; 
fçavoir ,  la  troificme,  la  quatrième, la  cinquième  &  la  fî- 
xiéme  qu'il  faut  expliquer,  &  ce  font  les  feuls  cas  des  équa- 
tions du  fécond  degré  aifcâées  de  termes  moïcns. 


yc.  X*  -(-  4 X  ===-~-^      tf^  Jc* 4x=== h. 


La  réfilution  des  EquatUns  ajfciiéès  du  fec$nd  degré. 


V    Dans  la  troifiéme  formule  x*!  -i-  4  x  ==  ^'^  voilà  pour 
réquatîon  :  mais  la  formule  pour  les  racines  ed   x 


Dans  cette  formule  toutes  les  équations  ont  deux 
racines  réelles  &  inégales  la  plus  petite  pofitive  ,  la 
plus  grande ,  négative.  Exemple  ,  en  nombres.  Soie 
réquation  x*  -H  10  x=  144.  pour  trouver  (es  racines, 
fuivant  ce  qui  eft  prefcrit  par  la  formule  des  racines 
qui  eft  une  régie  abrégée,  j'ajoute  de  part  &  d'autre  ^44 
i — ?  J  100  j'ai  doncx*  -4-  10  x  -j-  5  ^^o  ==  ^  loo, 
-4-  144.  dont  il  faut  trouver  les  racines. 

i'^.  3e  prends  la  moitié  du  multiplicateur  i  o  ==  4 ,  c'ejft 
5  =  i  4^  que  je  garde  à  part  y  ce  fera  la  première  par- 
tie de  la  valeur  de  la  racine. 

1^.  Pour  avoir  le  refte  de  fa  valeur  ,  je  quarre  cette 
moitié ,  c'eft  ^  4  4 ,  ou  i  100  ,  ou  152:  =  ly  ,  ou  Cmple** 
ment  je  quarre  y  ,  &  j'ai  ly. 

3^.  A  ce  quarre  )'a joute  l'homogène  (Jui  eft  le  dernier 
terme  fans  changer  fon  figne ,  c*eft  j  44  -4-  b'\  ou  xy 
HH  144==  169. 

4^.  J'en  tire  la  racine  quarrée,  c'eft  J/^  ^  aa  -+-  i'\ 

ouv^i  5  H-  144  ==iV'T6^  ==  13. 

y^*  Pour  avoir  la  première  racine  ,  je  prends  la  moi- 


Z' 
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cié  du  cooefEcienc  ou  mulciplicateur  du  fécond  terme 
que  )'ai  mis  d'abord  à  parc^  4,ou  5  ,  que  j'ajoute  àcecce 
racine  quarrée  trouvée  ,  c*cft  x  == {  a  h- 

J/^i.44  •i-^^OUX:==: y-t-  V^i5  -+-    144,   ou 


^  == y  -*-  vT^ ,  ou  X  == y  -f- 1 5  qui  fe réduit 

àx  s=:  8.  voilà  la   première  racine  qui  eft  polîtive  &  la 
plus  petite. 

tfo.  Pour  avoir  la  féconde  racine  qui  eft  négativc^,  par 

la  formule  ,  c'cft  x  =3 \  a \^  —  a  a-^'  h'\ 


&  en  nombres  x  t=:— .  y j^^i.  100  -h  144 ,  ou  x 

==  —  y  —  V  25  -f-  144  qui  donne  x  == y  — 

v" i79>  ou  X  == y 1 3  ,qui  donne  enfin  x  == 1 g^ 

c'eft  la  féconde  racine  qui  eft  négative  &  la  plus  grande. 

Pour  abréger  dans  Téquarion  propofée  x*  10  x 

==:  144,  pour  rendre  le  premier  membre  un  quatre  par- 
fait ,  j'ajoute  dans  chaque  membre  le  quarré  de  la  moi- 
tié y  du  multiplicateur  du  fécond  terme  10,  c'eft  i- 100 

oui^^,  ou  ly,  ce  qui  donncx* lox  -i-  i.yî==  ay 

-+-  144. 

1^.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre ,  c'eft 
X  •"*-  y=  V25  ^^  i44,oux-H  y£=:V7^  ==«15% 
ce  qui  donne  ^  -f-  j  =— -  15  ,  &  par  tranfpofition  x 
== y  -i*  1 3  =  8  ,  c'eft  la  première  racine  ,-  la  fé- 
conde eft  x  == y 13=: — 18,  c'eft  la  féconde 

racine  négative. 

Pour  avoir  la  démonftration  ,  il  fuffit  de  multiplier  la 

première  racine  x 8==o,  par  la  féconde  x  -4^  18 

o  y  leur  produit  donnera  Téquarfon  propofée. 
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8=0  ' 


X  X  -4-  18  ==0 


•■ 


18 -V i44î==o 


A*  -4-  10  X 144  ==  o 

Remarque  première.  Il  y  a  dans  cette  équation  deux 
termes  de  fuite  ;  fçavoir  le  premier  &  le  fécond  qui  ont 

le  figne  -4-  ,  &  le  dernier  a  le  figne ,  ce  qui  montre 

que  réquacion  aune  racine  podtive  &  une  racine  néga- 
tive ,  car  (1  les  deux  racines  croient  négatives  tous  les 
termes  auroienc  le  figne  -+-  *,  &  fi  les  deux  racines  étoienc 
poficives ,  les  termes  auroient  alternativement  les  (ignés  ' 
H-  & . 

Refolfition  des  Equations  affectées  du  fécond  degré. 

Dans  la  quatrième  formule  x* ax^==^b^.  qui  a 

pour  la  formule  de  ks  deux  racines  x  ==:  ^  4  "^ 

Cette  formule  cft  foûcontraire  à  la  précédente  ,  car 
ce  font  les  mêmes  racines ,  Tune  pofitive  &  l'autre  néga- 
tive ,  qui  ont  des  fignes  contraires  ,  à  ceux  qu'ils  ont 
dans  la  troiiîéme  formule  ,  ainfi  foit  l'équation  propo- 
fée  dans  la  quatrième  formule  x* 10  x  ==  144. 

Sa  grande  racine  pofitive  eft  x 1 8  ==  o  ,  &  fa  pe- 
tite racine  négative  eft  x  -+-  8  ==  o  ;  au  contraire  dans 
la  troifiéme  formule  foit  l'équation  propoféex*  -+-  io;c 
=====  144 ,  la  racine  négative  eft  ;; *  h-  18  =  o ,  la  po- 
fitive eft  ;c 8=o. 

Pour  les  trouver  ,  i^,  j'ajoute  d'abord  dans  chaque 
membre  de  l'équation  propofec  le  quarré  H*-  i  44  de  la 
Analjfe.  y 
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moitié  du  multiplicateur »  a  du  fécond  terme ,  ce  qui 

donne  X*. — '^  x -+- ^-f  4  =  5  a  4  -+-  ^'.  &  dans  l'équa- 
tion numérique  ^  100,  qui  donne x* lox-f-  \  100 

=  i  100  -i-  144. 


—  100-4-  144,  qui  donne  en  abrégeante  — —  y 


i^.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  , 

j'aix la==^y    ^  44  -i-  h^'.  dans  la  formule,  fie 

dans  l'équation  numérique  ,  )*ai  x  » y 

K 

c==j  y/ z^  ^  144, ou  X y£=:v^i^9,  ^^i^<5i*oc  en- 
fin X  -*-  y  =  1 3  ,  &  par  tranfpoficion  x  5=  y  H-  1 5, 
qui  donne  x  =  18,  c'eft  la  grande  racine. 

3^  Pour  avoir  la  féconde  racine,  j'ai  par  fa  formule 

7  a  — —  J/^  1.  4  4  -+-  h'\  &  dans  l'équation  numé- 


rique x"==  y ^X^-î- loo-H  144,  qui  donne  x==  y 

—  >/25+i44,  oux=y  — v^,oux=y 13, 

qui  donne  enfin  x  == 8  ,  c'eft  la  petite  racine  qui 

eft  négative. 

Remarque  féconde.  Pour  éviter  les  fraftions ,  fi  j'ai  Tc- 
quation  x* y  x  ==  14 ,  où  ^  44  -+-  V\  font  deux  nom- 
bres dont  on  ne  peut  trouver  exadement  la  racine  , 
puifque  4  :==  y  eft  un  nombre  impair ,  dont  la  moitié 
cft  z  î  ,  pour  éviter  les  fraâions  ,  je  quarre  le  nombre 
impair  4=  y ,  fon  quarre  eft  44  ==  ly ,  je  Tajoûte  au 
quadruple  du  dernier  terme  14  ,  puifque  4  eft  dénomi- 
nateur de  la  fraâ:ionj44,la  fommeeftiy-f-  p^=i2i, 

j'ai  donc  \/   ^44  -+-  l^".  £==: vm ,  dont  la  racine  eft 

X I ,  ce  qui  donne  la  fomme  des  racines  ,  j'en  ôce  5  la  plus 
grande  moitié  du  multiplicateur  y ,  le  refte  8  eft  la  plus 
grande  racine  pofitive ,  &  cette  grande  moitié  3  du  mul- 
tiplicateur y  eft  elle-même  la  petite  racine  négative  ; 


t 
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faurai  encore  cette  petite  racine  en  ôtantlc  multiplica- 
teur y  de  la  grande  racine  8. 

Remarque  troijiéme.  On  peut  encore  avoir  la  féconde  ra- 
cine d'une  équation  du  fécond  degré  par  la  divifion  après 

avoir  trouvé  la  première ,  foit  x^  -4-  10  x i44==o, 

dont  j'ai  trouvé  la  racine  pofitîve  x 8  =  o  >  je  di- 

vifc  réquation  par  cette  racine  ,  &  le  quotient  donne 
l'autre  racine.  * 


le  \,^otient  et  ^^^ 

—  144  =  0    /   ;ip-4-i8==o 


Dsvtfeurj  Hivtdende  j^uottent  (jr  %^^  Racine 

—  8=  o  /  jp-Uiox 


^jéotiens. 


X 


• 

.  X*  — 

-Sx 

premier  produit  à  ôter. 

0    H 

-  i8x  — 

■—144  premier  rcfte. 

iS 

H 

h-  i8x  — 

—  144  fécond  produit  à  ôcer. 

0 

0 

0  fécond  &  dernier  refte. 

Remarqfie  quatrième.  Il  y  a  une  féric  infinie  d'équa- 
tions dans  la  troifiéme  formule ,  qu'on  peut  former  fur 
chacune  des  deux  valeurs  de  l'inconnue  x ,  parce  qu'on 
peut  combiner  tous  les  nombres  pofliblcs  avec  une  valeur 
déterminée  en  nombre  quelconque.  Ainfi  prenant  une  ra- 
cine confiante  égale  à  2 ,  l'autre  racine  peut  varier  par  la 
fuite  de  tous  les  nombres  à  l'infini ,  ce  qui  fait  une  fé- 
rié infinie ,  &  comme  je  peux  prendre  fucceffivemcnt 
pour  la  valeur  confiante  de  la  première  racine  chacun 
des  nombres  à  l'infini ,  &  dans  chaque  cas  prendre  fuc* 
ceffivemcnt  tous  les  nombres  à  l'infini  pour  la  féconde  ra- 
cine j  il  fuit  delà  que  je  peux  former  une  infinité  de  fériés 
infinies  d'équations  du  fécond  degré  dans  cette  troifiéme 
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formule,  dans  laquelle  le  multiplicateur  4  croiffant  con- 
tinuellement ,  fait  aufli  croître  à  proportion  le  dernier 
terme  ou  l'homogcne  de  coropajaifon  qui  contient  le 
produit  des  deux  racines. 

Outre  cela  fur  chaque  valeur  déterminée  de  a  conftahte, 
on  peut  former  une  (cric  infinie  d'équations  dont  tous 
les  homogènes  font  difFérens  ,  ce  qui  donne  des  équations 
Arithmétiqucment  femblablcs  à  Tinfini. 

Séries  infinies  (t  équations  du  fécond  degré  dans  la  troi- 

Jiéme  formule  fur  a&h  variabl^. 


Pour  X 


si. 


Pour  X 


X 

X 

X 

X 

X 

X 
X 

X 


0  X  £ 

1  X 

zx 
3^ 


4a;  = 
6x 


7^ 
&c.  â  rinfini. 


o 

6 

8 

10 

iz 

16 


X 

x' 


ox 

I  X 
%Xz 

4X 

y  ^ 

6x 

7^ 


lé.Rac. 
=:  10.  R. 
^  24.  R« 

z8.  R. 

32.  R. 
=  3tf.R. 
=  40.  R. 

44*  R*  ' 


&c.  à  l'infini. 


y-t-4 

^-t-4 

■  7-+-4 
8  -+-4 

^-1-4 

10  -4-4 

11  -+-4 


série  infinie  four  a  confiant 


X 


X 


7  ^ 

7  '^ 

7  ^ 

7  ^ 

7  ^ 

7  ^ 

7  * 

7  ^ 

7  J^ 


o 
8 

30 

44 
60 

78 

IZO 


&;c.  à  l'infini. 
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Remarque  eimquiéme.  Dans  cette  croifîéme  formule 
toutes  les  racines  font  inégales  ,  il  n'y  en  peut  avoir  d'é- 
gales ,  car  elles  font  dans  la  première  formule  qui  com- 
prend les  équations  pures  &  (impies.  * 

Dans  U  troifiéme  formule 'la  grande  racine  eft  tou- 
jours négative  à  caufe  du  figne  -4-  du  fécond  terme  , 
c*eftx  -f-  4,  &la  petite  racine  eftpofitive,  c'eft;^  —  ^, 

Remarque  fixiéme.  Dans  la  quatrième  formule 
X  ** A  X  ==  I^^les  équations  poflibles  fur  une  valeur  dé- 
terminée du  multiplicateur  4  du  fécond  terme  forment 
deux  (eries  y  Tune  finie  réellement^qui  arrive  au  zéro  ho- 
mogène y  après  lequel  commence  la  féconde  férié  qui  eft 
infinie  y  dont  tous  les  homogènes  croifTent  à  Tinfini. 

Dans  la  première  férié  qui  eft  finie  y  les  deux  racines 
font  toutes  les  deux  pofitives  &  inégales. 

Dans  la  féconde  férié  qui  eft  infinie ,  la  grande  racine 
eft  pofitive,&  la  plus  petite  eft  négative. 

Sériefnie  d'équations  dans  la  quatrième  formule  du  fécond 

degré  y    . 

£ormule.    x  * a  x  =  b".  en  lettres. 

La  même  x*  7  x  =  V.  en  chiffres, 

série  fnie. 
AT* — 7x==j  o.  Rac.ji; oc=:o,xx 7=0, 

Minimum.  X*  —7  X  ==    6.  RaC.X I=0,X  AT 6  ==:  o. 

AT*  — 7  x==s  10.  Rac.  X is=o,xx j==o. 

liMximum.  X^—J X=ll.K^C.  X 3s=so,XX 4==50. 

MMximum.x^— y  x  =  îi.Kac.x 4=o,xx 3=o. 

x^  —  7Xs==3io.  Rac.x y£==o,xx 1\ o. 

X* — 7Xî==:  6.  Rac.x 6==o,xx i=co- 

X*— 7x==  o.Rac.x 7=0;Xx o===ew 

•  •  • 

JUJ 


1 
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Point  de  fartage  dr  origine  de  U  Jerie  infnie. 

« 

^^ 7  X  ==      %.  Rac.  X 8  =  o,  X  ;c  -4-  i  =q. 

X*  ^ — ^7x==:    i8.  Rac.x 9===o, xx  -H  z==o. 

X* . —  7X  =3    30.  Rac.x io==  o,xx-h  3=0. 

X* 7^=3      44.  Rac.  AT II=aO,XX-+-4==:0, 

X* 7x==s   ïo.Rac.y ii  =  o,XAr-+- j=o 

X*  — 7X==    78.  Rac,x i3t==;o,xAr-+--^=o. 

x' 7X==:    98.  Rac.  X i4=o,xxr4-7=o. 

X* j  x=^  izo.  Rac^ ij  =  o, xx-H  8  =  0. 


X* 7X=  144.  Rac.  X i6==o,xx-+-p  =  o. 

&c.       &cl        &c.  à  linfini. 

j/r/>  des  Equations  de  la  quatrième  formule  fur  les 
valeurs  de  ^&  de  tl^  variables  mais  égales. 

Racines.'  m 

0.  X*  —  o  X  ==  o. 

1.  X*  — -    I   X  ==  o. 
X.  X*  — •  %  X  ==  o. 

3.    X*    -'—    3    X   t==;    o. 

1 

4*   X      -  i  \i  4  X  ■  j  '  »  o. 

j.  X*  y  X  5=  o, 

tf.  X*  —  6  X  ==   o. 
7.  .X*  7  X  s=5  o. 

8.  AT*   8   X  ==   o. 
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Série  pour  x  conftant==:  4  &:  4  variable. 


X 
X 


X 
X 
X 


o  X  ==  o.  Racines,  x 


oxx 


IX: 

tXi 

4x 
5^ 


6xz 


IZ    .    .    . X 

o    •    •    •  X 

^       *        9        •    X 

o   .    .   .X 

>  4  «  •  .X 

o    •    »    •  X 


4  = 
4 


-oxx 
-oxx 


3 

z 


4 
4 
4= 


oxx 


oxx 


7* 


9X 


16   .  .  .X 4 

10  .   .   .X 4: 


=  0  XX 

:OK  AT 

oxx 
oxx 
oxx 


•I  = 


3 


lOX 


^4 


•      • 


.X 


OXX 


&c.  à  rinfini  homogènes         &c.  à  l'infini, 
négatifs. 


b\ 


o. 
o. 
o. 
o. 


Os=)  0# 


o. 


=0. 


o. 


;o. 


4= 
y==5  0. 

6==o. 


i''. 


Ré/olution  de  la  cinquième  formule  x^  Hh*  ^x 
^  ^^  /4  Jixiéme  formule  x*  —  4  x  ==- 

Dans  ces  deux  forjpules  il  y  a  deux  racines  qui  font , 
ou  toutes  deux  réelles  ,  ou  toutes  les  deux  imaginaires  ; 
de  force  que  celles  qui  font  toutes  les  deux  pofitivesdans 
la  cinquième  formule  font  toutes  les  deux  négatives  dans 
la  6^.  formule,fuivant  les  différens  cas  qull  faut  dcveloper. 

La  formule  de  ces  deux  racines  eft  x  ===  I+T  î  4 


1/^l.na h". 

Or  comme  fuivant  cette  formule ,  il  faut  prenA-e  la 

fomme  ou  la  différence  du  binôme  \  aa b'\  qui  eft 

fous  le  figne  radical,  &  en  tirer  la  racine,  cette fonv* 
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me  devient  négative , lorfque \aacQ: moindre  que Tho 
mogénc  h^' ,  qui  rcpréfente  en  général  tout  nombre  en- 
tier qui  peut  être  Thomogéne  ou  le  dernier  terme  de  l'é- 
quation j  or  lorfque  cette  fomme  ou  cette  différence  eft 
négative  y  c'efl  une  féconde  puiffance  négative  dont  il 
faut  tirer  la  racine  quarrée ,  or  il  eft  impoflible  qu'une 
féconde  puiffance  ,  Se  même  que  toute  puiffance  paire 

^^',  en  général  foit  procédée  du  figne ,  puifque 

l?  X h  donne  -H  ^'' ,  de  même  que  -+-  h  x  •+- 1 

donne  -t-  ^''.  donc  cette  grandeur  efl  une  grandeur  im« 
poffible  y  &  fa  racine  eft  imaginaire  &ç  impoffîble.  Il  fuf- 
fit  pour  cela  que  7  a  foit  moindre  que  l?'\  car  ^  aa  eR, 
moindre  que  1*4,  puifque  le  quarré  d'une  fraâion  efl 
moindre  que  la  fraâioti  &c  décroît  en  raifon  des  puif^ 
fances ,  c'eft  ce  qui  m'engage  à  confidérer  les  difïérens 
rapports  qui  peuvent  fe  rencontrer  entre  ^  aa  Se  h". 
Premier  cas,  lorfque  \  aa  =  b" .  ou  lorfque  \  a  z=i\^J!T 

alors  les  deux  racines  font  égales ,  dans  la  cinquième  for- 
mule X  -H  a  X  = h^' ,  foit  réquàtion  x^  -4-  i  o  x 

—  zy  Ces  deux  racines  font  négatives ,  c'eft  x  -+-  y 
o.  car  fuivant  la  formule  c*efl  x  == ^  •+• 


f/^  Y ^^ — ^''y  ^^  ^  =  —  î  ih     r^  ~ 


^5 


ou  x=^ y  dl  ï^  Î.J  — 15  -^-qui  donne  x  == "y  -f^ 

y^~  &  par  cranfpofition  x  -+-  5  =Ti=  o ,  &  x  -+-  y  ==0 
qui  font  les  deux  racines  négatives  défirées. 

Dans  la  fixiéme  formule  x* ax  == t'' ,  foit 

réquàtion  x*  —  lox  ==  — ^  zy ,  j'ai  la  formule 

H-    (/^  -^  aa è'\  qui  donne  x  ==  y. 


^%  ■— "^^  ^"i^^  "x  ^ 


y^  — 2,y,  ouxt==  y. il  1^15 — i5,oux=y 

H;i  o.  &  par  tranfpofition  x y  =  o ,  &  a: y  r=  o  , 

qui  font  les  deux  racines  pofitives  dans  ce  cas  pour  la 

fixiéme 
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fîxiémc  formule  s  la  formation  deréquacion  en  donnera 
la  preuve. 

Le  Ç^cond^  cas ,  eft  lorfque \  aa  furpaffc  ^ ,  ou  lorf- 
que  ï  ^  furpaflc  l^]^  alors  la  fomme  ou  le  refte  du  binô- 
me \  aa h'^  qui  eft  fous  le  figne  radical 

y^  ^  aa b"  ^  eft  toujours  une  grandeur  pofkive  , 

dans  ce  fécond  cas  les  deux  racines  font  réelles ,  inégales 
&:  négatives  dans  la  cinquième  formule. 

Exemple.    Soit  l'équation  x^  -f-  \ox  = 
deux  racines  réelles  inégales  &:  négatives  font  x  -4-  S 
o ,  X  H-  1  ==  o.  car  f  ai  par  la  formule  x== —  jr 


i^.  fes 


V 


zoo 


i6,  ou  x= 5  Hh  Ki5— 16,  ou  AT 

y  H^^FT  ^^  ^'=== y  !JI  j.doncjt'FT— r        Zr 

&x  =  — 8. 

Mais  dans  la  fîxiéme  formule  les  deux  racines  font 
réelles ,  inégales  &  pofitives.  Exemple.  Soit  l'équation 
x^ lox  == i6 ,  fai  par  la  formule  de  la  racine 

V 


loo  ^^  _- 

-^ 1«,  oux=y:tï^z5— U 

qui  donne  x  ===  5  •+  V^TT  ou  x  =  y  tt  3  ,  q^i  donne 
X  =  8 ,  &  X  ==  z.  Donc  les  deux  racines  pofitives  font 

X 8  ==  o  6cx 1  ==  o. 

Le  troifiéme  cas,  eft  lorfque  ^  aa  eft  moindre  que  l/\  *" 
ou  ce  qui  revient  au  même ,  lorlque  h'^  furpafte  ^  aa.  ou 
lorfque  V^^  furpaffc  f  a  ;  dans  ce  troifiéme  cas  les  deux 

racines  font  imaginaires ,  mais  égales  &  négatives  dans 
la  cinquième  formule.    Epcemfle.  Soit  Téquation 
jc* -+-  8Ar  == ly.  Ses  racines  font  AT  ==— ij, 

zy,  oux  ==—  4 -il  K  16—15,  ou  jc 

• — ^4""^  V^qui  donner  == 4^ 3.  Donc 

les  deux  racines  font  x   -^  4  HHl  """^  3  =^==  0  >  & 
Andyfc.  z. 


134  Analyse   générale, 

^  «f.  4 . 3  ===  o ,  qui  font  deux  racines  imagi- 


naires à  caufe  des  doubles  figncs  H ,  & 

Dans  la  fixicmc  formule ,  les  deux  racines  font  ima- 
ginaires, égales  &pofîtives.    Soit  Téquation  x^  — -  8x 

z  y,  fes  racines  font  AT  5=  4dl  r     — ^.y, 

ou  X  ===  4  dt  l^TTITs ,  ou  X  =====  4  ±.  V^— 9  qui  donne 

s  =  4  rt 3  •  Donc  les  deux  racines  pofitives ,  égales 

&  imaginaires  font  x 4  H 3  ^^  ^  >  ^ 4 

La  preuve  fe  tire  de  la  formation  de  ces  équations  par 
les  deux  racines  trouvées. 

formation  de  t Equation  dans  la  cinquième  Formule. 
Par  les  deux  racines  imaginaires  égales  &  négatives. 


3 
XX  -t-4 • — 3 


X*- 

H4XH 
-  4X-t 

l jx 

- 

1 
1 

JX 

— .  — 

—    \%    - 

-t-  9  = 

=  0 

X*  - 

■H8x( 

-1-  i^-+- 

S»)-4- 

►    15  — 

=  0 

ou    X*  -f-  8  X  -4-  iî  «=  O' 


Kemarque.  Toutes  les  racines  de  l'équation  ont  le  fîgnc 
4-,  ce  qui  marque  que  toutes  les  racines  font  négatives, 
ce  qui  fait  que  cette  formule  n'eft  d'aucun  ufagc  :  d'ail- 
leurs le  dernier  terme  étant  pofitif  dans  cette  équation 
égalée  à  zéro ,  &  dontl'expofant  eft  un  nombre  pair  -,  c  eft 
«ne  marque  qu'il  y  a  des  racines  imaginaires  &  en  nom- 
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breTf  air ,  puifqu'cUcs  ne  peuvent  fc  rencontrer  que  deux 
à  deux  y  quatre  à  quatre ,  &c. 

Donc  les  deux  racines  de  1  équation  font  imaginaires. 

Formation  de  f  Equation  dans  la fixiémt  formuler. 
Par  les  deux  racines  imaginaires  égales  &  pofitives« 


3  =  0. 
x  X 4  Hf 5  =  o. 


H 


4x  -+-  i^ —  Il 


jX  -+-  12 


ou      X^  %X   -+-    ZJ  ==:0. 


Remarque.  Les  imaginaires  communiquent  leur  con« 
tagion  dans  les  racines  à  tout  ce  qui  les  accompagne  \ 
ainfi  la  racine  4  -*-  —  3  qui  eft  en  partie  réelle  &  en 
partie  imaginaire^  ou  mixte  imaginaire  eft  regardée  com* 
me  totalement  imaginaire. 

L'imaginaire  fe  détruit  ici  par  des  fignes  conttaires^&  le 
produit  rétablie  la  grandeur  réelle  &  pofitive  -4-  9.  parce 
que  le  premier  chifre  des  deux  qui  précède  l'imaginaire 
eft  difiFérent  dans  les  deux  racines  /  voyez  ce  que  nous  en 
avons  dit  au  commencement  de  cette  Sedion.  Nous  en 
parlerons  encore  dans  la  fuite.  Ces  racines  imaginaires 
marquent  que  le  Problême  qui  donne  cette  équation^  eft 
abfoluraent  impoflible. 

Ainfî  on  peut  fe  difpenfer  de  réfoudre  ces  fortes  d'é- 
quations lorfqu'on  a  renurquc  que  les  racines  font  ima« 


\ 
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gînaireSy  fî  ce  n'efl:  qu'elles  viennent  de  là  rcfolution  d'au- 
tres équations  des  degrez  plus  élevez. 

Remarque  générale^  Dans  toutes  les  équations  du  fécond 
degré  ,  qui  comme  celle-ci  a  deux  racines  inégales ,  & 
pofiri  vc».  a;*  —  io;c=:  —  21 

Il  y  a  dbux  réfblutions ,  &  x^  repréfente  généralement 
le  quarsé  desdeux  racines  7  &  3  -  x*  —  i  oat  =:  —  il 

qui  font  49  quarré  de  7  grande  rac,  49—70  =—21 
&  9  quarré  de  la  petite  racine  3.  9  —  30=  —  21 

conune  cela  eft  général  dans  toutes  les  équatix>ns  du  fé- 
cond degré;  il  fuit  de  là  que  toutes  les  équations  du  fécond 
degré  ont  autant  de  réfolutions  que  Texpofant  de  leur 
degré  contient  d'unitez ,  ce  qui  efl:  général  dans  toutes  Les 
équations  déterminées». 

La  rtfolution  des  E/jfuaiions  du  fécond  degré  qui  ênt  des 

racines  irratianelles^ 

Nous  n'^avons  donné  jufques  ici  que  des  exemples 
d*équations  dont  les  racines  font  rationnelles  pour  ne 
point  embarraffcr  les  commençans  en  multipliant  les  dif- 
iîcultezj  j'expliquerai  ici  la  manière  de  refondre  les  cqua;- 
tions  qui  ont  des  racines  réelles  ,  irrationnelles  ;  &  en- 
fuite  je  parlerai  des  racines  irratianellcs  imaginaires ,  qui 
font  ecllcs  qu'on  ne  peut  exprimer  exaûement  ni  en  non>. 
bres  entiers  y  ni  par  des  fraâions  ni  par  un  nombre  mixte 
quelconque  ^  mais  dont  on  peut  approcher  kPinfini  com- 
me nous  le  verrons  ?  comme  entre  les  deux  homogè- 
nes eonfecutifiS  &  femblables  36  &  fo\  il  y  a  dans  la 
fuite  naturelle  les  treize  nombres  37 ,  3S ,  39,  40,  41. 
42.  43.  44.  45.  46.  47.  48.  49.  qui  rempliffent cet inter- 
val.  Ainû  entre  l'équation  x*  H-  y  x  =  ^6  dont  les 

racines  font  x 4==  o ,  x  -H  9  ==  o ,  ou  pour  abré>* 

ger  donc  les  valeurs  de  x  font  -i-  4  U  9  d'une: 

parir. 
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Et  réquacion  x*  -f-  y  x  ==  yo  dont  les  valeurs  de  x 

font  -+-  y  & 10.  qui  font  deux  équations  arithmé- 

tiquemenc  femblables ,  puifqu  elles  qc  di£Ecfent  que  dans 
le  dernier  terme»  Si  je  les  écris  dans  une  colonne  avee  une 
diftance  j'en  remplirai  l'interval  de  treize  équations  qui 
feront  aufli  arithmétiquement  femblables^pa^ce  qu'elles  ne 
diiFéreront  que  dans  le  feul  dernier  terme  :  or  on  ne  peut 
exprimer  les  racines  de  ces  équations  par  exemple  de 
AT*  -4-  y^==  J7  par aucujrnoœbre  entier;  car  bommc 
éxtf=s  36.  Ôc  6xj  c=  41  dans  les  nombres^  ainfî  la 
racine  de  l'homogène  37  efî  itrationnêlle  dans  l'équation 
jc*  H-  y  X  ==  37.  Si  je  prens  pour  racines  x  —  4 —  V^IT 

=  o,  &  X  -H  9  -H  V^T==3  o^l'erreur  fera  1 5  >^T=  1 3 


qui  eft  la  fomme  des  deux  racines  ^  puifque  13  Vy^sz  13*. 

X    — -    4    '  V^   :===:  CT 

X  X   -+-    9   Hh   v^  ==5  o 


X* 4X  jc  ^v 

^AT }6 


4   V^  I    *—     I    ex=a:   oV 


X 


% 


yx 37  13  v^=s  o. 


Vaici  la  (erie  de  treizeéquations  arithn^ctiquement  (cm'» 
blables  dont  les  racines  font  irrationelles,c'eft-à-direpIus 
grande  que  -f-  4  &  — -  9  ,  mais  plus  petites  que  -+-  y  & 
—  10  qui  font  les  racines  rationelles  des  équations  A  Se  B 
qui  font  au  commencement  &  à  la  fin  de  cette  Série. 

Donc  la  petite  racine  eft  entre  4  &  y  >  la  grande  en^ 
tre  9  &  10. 


••»'• 


ZttJ 


%i% 


MeTIIODE     KOUVEtLE,  &C. 

Série  de  treiz^e  équations  femhUhles. 


A#  •  «  X     •TT' 

►  JX  = 

s  2  ^      tLMcitUt  X  •-' 

.4_oa:x>4-9aa» 

x..»x'  •+ 

.yxt= 

=  37 

».».x*-f 

-  yx  = 

-38 

3...  A;*-f 

-  yx« 

«39 

4. . .  X*  H 

rjx- 

«40 

j. . .  x*  H 

f-  yjf  = 

=  41 

^ 

o*  •  9  X    *" 

h  y*= 

=41 

7. . .  X*  H 

[-yx= 

=  43 

©•  •  •  X    ^ 

hyx- 

=  44 

9.  •  •  X*  H 

h  5^=* 

=  4f 

lO.  ..X*  -- 

t-  5X- 

=  4« 

11...X*  - 

v-s^- 

-47 

- 

iz. ..x'  - 

f-  yxs= 

-48    . 

13. .  -x*  • 

H-yxs 

=  49 

--— 

B«  •  •  X   •■ 

+-  yjf= 

=s  yO    RMfiiUf  M- 

•.5sso.6cx«4-ioe=so 

Comme  il  n'y  a  aucun  nombre  entre  4K  j ,  nV.^'f« 
5  &  10  qui  fe  fuivenc  immcdiatenent  &  qui  ne  diftercnc 
que  de  Tunitc;  donc  les  racines  approchées  à  l'unitc  près 
de  ces  treize  équations  font  irrationelles  -i-^  ^-J"  >.  *"* 

«4»  y ^  ^ 9  _j-  ,  ou 10 ,  c'eft-a-dire, 

que  -f-  4*& 9  font  approchées  par  défaut  étant  trop 

j  «c 10  font  par  excès  étant  trop 


petites ,  mais 

grandes.  ,         . 

Pour  en  approcher  à  l'infini ,  il  faut  employer  la  noth 
vclle  Méthode  d'approximation  qui  fuit  dans  le  fécond 
Livre. 
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SECTION   Qjr  ATRIFME. 

« 

La  formation  &  la  résolution  des  Equations 

du  troifiéme  degré. 

L£s  EqaacioDs  du  croifîémc  degrc  font  formées  par 
la  mulciplicacion  de  trois  équations -fîmples  du  pre- 
mier degré  ou  pour  abréger  par  une  équation  quelconque 
du  fécond  degré  multipliée  par  une  équation  fimple  à\x 
premier  degré. 

Fùrmatiân  far  trois  raciBiS. 


X  X  —  3 


%x 
3^ 


X*  —   yx   -+-    6 

X  X  -t-    y  «=5  o 


x'—  jx    H-   ^  ^ 


-f-    5^^- 

-  xyx  - 

1-    30  0 

x^   tt   ox*  — 
oux'H-    ox*  — 

• 

-   19X  — 

-     30    Ok 

14^  Analyse    générale. 

Formation  par  une  Equation  du  fécond  degré  &  une  du 

premier  degré. 


1    f 


X    X 


;.»- 

-  yx'  - 

H    ^x 

-ï 

-  4^'  - 

-   %ox  -4 

-   14  s 

=s    O 

x'- 

-  IX    — 

— •  I4Jf  -: 

h    Z4  ! 

O 

OU  Jf*  —■ 

-   Ia:»  - 

—   I  4X  = 

=  

24 

Le  dernier  terme  qui  efl:  rhotnogéne  de  comparaifba 
contient  le  produit  des  trois  racines,  il  s'agit  de  les  trou- 
ver, elles  peuvent-êcre  réelles  ou  imaginaires ,  rationcl* 
les  ou  irrationelles ,  &c. 

La  formule  générale  de  toutes  les  équations  poflibles 
du  troifiéme  degré  eft^+ix'  i^  ax^  ^a^  x  ===  h'",  dans 
laquelle  b'^'  eft  Thomogéne  de  comparaifbn ,  cVft  un  nom- 
bre quelconque  qui  a  trois  dimentions  par  la  multiplica-- 
tion  des  trois  racines.  Les  multiplicateurs  4  &  4* ,  font 
auffi  des  nombres. 

La  formule  générale  de  Tartalea  pour  les  racines  eft 


x=:±Y  }^ 


y^'  .^  Vl~b^ 


*  4  *7 


}/^^ 


'  ^'"  ^^  >^lirirr -3 


a 
X  4  —  17 


Cardan  qui  vivoit  dans  le  même  tems  attribue  cette  fpr^ 
mule  à  Scipio  Ferreus ,  dans  fon  Traité  d'Algèbre ,  com* 
me  au  premier  inventeur  ;  mais  il  dit  que  Tartalea  a  fait 
aufli  dans  la  fuite  la  même  découverte. 

M£TJÏ0DE 
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METHOPE    POVR   TKOVVEK    LA 
Formule  de  U  première  racine  des  Equations 

du  troifiéme  degré. 


I.  Soit  x' 


■^'JC 


b'^'. 


Pour  trouver  la  formule  de  fa  première  racine. 
X  o.  Je  fuppofe  X  ==a  m 


(on  cube  eft  x^  s==  m 


am 


310 


i7i»'« 


xo.  Multipliant  tout  par  a  dans  la  première  hyiK>^hé(e 

^     -,  .  i»* 

x==r^— —  — >  jai  4xs==3if  «I  —  — 

30.  Subftituant  cette  valeur  dans  le  fécond  membre 
de  la  première  équation  rk^  == a"  x  -+-  b'^' ,  j'ai 

"T^  A    X  — h^  ^      ■  — -.  4  p^  m^   ---  .«fi-*   1^    ,  « 

51» 

4°.  Donc  réquation  propofée  x^  ==s d' x  -+•  V^\ 

fe  changera  en  celle-ci  m^ 

am 

,1 


if  /99 


y[\  ce  qui  donne  par  tranfpofi- 


tion  &  par  fouttraftion  w'  -^-^ r  ==^b"'i 

y^.  Je  multiplie  ces  deux  membres  par  w' ,  ce  qui 
donne  m^ ^4'  ==:  ^'''  »'  ,&  par  tranfpofîtion  «»* 


m' 


60.  J'ajoute  i  'l^^K  de  chaque  côté  ,  ce  qui  donne 
""     '    -    i  ^'.  =  i  ^-«.  H-  ^  4» ,  dont  la  ra: 


^'"  m' 


çinc  quarrée'  eft  w* i  è'"  8=  l/^  L 

&  par  tranfpofîtion  w'  aasBi  ^'"  -j-  l/^. 
Anàlyfc. 


.▼I 


^-''. 


VI 


JL^S 


»7 


4 


4^ 


t/^t  Analyse   générale, 

dont  la  racine  cubique  eftwr  =5  y     i  i'''-H  v^i  l^y^^jLai 

Voîlà  la  première  partie  de  la  racine  qui  eft  trop  grande, 
puifque  j'ai  w  ûc  non  pas  x ,  &  par  la  première  hypo- 

tcfe  X  c=  m — ,  il  faut  donc  en  retrancher 1. 

qui  eft  la  féconde  partie  de  la  racine  en  continuant 
comme  il  fuit. 

70.  Je  fubftituë  cette  première  partie  trouvée  de  la 
racine  dans  Téquation  fîmple  de  la  première  hypotéfe  , 

^=5=w  —  —  la  fubftitution  donne 

m 

Cccte  formule  ne  demande  qu'une  feule  excraâion 
d'une  racine  cubique  ,  &  d'une  racine  quarrée. 

8**.  Mais  fi  je  veux  avoir  la  formule  ordinaire  de  Tar- 
taléa  rapportée  par  Cardan ,  il  faut  multiplier  le  numé- 
rateur &  le  dénominateur  de  cette  fraftion  par 


K    —  i  *'"  -H  v^  î  ^"  H- 17  -»' ,  qui  donnera  la  formule 
entière  qui  fuit  pour  la  première  racine 


où  j*ai  fupprimé  les  expbfans  italiques  de  t  pour  abréger, 
mais  cette  formule  demande  deux  extradions  de  racines 
cubiques ,  &  deux  de  racines  quarrces. 
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II.  Soie  x^  — '  *  .4-.  >«''  ^  -i-  ^'^^ 


H5 


Pûur  trouver  U  formule  dt  fa  fremiére  racine. 


I^  Je  fuppofc  X  ==s  m 
am  -+-  — .  -+-   ^v 


—  foncubecft  x^ 


m 


1^.  Je  multiplie  tout  par  a  dans  la  première  hypo- 


théfe 


m 


y  ce  qui  donne  a  x  e=sam 


3°.  Je  fubftituc  cette  valeur  dans  le  fécond  membre 
de  1  équation  propofte,  ce  qui  donne  a  x -^  6^"  ^==>  a  m 

-+-     —  -J—   XW 
•  I        ^     t 

4°.  Je  fubftituë  ces  deux  valeurs  dans  les  deux  membres 
de  réquation  propofée,Ar'  =  -+-  4''  a:  -H  ^''' 

donne/»'  -f-4»^-+-  -l! -^- J!!_ = 4  ;»  „+.  "• 

3  0» 


%7  »^ 


9  ce  qui 

% 

6"\ 


qui  donne  en  abrégeant  par  tranfpofition  6c  par  fouftrac- 
tion  m*  ^+T  — -l^ssa^''^ 


*7«»' 


5**.  Je  multiplie  ces  deux  membres  par  m*  ,  ce  qui 
donne  m*  h-  J^  4»  =3  b"'m^  ,ic  par  tranlpofition ,  w* 


^"'  «» 


T7^ 


^**.  ] 'ajoute  de  chaque  côte  5  ^*' ,  ce  qui  donne 
*        i/«-i    -    }.  y^—^L  yrt^  ^  gi  dont  la  racifte  quar^ 


rée  eft  m* 


a 


III 


r^ 


b*^ j7  4',&  par  tranfpof 


iicion  m 


ly 


y**  -*  77  4',dont  la  racine 


cubique  cft  mssssl/  i 


b 


m 


V\b-^ 


S7  4' ,  c'eft  I4 


1".  partie  de  la  racine  qui  eOitrop  petite,  car  parThy- 
pothéfe  X  furpaflc  w ,  dô  ^^  ~ ,  pour  crpuver    cette 

44  ij 


\ 


X44  Analysegenerale, 

partie  qu'il  faut  ajouter  ,  je  continue 

70.  Je  fubftituë  cette  valeur  trouvée  de  m  dans  la  pre- 
mière hypothcfe AT  =  w  -t~  •^,  la  fubftitution  donne 


cette  formule  n'a  befoin  que  de  l'extradion  d'une  racine 
cubique  &  d'une  racine  quarréc  pour  trouver  la  pre- 
mière racine  dcfirée»  •      ' 

i°.  Pour  réduire  cette  cxpreffion  à  celle  de  Tartalca, 
je  multiplie  le  numérateur  &  le  dénominateur  de  cette 

fraâion  trouvée  par  hr  2  i,'"  —  ^i  ^v.  —  JL  4'  ,  le  pro- 
duit  donne  la  formulé  entière  qui  fuit.  


où  j'ai  fupprimê  les  cxpofans  italiques  de  b  pour  abré- 
ger j  mais  il  faut  dans  cette  formule  deux  extradions 
de  racines  cubiques  &  deux  extradions  de  racines  quar- 
rées;  lorfque  \b^^  cft  moindre  que  77  <*' ,  la  racine  quoi- 
que réelle  vient  fous  une  forme  imaginaire  d'où  il' cft 
impoflible  de  la  tirer.    Ceft  le  cas  irrcdumhU. 

III.  Soit  x'  «=s  *  -i-  *"x h'". 

! 

tour  trouver  U  formule  de  fa  première  ractne. 

i^.  Je  change  les  fignes  de  la  propofce  dans  le  pre- 
mier &  le  dernier  terme ,  ce  qui  donne  —  x  ==  -t-  à  x 

M  ^  é  «« 


^'",enfuite  jefuppofc— x  =  iw  -*-^,  fon  cube  eft 
^x'c=:x»'  -H4»»-i-— -1- — ^lOubienx'fisss- 


w?*rr4W— - —  — r 


Livre    ïkemier;  24^ 

2^..  Je  multiplie  tout  par  a  dans  Thypothéfe  de  ^r 


a*- 


m  Hh  —  >  ce  qui  donne  a  x  t=sz  -^  am 
3°.  Je  fubfticuc  cette  valeur  dans  le  fécond  membre 


de  lia  première  équation ,  j'ai  4  x  —  h"'  ==:  -—a  m 


i»* 


^m 


-  y"  &  fubftituant  la  première  valeur  à  là  place  de 
^S  j'ai m^ am ^  .-—  — — i=^ am 

—  -f-  6'^'. 

4°.  Donc  abrégeant  par  tranlpofidon  &  par  fouflxac- 
ti on, j'ai  —  «,'  h ~  =^y". 

y.  Je  multiplie  tout  par  w'  ,  ce  qui  donne 
w*  -+-  77  «'  ==  y  m*  y  Se  par  cranfpofîtion 

6<^.  J'ajoute  i  ^»'  dans  chaque  membre ,  ce  qui  donné 
m* ^''w'  -H  i  ^*'  =  '^h^' ^4*  dont  la  rac.  quarrép 

eUm* f  ^"^=  J/  ,  ^r. JL  4' ,  &  par  tranfpofî- 

tion  w»  =  i  ^'"  -f-  1/ j  ^y.  —Ti*'>  dont  la  racine 

'^     4        

cubique  cft  »  =^  {/  i ^//  ^  v^i^r. — :^^,^  ç'^ft  ^ 

première  partie  delà  racine  qui  eft  trop  petite ,  car-—  x 
furpaffe  m  ,  puifque  par  la  première  hypothéfe  x 

c=3  m  -4 ,  je  continue  pour  trouver  la  partie  qu'il 

faut  ajouter  à  cette  racine.  ^      * 

7^,  Je  fubftituë  cette  valeur  de  m  dans  la  première  hy- 
pothéfe -.—  X  ==  m  -4-  —  ,  ce  qui  donne 

44  iij 


z^6  Analtse    cekerale. 


/; 


'"     .     v'U^' ija 


a 


•t-  $]/  11/''  -H  i/i^^' ^^^  ,  qui  ne    de. 

mande  qu'une  extraâion  de  racine  cubique  &  une  ex- 
traâion  de  racine  quarrée. 

8^.  Mais  pour  réduire  cette  expreflion  à  la  formule  ordi- 
naire  de  la  première  racine  du  troifiéme  degré  y  il  faut 
multiplier  comme  ci-delTus  le  numérateur  &  le  dénomina* 
teut  de  cette  fraction  trouvée ,  le  produit  donnera  la  for- 

,y — ■  X    '• 

mule  de  Tartaléa , x==[/   i^ -*- v"^  ^^— ^  I»^ 

,/ >-- 

Hk  y    Ih V{b — r?^' >  qoi  demande  Textrac- 

tion  de  deux  racines  quarrêes  qui  font  impoffibles ,  & 
viennent  fous  une  forme  imaginaire  ,  lorfque  \  b"^  eft 
moindre  que  77  a^ ,  quoique  la  racine  foit  réelle ,  ce  qui 
fait  le  cas,  hréduitibU^ 

IV.  Soit  x'  =«  ♦ 4"x y'. 

Tout  trouver  U  Formule  de  fi  fremiére  racine^ 

i^.  Je  change  les  lignes  do  premier  &  du  dernier  terme, 
ce  qui  donne x^= ^'x  -f-  b'".  Se  je  fuppofo 


X  sas»  m -—  -^  fon  cube  eft  —  x*  s=q  1»*  ^  ^w 


3  m     i?»' 


z^.  Je  multiplie  tout  par  a  dans  la  première  hypothcfe  ^ 
ce  qui  donne  -!•  a  x  s=s  4  w  —  --^• 

30.  Subfkituant  ces  deux  valeurs  dans  l'équation  prb-» 


^y 


5  dm  — 


M^ 
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y'\  qui  donne  en  abrégeant  par  tranf- 

poiîcion  &:  fouftradion  m^  —  ^ — ^  £==3  V'\ 

49.  Je  multiplie  ces  deux  membres  par  m^  ;  ce  qui 
donne  m^  —  -^ t=: ^''' m^  &c  fd,t tranfpofîcioa m^  —  ^''^ 


»7 


y^.  rajoute  de  chaque  côte  ^  ^\  ce  qui  donne 
tn^  _  ^/^;»^  -f-  ^  ^^'  =  i  ^^^  -4-  ^  ^' ,  dont  la  racine 


V" 7^ 

quatre  eft  m^  —  t  V^'  ==  1/   1  ^    •♦-  2.^*  q^i  do^^- 


\ 


ne  par  tranfpofîtion  /»'  =35  \  h"'  -f-  î/    ±.  b 


"     .  4' 


dont  la  racine  cubique  eft  »»  ==  1/    {  V"-^  j/^- 


^ 


^  *^^ 

c*cft  la  première  partie  de  la  racine  qui  eft  trop  grande , 

car  m  furpafle  x  ^  puifque  par  rhypothcfc  —  x  a —  m 
•— -  -i-.  Je  continue  pour  trouver  la  partie  qu*îl  faut  re- 

trancher  de  la  racine. 

é°.  Je  fubftituc  cette  valeur  de  m  trouvée  dans  Thy- 

pothéfe X  i==  m ,  la  TubAitution  donne 


i^ 


%m 


y// 


2 

4  '         ^^^    »7    *• 


^  IX  ,  y»    n^  -y-     .  — —    qui  n*a  befoln 

que  de  l'excradion  d'ane  racine  cubique  &  4'ane  racine 
quartct. 


%/^%  AkALYSB      GENERALE) 

7^,  Pour  réduire  cette  expreffion  à  la  formule  ordinai- 
re ,  il  faut  multiplier  le  numérateur  &  le  dénominateur 
de  cette  fraûion  par  le  même  multiplicateur 


}/ 


m 


v\ 


ï* 


VI 


»7   4 


le  produit  donnera 


la  formule  ordinaire  pour  la  première  racine  x 

qui  demande  Textraftion  de  deux  racines  cubiques  &  de 
deux  racines  quarrées. 


^  4 


Nombre  des  Formules  du  troijiéme  degré. 

Toutes  les  équations  pbflibles  du  tr oifié me  degré  con« 
tiennent  dix* huit  cas  qui  donnent  les  dix*huit  formules 
fuivantes. 


I.  .  X 


X..    X 


=  o^ 


Isii  âêux  TûrmuUs  dis  Ejustiêns  pures 


4*  •  x' 
y. .  x' 
6..  x' 


4X 

ax 
ax 

ax 


jii 


^ne  rMcin$  riêllê  pçfiHvê ,  c^  deux 
négmtives  igâlet  k  Im  femme  de 
Ufùfitivei 
V  Teute  entière  dsus  le  ess  irréduBi" 
hle, 
^ne  racine  négative  égale  À  Is 
femme  des  deux  négatives. 


7.  •  x' 

8..  x' 

5..  x' 

10..  X* 


ax* 

ax 

ax"- 

4X* 


ox 


ox  = 


ox  s 


ox 


J/t 


-.V'' 


y^'      Ter  mule  teute  entière  da»ê 
le  eus  irréduttUe» 


jn 


wtm 


m^ 


il.  ..« 


A 


\ 


II. . . 

x' 

IX... 

x'- 

13... 

X^  ' 

14... 

X^  ' 

ly... 

x' 

16... 

x' 

17... 

x' 

i8.^. 

x^ 
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4X* -4*X  =  ^'". 

4jt* 4*XS== *'". 

4X*  -f-  4*X  =;  *'". 

4X*-|-4»X==: ^'^ 

4X» 4*X  =  ^"'. 

4X* 4*X  = A'". 

4X»-+-  4*X  =  -t'". 
4X»  -4-  4*  X  == *'". 


Dé  CCS  dix-huit  formules  il  en  faut  retrancher  d*abord 
quatre  formules  qui  font  purement  négatives  6c  qui  ne 
peuvent  être  jamais  d'aucun  ufage  y  compris  la  première 
qui  eft  une  équation  pure  &  fîmple^  mais  négative. 

Je  retranche  encore  la  féconde  équation  pure  &  Am- 
ple x'  t==5  If'*'.  Sa  réfolution  eft  expliquée  dans  la  Seâion 
troifiéme.  Il  ne  rcfte  donc  que  treize  formules ,  qu'on 
peut  réduire  à  cette  feule  &  unique  formule  Hh  x'  ±  ax^ 

4 

RéduSlion  des  dix-huit  Formules  du  troifiémt  degré  à  trois 

feules  Formules. 

Après  avoir  réduit  les  dix-huitformules  des  équations 
du  troifiéme  degré  à  treize,  on  pourroit  abfolument  les 
réduire  à  une  feule ,  dans  laquelle  on  pourroit  fuivant  les 
cas  fuppofèr  quelques  termes  nuls  ,  lorfqu'ils  font  éva-» 
nottis  dans  quelques  équations  propoiees,  avec  les  diffé- 
rentes combinaiions  des  fignes ,  tant  dans  la  formule  gé- 
nérale des  équations  y  que  dans  la  formule  générale  des 
racines.  Mais  comme  cela  n*empêche  pas  la  multiplicité 
dèscas^^  que  cela  eft  incommode  pour  les  commençans^ 
Ànaljffe.  bb 


ip  Analyse  générale^ 

d'ailleurs'  qu'il  y  a  des  équations  &  même  des  formules 
entières  qui  tombent  dans  le  cas  irréduâible^dont  on  ne 
peut  trouver  les  racines  imaginaires ,  foit  rationelles  foit 
irrationelles  par  la  formule  de  Tartalea;j'ai  jugé  à  propos 
de  réduire  les  dix->huit  formules  aux  trois  fuivantes  qui 
comprennent  toutes  les  difficultez  des  équations  du  troi- 
iîéme  degré,&  aufquelles  on  pourra  ramener  les  équations 
des  autres  formules  de  la  manière  dont  nous  l'expliquerons 
dans  la  fuite  par  TévanoUilTement  de  quelque  terme. 


i*"^.  Form. ...  X*  -f-  4x=Ab"\  c*eft  la  j«.  des  anciennes* 

%^^.  Form. ...  AT* ax  ==  h**\  c*ert  la  3^.  à^s  anciennes. 

j^.  Form. . . .  x' ax  s=: — ^  b^'.  c^eft  la  4^.  des  ancien. 

Le  fécond  terme  manque  dans  ces  trois  formules ,  c'eft 
la  féconde  puiiTancex^  que  jefuppofeégaleàzéro:  ainli 
les  équations  dans  ces  trois  formules  ont  >  ou  deux  raci- 
nes pofitives  dont  la  fomme  eft  égale  à  la  troifiéme  racine 
qui  eft  négative  ^  ou  il  y  a  une  racine  pofitiye  qui  eft  égale 
à  la  fomme  àc^  deux  autres  qui  font  négatives. 

Dans  la  première  formule  le  nombre  des  équations 
pofllibles  eft  infini  ,il  n*y  a  qu'une  feule  férié  infinie,  &  il 
n*y  a  qu'une  feule  racine  réelle  &:  pofitive ,  qui  eft  égale 
à  la  fomme  des  deux  autres  qui  font  négatives  &  mixtes 
imaginaires  ;  dans  la  féconde  &  rroifiéme  formule  il  y  a 
deux  fériés ,  une  finie  l'autre  infinie. 

Dans  la  féconde  formule  le  nombre  àcs  équations  potl 
fibles  eft  égal  au  quatre  moins  on  de  la  plus  grande  racine 
déterminée.  Si  x  ===:  10 ,  il  y  a  99  équations ,  le  centième 
homogène  eft^  zéro  &  après  commence  la  férié  infinie 
des  équations  de  la  troifiéme  formule ,  icntre  lefqoelles  il  y 
en  a  un  quart  qui  tombe  dans  le  cas  irréduâible,  &  le  refte 
tombe  dans  le  cas  ordinaire  qui  eft  réduûible. 

Il  n'y  a  qu'une  icule  racine  réelle  U  pofitive ,  c'eft  la 


grande  ;  les  deux  autres  font  négatives  &  imaginaires 
4ans  le  cas  ordinaire  qui  comprend  les  crois  quarts  de» 
équations  pofCblës. 

Mais  dans  le  cas  irréduâible  les  trois  racines  font 
rcelles^,  la  grande  eft  pofitivc  &  les  deux  autres  fontncw 
gatives  &  irrationelles. 

Dans  la  troifiéme  formule  qui  tombe  toute  entière 
dans  le  cas  irréductible  ^  il  n*y  a  qu'une  feule  férié  infi» 
nie  ,  le  nombre  des  équations  poi&bles  eft  infini. 

Les  équations  pofGbles  (ut  la  même  valeur  déterminée 
de  X  de  la  féconde  &  de  la  troifiéme  formule^forment  une 
fuite  d'équations  compofees  de  deux  fériés ,  l'une  finie 
dans  la  féconde  formule  qui  commence  au  zéro  ^  &|conti- 
nuë  par  réquation  pure  &  fîmple  d'où  elle  retombe  en« 
core  au  zéro ,  qui  eft  le  point  de  partage  de  la  féconde  de 
de  la  troifiéme  formuIe,d'où  partent  les  homogènes  pofi^ 
ci  fs  d'un  côté  pour  la  féconde  formule  en  montant  y  Se  les 
homogènes  négatifs  d'un  autre  côté  en  defcendant  pour 
la  troifiéme  formule  dont  les  homogènes  négatifs  s'é* 
tendent  à  l'infini  ,.&  donnent  la  féconde  ferie  qui  eft  in« 
finie. 

Dans  cette  troifiéme  formule ,  il  y  a  deux  racines  po- 
ficives  &  une  racine  négative  qui  eft  égale  à  la  fbmme  des 
deux  pofitiyes  , ,  c'cft  pourquoi  la  féconde  éc  l^  croifiéme 
formule  font  des  équations  foû-coatrairest 


H  ij 


%^2,  ASALTSE     GENERALE, 

-y/r/V  Jes  Eijuations  de  la  féconde  &  delà  troifiéme  formule 

fur  U  valeur  de  x  c==  lo. 

x^  — •    4x  — '  h"'  Formule  féconde, 

5  Equation  pure  &;  fimplc  du  j»». 

degré, 
X  •    iAr=    990.      Origine  du  i^^  cas  rédudiblc, 

X»  —    2x  ==   9  8  o.  OÙ  :.  ^' 7=  i  *"•  ^lifacinc  cft 

jv' 3X===5    570.  ' 

&c.         &c.         &c. 


x' 


x' 


x' 5dxs==    700.       Première  époque  où  50xcft 

^  triple  de  la  racine  lo. 

3ix==    690.       ^  » 

,  ,  o  ^        I-â  racine  eft  x  ==:  K  4  4 

x' 2  1X==:    680.  »* 

&c.       &;c.        &c.  =  ï^  4  ^'"* 


Fin  du  cas  réduârible. 


^Mi 


L 

4 


x' 7yx  ==  1  y  o.      Seconde  époque  où  75  x= 

^,^ -  ^«   de  looquarré  de  60.  &  ly 

76X *  4  o-  ^^  i«  g.çft  l'origine  du  cas  ir- 

x' 77X  ==:  X  3  o.  réduftible  qui  continue  en  def- 

&c.        «ce.  &c.     ccndant. 


x'  -—  80X  =  a  o  o.       Troifiéme  époque , ; 

X* 8ix=  150. 

x' 81X  sssa  180. 

&C.  &C.  &C. 


Litre    premier. 


^SS 


X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 


pix  t 
9 IX 


90. 


9}x 
54X 


a    70, 
=    60. 


9SX  t 
fSx  s 


97^ 

9Sx 
99X 

IQOX 


40. 

10. 
10. 


Equation  pure  Se  iimplc  du' 
fécond  degré. 
Et  point  de  partage  entre  les  homogènes  pofîtifs  &  néga- 
tifs de  la  féconde  6c  de  la  troifîéme  formule. 

S0/fc  de  U  férié  des  équations  de  U  féconde  &  troijiéme 

formule. 


..» 


ax 


10  O  X 


10  IX  = 
10  IX 


&c. 


103  X 
&c. 


h"       Troifîéme  formule  toute  en- 
tière dans  le  cas  irrédudible. 
Equation  pure  &  fîmple  du 
fécond   degré  ,    qui    eff   le 
ïo     point  de    partage  entre  les 
2,0    deux  formules^  ou  terme  com- 
*  mun  d'où  partent  les  homo<- 
\  ^    gènes  pofîtifs  de  la  x^.  formule, 
&c.     &  les  négatifs  de  la  3  ^.  formule. 


hb  iij 


^5,4 


% 


AkAI,YS.B      GfiNE&ALE, 

.jf» I X  ox=s= — -  too        Première  époque  où  V"^ 

^» iz ix=:= ioi     ^"""P*^^  x=  lo  de  l'unité. 

&:c.  &c.  &c. 


y»___ioox^ i"     looo  Seconde  époque  où  le  coeffi* 

^« .  cient  4  eft  triple  du  quatre  de 

^•_3oix=— looi  ^^^  jo,  &  V'  cft  le  dout)lc 

x' 3oix==— ^iooi  du  cube. 

Sec.          Sec.            &c.  '■ 


^j I  ,ox==î 1300        Troificme  époque  où^fur- 

palTe  le  ^ipU  d»  q^accé  de 

&;c.  &c.  Ôcc. 

à  l'infini. 

On  verra  dans  la  Méthode  de  réfoudre  les  équations 
par  des  tables  la  parfaite  analogie  qui  règne  entre  Icf 
équations  de  la  féconde  Se  de  la  troifiéme  formule  qui 
arrivent  au  xéro ,  qui  eft  le  terme  commun ,  d'où  par- 
tent la  férié  ftnic  de  fonc ,  &  la  férié  inBoie  de  l'autre 
de  ces  dcox  formules  ;  ceci  fuffit  pour  s'en  former  une 
idée  affea  claire  pour  les  réfoudtc  par  la  première  Mc- 
thocfcc  que  nous  donnons  ici ,  par  kt  formule  dcTartaléa 
ou  Tartaglia  géonaéttc  de  grande  réputatio»,  qu'il  pu- 
blia dans  fcs  livres  imptimex  à  Venife  en  1  j  j  6. 

Cettp  formule  pour  la  première  &  la  plus  grande 
racine  des  équation»  du  troifiéme  ^fé  ^  x^  ±.  a^  x* 

c=«  r  ,cft  xt===  ±.y    le  -+-  v^i^^H-  Jj4« 


/ 


ibh^y^ii^if-^aK 


LiV&B     PkBMIEH.  l^if 

Maïs  cette  formule  a  trois  défauts  ,  le  premier  c*cft 
d^engager  à  pluficurs  extradions  de  racines  «quarrées  Se 
cubiques ,  pour  y  remédier  il  faut  fc  fervir  des  tablesdcs 
quarrez  &  '  des  cubes  naturels  pdur  cous  bs  cas  où 
les  racines  font  rationcllcs,  &  de  nos  formules  d'approxi- 
mation pour  tous  les  cas  où  les   racines  font  irracio- 

nelles. 

Mais  le  feconcî  défaut  de  cette  formule  &  le  plus  im- 
portant ,  c'eft  qUe  ces  opérations  font  inutiles  dans  le  cas 
irrcduaible.  Voilà  le  défaut  effemiel  de  cette  Méthodes 
elle  n'efl:  point  générale  ,  &c  comme  le  cas  irréductible 
embraflfe  une  grande  partie  des  équations  poffibles  du 
troifîéme  dçgré  ,  la  formule  de  Tartaléa  a  des  bornes 
très  limitées  ^.&  jette  dans  Tcmbarras  du  calcul  (ans  pou* 
voir  réviter  ni  le  prévenir. 

Le  troifîéme  défaut  ,  elle  donne  la  raciae  quoique 
réelle  déguifée  fous  une  forme  imaginaire. 

Un  qupi  conjtfie  le  cas  irrédH&ihle. 

• 

Dans  les  équations  du  troifîéme  degré,on  diftingue  trois 
cas  dans  Texpreflion  générale  de  la  formule  des  racines 
inventée  par  Tartaléa,  ces  trois  cas  font  déterminez  par 
le  rapport  du  coefficient  ou  du  multiplicateur  4 ,  avec 
i'hdmogéne  ou  le  dernier  terme  de  l'équation  h ,  auquel 
nous  donnons  dans  la  fuite  un  expofant  en  chifres  Ro* 
mains  hl-*  ^  pour  indiquer  fes  trois  dimenfîons>  de  même 
nous  donnons  un  expofant  au  multiplicateur  if^',quoiqu'ils 
n«  foient  qu'un  feul  nombre  l'un  &  l'autre,  ou  une  lettre 
cwiftuë  ,  afin  dexonforver  la  loi  des  homogènes ,  mais 
nous  les  fupprimons  ici  pour  abréger. 

Lès  trois  cas  font,  i^.  lorfque  ~  4'  t=r  ^  ^^. 
c'eft'-à^dire  lor(que  le  cube  du  tiers  du  multiplicateur  a 
eft  égal  au  quarré  de  la  moitié  de  Thomogéne  h^ 
'    exemple.  $ôit  x^  — ^*ii  x  ==»  16. 


1^6  Analyse    générale 


^  ib.  Je  réfous  l'équation  fuivancla  formule  deXar* 
taléa  qui  fuit ,  x  ==  |/    i  ^  •f-  \/TiJ 


-   ^'' 


Vît — v'i«-.^4',)'a!*=^l/  — 


^4  •♦^  K      8  V  64 64  j  ce  qui  donne 

AT  =3  K  8  -+-  K  8  ,  qui   donne  x  ==  x 


> 


ou  AT  =5  4. 

Donc  dans  ce  premier  cas  ,  la  première  racine  eft  tou« 

Jours  x=iKi.  n  HH  1^^  4 ,  ou  X  ==K^*  ^  ,  ou  bien  on 

peut  prendrez  =  Kp  -+-  VlJ,  ou  x  ==  K "1 , 
c'eft-à-dire ,  que  dans  le  premier  cas  on  peut  prendre  in« 
différemment  le  double  de  la  racine  quarrée  du  tiers  du 
coefficient  4  ^  ou  le  double  de  la  racine  cubique  de  la  moi- 
tié de  rhomogéne  h. 

Ce  premier  cas  eft  toujours  réduâible ,  puifqu'on  peut 
le  réfoudre  par  la  formule  de  Tartaléa,&  le  réduire  aux 
•quations  (impies  du  premier  degré ,  dont  il  contient  le 
produit .  ce  qui  fe  fait  en  divifant  Téquation  propofec 
par  la  racine  trouvée  ^  car  le  quotient  fera  une  équation 
du  fécond  degré  qu'on  peut  réfoudre  aifément  par  la 
formule  du  fécond  degré  y  Ces  deux  racines  font  égales 
.  Le  fécond  cas  eft,  lorfque^^'  <  iiiy  c'efl-à-dirc , 
lorfque  le  cube  du  tiers  du  coefficient  a  eft  moindre  que 
le  quarré  de  la  moitié  de  Thomogéne  è  ;  alors  le  cas  eft 
encore  réduûible  ,  mais  les  racines  viennent  fo|is  une 
forme  imaginaire  ,  la  grande  racine  eft  réelle ,  Içs  deux 
autres  font  mixte;  imaginaires  ^  mais  en  apparence  feu- 
lement y 


Livai     *REM  I  E  H.  Z^y 

lement ,  car  elles  ont  des  fignes  contraires  qui  décruifenc 
la  partie  imaginaire. 

Le  croificmc  cas  eft ,  lorfque^^  a^  >  hb ,  c'eft-à-dire, 
lorfque  le  cube  du  tiers  du  coefficient  a  furpaffele  quarré 
de  la  moitié  de  l'homogcnc  6 ,  c*eft  ce  qu'on  appelle  le 
cas  itréduBible  ,  parce  que  la  formule  de  Tartaléa  ne 
peut  le  réduire  aux  équations  fimples  du  premier  degré, 
qui  font  les  racines  dont  il  contient  le  produit  ,  parce 
qu*elle  prefente  ces  racines  fous  une  forme  imaginaire 
irrationelle  ,  dont  on  ne  peut  Jes  tirer  pour  les  expri*- 
met ,  qupiqu'elles  fbient  réelles. 

Moyen  court  &  fdcile  four  connoitre  ces  trois  cas  dans 

une  équation. 

1®*  J'ajoute  au  coefficient  a  fon  tiers  ,  &  je  tire  k  ra- 
cine quarrée  de  la  fomme. 

•  x^.  Je  multiplie  Thomogcne  b  par  4,  &  je  tire  la  ra^ 
cine  cubique  du  produit. 

30.  Je  compare  ces  deux  racines  enfemble ,  (î  elles  font 
égales ,  l'équation  eft  dans  le  premier  cas  réduâible  ;  (î 
la  racine  quarrée  de  la  fomme  des  quatre  tiers  de  ^^ ,  ou 
feulement  fon  premier  chifre  eft  moindre  que  la  racine 
cubique  de  4  ^  ^  ou  feulement  que  le  premier  chifre  de 
cette  racine  cubique,c'eft  le  fécond  cas,  encore  rédu^iblc. 

Au  contraire  fi  la  racine  quarrée  furpaffe  la  racine 
cubique ,  ou  feulement  que  le  premier  chifre  de  la  ra- 
cine quarrée  furpaffe  le  premier  chifre  de  la  racine  eu- 
bique,  l'équation  eft  dans  lé  troiiiçmeças  ,  U  parcon- 
féquent  irréduftible. 

Méthode  four  éviter  les  frayions  dans  la  réfolution  des 

Equations  du  troijîéme  degré. 

On  ne  trouvera  point  de  fradions  dans  la  réfolution 
uinaljffe,  c  ç 
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d'une  équation  du  troîfîéâie  degré  ^  ii  rhomogénc  é  eft 
un  nombre  pair ,  &  û  en  même  tems  le  coefficient  a  efl: 
un  nombre  divifible  par  3  y  qui  eft  rexpofant  du  degré 
de  réquation. 

Or  rhomogénc^  eft  toujotirsi  un  nombre  pair ,  lorfquc 
Ton  dernier  chifre  eft  l'un  des  chifres  fuivans,  o.  1.  4. 
6.  8.  &c.  ce  qui  k  diftingue  du  premier  coup  d'œih 

Pourconnoitre  (î  4  eft  divifiblepar  3 ,  ii  ruffitd'aJDU- 
tter  cnfeoible  Tes  chifres  comme  dans  la  preuve  de  9,  Se 
«d'en  âcer  trois  autant  de  fois  qu'il  eft  poflible  ^  s'il  ne 
refte  rien,  c'eft  une  pr^euve  qu'il  eft  divifible  par  5. 

Mais  pour  rendre  i  un  nombre  pair  lorfqu'il  ne  Teft 
pas ,  il  faut  le  préparer ,  &  il  y  a  trois  cas. 
i^.  Si  t  étant  impair  ,  a  eft  divifible  par  3. 
x^.  Si  t  étant  pair,  a  n'eft  pas  divifible  par  3. 
.3°,  Si  ^  étant  impair ,  à  n'eft  pas  divifible  par  3. 

Dans  le  premier  cas  où  i  étant  impair  >  4  eft  divifible 
par  3 ,  je. multiplie  a  par  4 ,  &  ^  par  8 ,  ce  qui  me  donne 
une  équation  préparée  &:  transformée  avec  une  autre 
inconnue  dont  je  cherche  la  racine,  dont  la  moitié  fera 
la  première  racine  de  Téquation  proposée. 

Exemple,  dans    *     x^ — -4   x=i=i^'\ 
Soit  .    .    .     x' •*— -ig  x^=:3  5. 

Je  multiplie.  .     .     x  4  &  x  S. 


mm 


Produit  jf' yix  5=3=  180.  dont  je  trouve  la  racine 

par  la  Méthode  çi-aprcsj^  —  10  s=s  o  ,  dont  la  moi* 
tié donne  x  — ^  j  =»:  o  pour  la  racine  de léquatioh pro- 
pofëe. 

Dans  le  fécond  cas  où  S  qui  eft  toujours  de  trois  di* 
menfions  eft  pair ,  &:  a  qui  eft  toujours  de  deux  dimen- 
fions  n'eft  pas  divifible  par  3  »  je  multiplie  a  par  9  ,  qui 
eft  le  quarré  de  3 ,  &  ^  par  tj  qui  eft  le  cube  de  5  ,  ou 


par  30 5  œ  tj ,  ce  qui  cft  le  plus  commode  pour  U 

multiplication. 

m 
I 

Exemple. dans  ;^' ax=sj.       16$'  ou  '1^8' 

Soit    .    .    X* — -8x==si68L.      X  17        x  jo 3 

Je  multiplie  x^&x.ï7 

ccquidonne^^— .7i;f==4y56.       3?^ 5^4 

J'opère  far  cette  équation  transformice  par  la  Mé- 
thode fuivame ,  &  je  trouve^  — -  1 8  ==  o  ^  c*éft  la  ra- 
cine doncle  tiers  dotxoe  x. tfs===3o  pour  la  racine 

de  1  équation  propo(ee. 

Dans  le  troifiéme  cas  où  t  étant  impair ,  a  n'eft  point 
divifible  par  5  ,  )e  prends  6  douBle  de  3  ,  (on  quarré  cft 
}6  y  &-foncube  eft  2^16.  Or  comme  par  hypothéfc  &  par 
conftruâion  ,  4  eft  un  quarré  imparfait  ou  un  produit 
de  deux  dimenilons ,  Se.  ^  un -cube  imparfait  ou*  un  pro^ 
duît  de  trois  dimenfîons,,.c!eft  pourquoi  je  lui  donne  un 
expofant  en  cliifres  Romains  h'/^  qui  ne  marque  point 
une  troiûéme  puiftance  ,  mais  un  produit  de  trois  di- 
mentions ,  pour  conferver  la  Lpi  des  homogènes  encre 
les  termes  de  réquation  ;  c'eft-à-dire ,  afin  qu'ils  aient 
chacun  trois  dimenfîons  »  c'eft. pourquoi  je  multiplie  4 
par  }6  y  quarré  de  6  ^  &c  b  par:  il6  cube  de  ^  ,  ce  qui 
donne  une  équation  transformée  mettant  une  autre  in* 
connue  7  à  la  place  de  x^  dont  je  trouverai  la  racine  par 
la  Méthode  qui  fuit ,  &  la  fixiéme  partie  de  cette  racine 
fera  Is^.  racine  de  Tcquation  propose. 


ce  ij 


2.60  Analyse    aEKEHALB, 

Exemple  dans . . .  •  x'  —  ax — »  ^''' 

Soit X*  ix^=ii^. 

Je  multiplie  par  x  5^  &x  zi6. 

48  y  10. 

170.  • 


Ce  qui  donne ^* 188==  183^0  ^  dont  je  trouve 

la  première  &  plus  grande  racine  par  la  Méthode  fui* 
vante  /  •; —  5  o  ==  o ,  je  divifc  3  o  par  6 ,  fa  fîxiéme  par- 
tic  bu  fôn  quotient  eft  j  ,  qui  donne  x  -*—  y  =  o  , 
pour  la  première  &:  plus  grande  racine  de  Téquation 
propofée  qui  eft  pofitivc. 

L4  réfolutiên  des  BquAticns  du  iroifiême  degré. 


Dans  la  première  foTmxrle  x^  •-+-  a  x 


jif 


Il  n'y  a  qu'une  feule  férié  mais  infinie  d'équation» 
poffibles  dans  cette  forrhule ,  foit  fur  la  valeur  déterminée 
de  Tune  des  racines  x ,  Iqit  (ut  une  valeur  déterminée  du 
multiplicateur  a ,  on  trouve  dans  Tun  &  l'autre  de  ces 
cas  une  férié  infinie ,  &  ces  deux  *ferics  font  difFérentcs, 
puifqu'^ellcs  viennent  d'une  origine  différente. 

Dans  cette  formule  qui  comprend  le  cgs  ordinaire 
réduÛible  ,  on  peur  toujours  trouver  la  première  racine 
des  équation  &  les  abaifler  enfuite  au  fécond  degré  par 
la  divifion  pour  avoir  les  deux  autres. 

Puifque  le  fécond  terme  manque  dans  c^ttç^  fol-itoule, 
il  y  a  une  racine  réelle  &:  pofîtive  ,  égale  à  la  fomme 
des  deux  autres  qui  font  négatives  imaginaires  &  égales. 

La  grande  racine  réelle  &  pofîtive  ne  vient  jamais 
fous  une  forme  imaginaire  par  la  formule  de  Tartaléa* 
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,'/ > 

— Y  1  b  —  KJ^MI"^. 

Les  deux  aucres  racines  font  négatives  ^  imaginaires 
ic  égales ,  on  les  trouve  par  cette  formule  ,  fuppofanc 
z, \  la  première  racine  trouvée. 


Exemple.  Soit  l'équation  x^  -H  4^  a:  ==?=  ^8. 

Je  me  fers  de  la  formule  x  =^  y    1  h\^  KHiTrHjV 


i  * V  Ibb^^  ^a\  qui  donne 


^''^^  ce  qui  donne 
17   ... 


V^   X401 


•  •  •  ^  «  •  « 

■-   -     ■  .  •-  .     -  — :   I   ■     I  ■ 

Y    49- — V  t/i^oi  -+^i375    qui  fe  réduit  a 


}/   4^H-Ky77tf  y    49 >^^776 


y  "*"  ^    — '  ^7  qui  donne  enfin 
^==S J,ou  bien  a:  ==1^  donc  la  racine  cft 


ce  rrj 


Expficatiop  de^  tpférAtiûnfféivéUftUfarmHle-de  TdrtAliét. 

lo.  Je  prends  la  moitié  de  rhomogénc  98  ^  c'cftr49 
==s \  b  que  je  fubfticuëdiins  la  formule  ,  de  mçme  que 
les  nombres,  fulvans^ 

x^.  rétéye  au  quarté  cetce  v&oiûh^y  ftni  qpancefr 
X40I.  =^  bb. 

jo.  Je  prends  le  tiers  du  multiplicateur  45  ,  c'eft  15  , 
je  le  cube  ,  c'eft  3  jyy  î=;s=  n  ^'v 

.  4^.  rajoute  enfeœble  ce  quarrè  ,.&  ce  cube  4^uis.j]iie 
ipmme^2r4oi  -4*  J57y  >  ^^^^  fQmme.  eft  577^=1^^ 

*^     • . 
y®.  Je  tire  la  racine  qnarrée  de  cette  fommc  ç'cft  7^ 


4  .  ^ 

6^.  J'ajoute  cette  racine  quarree  y  6  avec  49  moitié  de 
rhotnbgcnc  ,  la  (bmme  cft  i  zç  ,  dont  je  tire  la  racine 


cubique  qui  cft  j  5==»  t^^i  ^  H-  l/"  ^  iJ^  -f.   i^  4^  ,  c^cft- 


la  première  partie  de  la  racine,  qui  répond  au- premier 
membre  de.  fjL  formule» 

7^  Préfentement  pour  avoir  k  féconde  partie  de  la 
racine  fuivapt;  ce  que  prescrit  le  fécond  membre  de  fa 
formule ,  j'ôte  la  moitié  49  de  la  racine  cubique  7^, la 
différence  eft-—t7,dont  je  tire  là  racine  cubique  qui  cfl; 

~ 

i  =  Y  Ij ^ibb-i-ifa'  qui  eft  le  fécond 

membre  de  la  formuledela  racine. 


8^.  J*ai  donc  les  deux  parties  dç  la  racine  y 3  s 


A)nc  la  racine  cherchée  eft  x  —  i  =  o  ,  qui  cft  pofitive, 
jivis.  Pour  abréger  ces  opérations  ,  il  faut  fe  fervir 
des  cables  des  quarrez  2£  des  cubes  naturels  ^dont  nous, 
avons  .donné  la  conftruûion. 


Pour  la  preuve ,  je  divife  Téquation  propofcc  par  cette 

racine  trouvée  x x  £=5  o ,  &  fi  la  divifion  e'ft  exaûe, 

c*e(t  une  marque  que  la  racine  eftjufte.  Le  quotient  eft 
une  équation  du  fécond  degré  qu'il  &utTéfffadre  par  Ta 
formule  du  fécond  degré  pour  avoir  les  deux  Hutrcs  ra- 
cines  qui  font  négatives^  êc  on  aura  de  la  forte  toutes  les 
racines  de  Téquation  propofee. 


Divi/ènr. 

\  Dividendes 

«  —  1  =  0 

^  **.0**-+*fy4P 

£^oticnt. 

X*     • 

.    x'  ——  ax*. 

0    -4**   XX*. 

•4-    2X. 

.     .    -H  XX*, 

9* 


4^< 


•  ■ 


Premier  produit  à  ôter. 
4JX.  Premier  rcftfc. 

4x.  Second  produit  à  oter« 
49X.  -*—  j8.  Second  rcfte. 
4i?x.  --—  ^8.   3"*.  produit. 

o     .  •  •  ^  dernier  refte. 


Pour  achever  la  réfolution ,  je  cherche  les  deux  raci- 
nes du  quotient  x*  H-  xx  -+-  49  =âiô  qui  eft  une  équa- 
tion du  fécond  degré  ou  x*  -+-  xxa±=s= -*■**- 4^  fuivaht  la 
formule  du  fécond  degré 


I^ 


44 


^  ^  ce  qui  donne 


49,oux 


qui  tombe  dans  le  troifiéme  cas  de  la  cinquième  formule 
;du  fécond  degré  puifquei  44  <  49,  par  cônféquent  les 
4ettx  racines  font  négatives ,  égales  &  imaginaires ,  c'cft 
X  mas  i  4::  1^  -i-  48  ,  la  .preuve  «n  eft  évidente  parU 
fornution  tle  Téquation  qui  fuit« 


2^4  Analyse     générale, 


X 


I K_^8=^0 


XX-l-I-t-K  —  4g 


X 


% 


IX  AT  V 48 


IX  -♦-  I 


vzz^-^  iVzr^-^  ^% 


o. 


9C^  -f-  T^x  (Hr  X  -*^48)  -i-  49  =  0. 


où  Ton  voit  que  les  produits  des  grandeurs  réelles  par  les 
imaginaires  fe  détruifent  par  des  fignes  contraires ,  de 
même  aufli  le  produit  de  l'imaginaire  par  l'autre  imagi- 
naire contraire  détruit  ritt^aginaire  ôf  rétablit  la  gran- 
deur poCtivc  fie  réelle -4-  48. 


La  réfolutiùn  des  Equations  du  troijiéme  degré  dan$ 
U  féconde  formule  y}  ax  ===  h"\ 

La  féconde  formule  &  la  troifîcme  qui  fuit  ont  une 
étroite  liaifon  qui  les  unît  &  mêle  cnfemble  leurs  fériés  ^ 
elles  en  ont  deux  chacune  fur  chaque  valeur  de  x  déter- 
minée ,  la  première  fèrie  eft  finie ,  &  la  féconde  eft  in- 
finie 1  la  férié  finie  de  la  féconde  formule  commence  ex- 
clufivement  par  le  cube  de  la  valeur  de  x  déterminée , 
par  exemple,  foit  x  ==  7  dont  le  cube  eft  545.  La  férié 
finie  commence  cxclufîvemcnt  par  at^ —  OAr=  545  & 

continue  x'  —  ix  =  53^.  x' ix  =  519  ,    &c. 

De  (btte  que  la  fuite  des  homogènes  pofitifs  décroît 
continuellement  conftamment  de  7  y  tandis  que  le  muU 
tiplicaceur  a  croit  fuivant  la  fuite  des  nombres  naturels 
I.  1.  3.  &c.  Ainû  l'homogène  arrive  au  zéro  lorfque  le 
multiplicateur  a  arrive  à  49  quarré  de  la  valeur  de  x  se  7. 
dans  x' 49X  B=  o ,  qui  eft  une  équation  pure  &  fim- 

plo 
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pie  du  fécond  degré  y  car  en  divifant  tout  par  x  ^  elle 

donne  x* 49==  o.  dont  les  deux  racines  font  x  —  ^ 

o,  &x  -+-  7  =  0. 


Enfuite  comme  le  zéro  eft  le  terme  commun  de  toutes 
les  grandeurs  poil tives  &  négatives ,  les  homogènes  qui 
étoient  pofîtifs  avant  d'arriver  au  zéro  fe  changent  en 
négatifsytandis  que  le  multiplicateur  4  continue  à  croître 
fuivant  la  férié  naturelle  des  nombres  s  ce  qui  donne 

X*  ^ox  ==» 7.  &  x'  —  y  I X  =  •- —  1 4  , 

jc' ^ix  ==: 21  ,  &  ainfî  de  fuite  à  l'infini.  De 

£brte  que  cette  ferle  Infinie  tombe  dans  la  troifîéme  for- 
mule x' ax  ==  —  t^'\ 

Pareillement  dans  la  trolfiéme  formule  il  y  a  une  (erie 
finie  qui  commence  exclufivement  par  l'équation  pure  &: 

lîmple  du  3"^^  degré,  x^ ox== 343"^' i^ 

s= 33^.  x' ix==— —  3x9.  &c.  De  forte  que  la 

fuite  des  homogènes  négatifs  décroît  jufqu'à  ce  qu'ils 
foient  arrivez  au  zéro  ,  d'où  enfuite  ils  deviennent  pofî- 
tifs 6c  forment  la  férié  infinie  des  équations  de  la  fécondé 

formulex'— —  5ox==7,  x' jix=t=  14.  x'  —  ji 

X  ==  II  ,  &c.  Tout  cela  s'éclaircira#par  l'opération 
&  fe  découvrira  du  premier  coup  d'œil  dans  les  Ta« 
blés. 

La  liaifon  des  deux  (eries.  différentes  de  ces  deux  for- 
mules vient  de  ce  qu'elles  donnent  des  équations  foûcon- 
traires ,  c'efl-à-dire  que  les  racines  qui  font  pofitives  dans 
l'une  font  négatives  dans  l'autre. 

Dans  cette  féconde  formule  il  n'y  a  qu'une  racine  réelle 
&  pofitive*  La  formule  de  Tartaléa  pour  trouver  cette  i^^ 


&  plus  grande  racine  eft  x  =1/   y  *  "+•  ^-  bb 


17  4 


l/? 


^^1^^=^ 


4'. 


Les  deux  autres  racines  font  négatives  :  mais  comme 
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la  formule  de  la  première  racine  concienc  deux  bindmes 
complexes  ou  compoièz^de  deux  membres ,  qui  compren* 
nenc  cous  les  deux  fous  le  figne  jradical  de  la  croîfiéme 
puiiTance  ^  un  figne  radical  qui  couvre  encore  un  bi- 
nôme donc  te  premier  terme  ^  li  eft  pofitif  ^  &  le  fécond 
~r  4^  eft  négatif,  cette  racine  devient  imaginaire  lorfque 
^  i6  eft  moindre  que  ^  a^  y  6l  comme  le  rapport  de  ces 
deux  grandeurs  donnent  trois  cas  que  nous  avons  expli- 
qué ci-devant ,  il  faut  les  conftilter. 

Explication  de  P  opérât  ion ftnvant  U  Formule  dcTdrtdléd^ 

Soit  propose  l'équation  x' yiysœ  180. 

I  ^  Je  prends  la  moitié  de  Thomogéne  h"*  qui  eft  !c 
dernier  terme  i&p ,  fa  moitié  eft  140  =  7  b.  que  j'écris 

à  part  (bus  le  premier  radical  K . 

%^.  Je  quatre  cette  moitié  ,  fon  quatre  eft  1960a 

6=  i  bb ,  que  je  mets  fous  le  figne  radical  V^. 

3°.  Je  prends  le  tiers  du  coefficient  jh  =r5  a  \  c*eft 
^4-=  j4,  jerçleveàlatroifiémepuiffancc,  c'eft  15824 

4°.  J'ôce  ce  cube  du  quatre  qui  le  précède ,  c*eft  1960a 
158x4=  5776.  qui  répond  \\bb 77  4' ,  dont 


bb  —  i,4\ 


la  racine  quarrée  eft  76  ==5:5:  \/  J. 

y^.  J'ajoute  cette  racine  à  ^  ^,  c*cft  76  -+•  14a 
»  1 1 6  &  je  tire  la  racine  cubique  du  total ,  c'eft  6  ea 
nombres ,  qui  répond  au  premier  menii)re  de  la  racine 


V 


-  ^  H-K"; 


hbb 


a 


h 


6^.  Pour  avoir  le  fécond  membre  de  la  racine  ,  j'ôtc 
la  racine  quarrée  que  je  viens  de  trouver  76  de  140  ,  le 
refte  eft  64^  dont  je  cire  U  racine  cubique ,.  qui  eft  4»  c'e  ft 
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le  fccoad  rarrabre  de  la  racine  qui  rqK>nd  aa  fcGond-mcm- 

bre  de  fa  formule  [/  ~  ^ Ki^^ — jTJs  ^ 

7^.  J'ajoute  enfembîe  les  deux  parties  de  la  racine 
6  -4-  4  ==  lo.  Donc  lo  eft  la  première  racine  &c  la  plus 

grande  de  l'équation  propofce  x' jtx=tio. 

Ainfi  ayant  trouvé  la  première  ic  p(us  grande  racine 
qui  eft  poiitive,  en  divifanc  l'équation  par  cette  racine 

X I  o  ==:  o ,  fi  la  di vifion  eft  exaâe ,  c'cft  une  marque 

que  c'eft  la  véritable  racine  r  &  Te  quotient  efl  une  équa- 
tion du  iecofid  degré  donc  il  faut  trouver  les  deux  racines 
par  la  formule  particulière  au  fecetid degré,  quîfefo»^  Ite 
deux  autres  racines  de  Téquaiion  propofée. 

Divi/eur\  Dividende  YJ^o tient 

y— 10  =  0/   r*  —  7ijr  —  i8o=o   /  **  H- lOJt  ^- i8  s=  O 


x^ .    .    x^ lox*.  Premier  produit  à  ôten 

o  -+-  lOAf*,——  7  i;c.  Premier  refte, 
lox.    .    .  -+-  lOAT*.  — loojK»^  zK  produit  à  ôter. 

o       -f-     x%x. i8o.  1^,  refte. 

^8.  • -4-    i8x. z8o.  3™«.  produit 

=  o .    .  o    •  •  .  o.  dernier  rcfte. 


•  1 


Prérentcmenc  il  faut  réfoucire  \c  qaociene  qut  eft  untf 
équation  du  fécond  degré  X*  -+*  ro;f  -f-  %%  =»o,  qui 
donne  par  cranrpoficion  jr* -fr-  ioxe3^-|— i8.  J'ajoûw 
d'abord  de  part  &  d'autre  -+-  i  **,  on  2  5 ,  ce  qui  don- 
ne *'  -+-  lOAT  -+-  ly  es»  ly  —  i,8 ,  )c  tire  l* raciiief 
quarrée  de  chaque  membre  fuivant  la  formule  du  fécond 
degré  ,  c'eft  X -+- j  «.  :+:  Knt^Ts',  ott  X -+- 5 

dd  ij 


téi  A  K  A.L  TSE     GEKE&ALEy 

s=5y— y  t*!*^--!  •  *^  abrcgcanc  x  = y  :+:  ^^  <f^ 

font  deux  racines  négatives  &  mixtes  imaginaires  que  je 
multiplie  pour  en  former  Téquation  du  fécond  degré  qui 
en  donne  la  preuve  comme  il  fuit. 


X    -+-  y v^ 


j 


X  X  -H  y  -+-  V —  5  ==  o 

X*  -t-   y  X  Arv"! 


yy-Hiy — yv_, 


X*   -+-  I  o  X  (-+-  2y  -4-  3  )  -4-  28 


^/8^/rf  ffe$n)efarJîmfU  addition. 


puifque  •    •    •    X  £==:  10 
j'ai •  •    .    7Z0 

i8o 


1000  5=  x^ 


Semaraue.  Cette  formule  de  la  racine  n'eft  point  gêné- 
raie  pour  tous  les  cas  des  équations  qu'on  peut  former  fur  . 

cette  féconde  formule  x' ax  ===  b.  Car  il  y  a  trois 

cas  qui  naiflent  du  rapport  de  ^  4'  avec  ^  bb. 

Or  dans  le  premier  cas  où  \  a^  =  ^bb^  ic  àzns  le  fé- 
cond cas  où  ^  4'  <  ^  bb  ^  qui  font  tous  deux  réduâibles 
on  peut  fe  fervir  de  la  formule  ;  Mais  dans  le  troificme' 
cas  où  ~  4'  >  ^  bb^  qui  eft  le  cas  irréduâible^  la  formule 
eft  abfolument  inutile  quoique  les  racines  foient  réelles. 
Ce  qui  a  engagé  ^l't  pçlagny  à  rechercher   d'autres 


LlVlLB       PREMIER.  169 

Méthodes  pour  le  cas  irrcduftible  ,  que  j'expliquerai 

ici. 

Remaque  imporUnfe.  Dans  cette  formule  le  nombre 

des  équations  poffibles  fur  la  plus  graade  racine  qui  cft 
pofîtive  forme  deux  fériés ,  la  première  eft  finie ,  &  la 
féconde  cft  infinie ,  la  première  (crie  qui  eft  limitée  eft 
égale  au  quatre  de  cette  racine  moins  un  ;  c*eft-à-dire,  que 
pour  la  racine  -+-  9  ,  dont  le  quatre  eft  81 ,  il  y  a  80 
équations  poffibles,  &dans  cet  interval ,  comme  les  deux 
autres  racines  font  négatives ,  &  que  leur  fomme  eft  égale 
à  la  grande  racine  pofitive ,  il  n'y  a  que  quatre  équations 
quiont  d  es  racines  rationelles  ^ 


x^ 75  jc  ==  7  3,dont  les  racines  font*!- 9,— 8y 

AT* 67  xt=ix6^àoTit\cs  5  Rac.font-Hp, 7,—- z. 

x'  r —  63  X  ==:  161.  dont  les  Rac.  font  *H9, 6, j 

x^ 61  ;^c3c=i  Soldant  les  Rac.  font -f- 9, j, 4. 

X* 61  X  ==  i8o,dontlesRac.  font-f-^, 4, y. 

Cette  dernière  n'eft  que  la  précédente  répétée  ,  car 
dans  quelque  ordre  qu'on  prenne  les  mêmes  nombres 
pour  racines  >  ils  donnent  précifément  la  même  équation. 
Ainfi  entre  ces  80  équations ,  il  n'y  en  a  précifement  que* 
quatre  qui  aïent  des  racines  réelles  &  rationelles  ,  c'eft 
précifement  la  moitié  de  9  en  entiers ,  mais  il  y  en  a  le 
quart  qui  ont  des  racines  imaginaires  fuivant  la  formule, 
quoiqu'elles  (oient  réelles  &:  irrationelles ,  &  qui  tombent 
par  confequent  dans  le  cas  irréduâible  ,  à  commencer 

par  x' 80  AT  ==:  9 ,  laquelle  ne  peut  être  réfoluë  par 

la  formule  de  Tartaléa ,  jufqu'à  at' 61  x  ==  180  in- 

cluûvement,  ce  qui  comprend  même  toutes  les  quatre 
équations  ci-defliis  qui  ont  des  racines  réelles  &  ratio- 
nelles $  mais  toiites  les  autres  équations  font  réduâibles 
qui  font  au  nombre  de  ^o ,  car  leurs  racines  qui  font  vé* 

Jd  iij 
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ritablement  imaginaires,  vienivent  fous  imc  forme  imxee 
imaginaire. 

La  ferie  fjbtc  de  ces  équations  eft  facile  à  former  à 
commencer  par  81  Ars===  o  qui  eft  hors  d'oeuvre,  &  con- 
tinuant par  80  AT  ==59  ,  79  X  ==  i8  ,  78  ;c  ===  17  ,  &c. 
en  continuant  demême  à  diminuer  le  coefficient  4  de  Fa* 
nlté^  &  prenant  pour  rhomogéne  h  la  fuite  des  multiples 
de  9  /qui  font  9 ,  18,  17 ,  5Ô  ,  &c.  on  aura  la  dernière 
des  80  équations  x^  -—  i  jf  t=  710. 

On  peut  former  de  fcmblables  fériés  far  les  neuf  pre«» 
miers  nombres  counmençant  toujours  par  le  quarré  delà 
racine  déterminée  ^  ce  qui  efl:  crès-utile  pour  concevoir 
ces  équations  &  leur  réfolution,  que  Ton  peut  trouver 
même  dirrdlcment  par  des  tables  conftruites  dela^rtei 
comme  nous  Tavons  vu  ci-devant. 

Rtfolution  des  équations  du  troifiéme  degré. 

Dans  la  troifiéme  formule x' ax=. ^''',qui 

eft  toute  entière  dans  le  cas  irréduûible^  c'efl  laplusdif^ 
ficile  &:  la  plusutile  y  parce  que  la  trifcdion  cb l'angle  s'y 
réduit. 

Cette  formule  contient  deux  fériés.  Tune  finie  &  l'autre 
infinie  d'équations  consiine  la  précédente  fur  une  racine 
déterminée, comme  x  <=:9  >  elle  condenc dans  la  férié 
finie  80  équations  ^c'eft  81  moins  i  y  quarré  de  cette  ra« 
cine  9  ,  à  commencer  par  la  plus  grande  équation 
x^  ' —  145  xa==  —  1438  ,  &  continuer  en  diminuant 
le  coefficient  a  de  l'unité  bc  Tbomogéne  ^  de  ^  ,  ce  qui 
donne  pour  la  !<*«•  équation  jv' —  242A^t=— —  1449, 
&  diminuanc  toujours  de  même  ,  on  arrive  à  la  dernière 
équation  x^  ——81  x==o /entre  lefquelles  il  y  a  cinq 
équations  dont  les  racines  font  rarionelles  ;  mais  on  ne 
peut  abfolument  réfoudre  aucune  de  ces  équations  par  la 
formule  de  Tartalca  y  ce  qui  s'appelle  le  cas  irréduÀibie, 
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qui  comprend  encorde  quart  des  équations  poflibles  de 
la  féconde  formule  qui  précède ,  ce  cas  n'eu:  pas  moins 
célèbre  parmi  les  Analiftes  que  la  quadrature  du  cercle, 
Teft  chez  les  Géomécres^ce  qui  a  engagé  M^.Delagny  à  re- 
chercher des  Méthodes  pour  le  réibudre  {d'ailleurs  par 
}a  formule  de  Tartaléales  équations' du  troidéme  degré 
qui  font  rédudibles^  c'eft-t-dire  dans  le  cas  ordinaire  y  Se 
dont  les  racines  font  ratîonelles  ,  viennent  par  la  for« 
mule  fous  la  forme  déguifée  d'un  binôme  irrationel ,  ce 
qui  efl:  le  plus  fréquent ,  que  fous  une  forme  rationelle» 
Par  exemple ,  encre  les  99  équations  poflibles  fur  la  va* 
leur  de  x  =a  10  déterminée ,  il  n'y  a  que  5  réfolutions 
qui  donnent  la  valeur  de  cette  racine  (bus  une  forme 
rationelle  qui  (ont. 

x^ tj  X  ==730.  forme  de  la  Rac.  x*  c=a^-|-  i=aio« 

X^  48x'==ssJIO x'=:  8  -i-  Zî==  lo. 

AT*  63  AT  ==5  70 ^*=3=:7  -f-  3a=s=as  10. 

AT* 7ix==i8o.  ..•••.  ;if' ==  6 -H  4s==  10. 

x^ 7y  X  ==s  150 x^  =s  y  -4-  j  5==3  10. 

,  Ainfi  de  tous  les  autres  cas  (emblables ,  touces  les  au- 
tres équations  donnent  la  première  racine  fous  une  forme 
irrationelle  inuginaite ,  quoique  la  racine  foit  réelle. 

* 

En  général  ^ur  déterminer  tous  ces  cas. 

Soit  la  plus  grande  racine  d'une  équation  du  troi-^ 
fîémc  degré  dans  la  féconde  formule  ,  un  nombre  pair 
quelconque  ^=  i  ^f ,  le  nombre  des  équations  pofTibles^ 
en  nombres  entiers  cft  4  aa 1 . 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  lu  racine  rècller 
fous  une  forme  rationelle  eft  ==^  a. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  réeller 
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fous  une  forme  irrationelle  cft  =  j  aa  —  a. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  réelle 
fous  une  forme  imaginaire  eft  ^4 i. 

Mais  G,  je  fuppofe  la  plus  grande  racine  un  nombre 
impair  quelconque  ==  14^1 . 


Le  nombre  des  équations  poffibles  fçv^:==^aa  -«H  44. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  fous 
une  forme  rationelle  =sz  4. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  fous 
une  forme  irrationelle  rcelle=  5  aa  -+-  1  a. 
.    Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  réelle 
fous  une  forme  imaginaire  ==  a  a  -i-  a  ,  c*eft  précKc- 
ment  le  quart  des  équations  poflibles  plus  une. 

Lorfque  la  grande  racine  efl:  un  nombre  pair ,  alors  le 
dernier  terme  de  Téquation ,  où  l'homogène  eft  toujours 
un  nombre  pair^&  il  y  a  précifément  le  tiers  en  entiers  du 
nombre  des  équations  qui  viennent  fans  fraâions,  parce 
qu'il  faut  prendre  le  tiers  du  dernier  terme  de  Téquation^ 
ainfi  la  racine  étant  10  ,il  y  â  3  3  équations  qui  viennent 
fans  frayions. 

Au  contraire  lorfque  la  racine  eft  un  nombre  impair, 
le  dernier  terme  cft  impair ,  le  nombre  des  équations  fans 
fraûions  n'cft  alors  que  la  fixicme  partie,  par  exemple, 
la  racine  étant  13,  il  ya  168  équations  poC 
fibles  dans  la  féconde  formule,  dont  il  n*y  en  peut  avoir 
que  z8  fans  fradions  ,  ce  qui  fait  la  (ixiéme  partie  en 
entiers. 

Entre  les  racines  qui  viennent  fous  une  forme  imagi- 
naire ,  il  y  en  a  qui  viennent  fous  une  forme  rationelle, 
&  d'autres  fous  une  forme  irrationelle. 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  fous 
une  forme  imaginaire  rationelle  cftï/T7  en   nombres 


12. 


entiers ,  fuppofant  la  racine  réelle  &:  égale  à  a. 

Ainfi  foit  la  racine  s=:  10 ,  dont^le  quarré  eft  100 ,  (a 

douzième 
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douzième  partie  cft  8  f  donc  la  racine  approchée  en  en- 
tier eft  1  ;  c'eft  pourquoi  il  y  a  deux  équations  où  la  ra- 
cine vient  fous  une  forme  imaginaire  racioneile ,  c'eft 

&  x'  ijx==  IJO, 

Si  la  racine  réelle  étoit  tfo  ,  il  y  auroîc  17  équations 
où  la  racine  viendroLt  fous  une  forme  imaginaire  ratio* 
nelle  ;  mais  il  y  en  a  un  tiers  qui  la  donnent  fpus  une 
forme  imaginaire  irrationelle^ 

Quelque  fois  la  formule  donne  la  racine  (bus  une  forme 

négative  ,  au  lieu  de  la  racine  pofitive  qu'on  cherche , 

exemple ,  dans  x' 3  x== 2.  on  trouve  fuivant  la 

j  _  I 


formuleK j  ^ o  **•  ^ 1 o  ,  qui 


donne v t  -f-  k  ^ 


-^  z  y  qui  eft  une  racine  négative  ^  au  lieu  de  la  ra-- 
cine  pofitive  x  ^==^  1 . 

Enfin  entre  99  équations  poflibles  dont  lo  eft  la  ra^ 
cine  ^  il  y  en  a  cinq  où  la  racine  vieni:  fous  une  forme 
cationelle ,  70  fous  une  forme  irrationelle  ,  mais  réejle , 
eç  2.4  fous  une  forme  irrationelle  imaginaire;. 

REGLE  NOUVELLE  ET  GENERALE 

Fpur  trouver  la  première  &  U  flus  grande  racine  des 
Equations  du  troijiéme  degré  dans  la  féconde  formule^ 

Cette  règle  confifte  à  perfedionner  là  formule  de  Tar- 

taléa.  Exemple.  Soit  x' 6ox  =a=  400  ,  la  racine  vient 

par  la  formule  fous  cette  forme  irrationelle. 

5/ ■  r/ 

Y      2.00 -4- f/"  3 1 000  Ht- }/     2,00 y^jiQOo 


a 

Pour  avoir  (bus  une  forme  racioneile  cette  racine,  qui 


Z74  Analyse    genehale, 

cft  ainfî  déguifcc  fous  l'exprcflion  d'un  binôme  irracio- 
ncl ,  1°.  je  prends  le  tiers  de  60  ,  c'efl;  10  ,  je  le  cube  , 
c'cft  80003==^'  de  la  formule. 
Suivant  la  formule  générale  de  la  racine 

z^.  Je  prends  la  moitié  de  rhomogcnc==^''' £=5400, 
c*eft  zoo  que  je  quarre ,  fon  quarré  eft  400.  00. 

30. 3'ôte  80.  00  de  400.  00  ,  il  refte  310.  00==:^^^ 
■ —  n  4' ,  &  je  tire  la  racine  quarrée  à  caufe  du  fécond 
iigne  radical  qui  couvre  ces  deux  grandeurs  dans  la  for- 
mule, c'eft  178  que  j*a joute  à  la  partie  rationelle  100, 
la  fomme  eft  378^fuivant  le  premier  membre  de  la  for- 
mule. 

40.  Cette  racine  quarrée  178  augmentée  de  l'unité 
c'cft  179,  que  j'ôtede  la  partie  rationelle  ioo==^^'", 
le  refte  eft  x  i  ^  fuivanc  ce  que  prefcrit  le  fécond  membre 
de  la  formule. 

jû.  Je  tire  la  racine  cubique  de  ces  deux  nombres  en 

deflbus,  fuivant  ce  que  prefcrit  le  fîgne  radical  VT 
or  la  racine  cubique  approchée  de  378  en  deflbus  cft  7. 
bc  la  racine  cubique  approchée  de  1 1  en  deflbus  eft  x , 
la  fomme  de  ces  deux  racines  7-4-1  =:  9  ^  que  j'au- 
gmente de  l'unité  c'eft  10 ,  d'où  je  conclus  que  10  cft  la 
grande  racine  de  l'équation  propofée  ,  s'il  y  en  a  une  ra- 
tionelle ,  ou  ce  fera  la  racine  approchée  fi  l'équation  pro- 
pofée n'a  que  des  racines  irrationelles. 

DemonfirAtion. 

La  véritable  racine  de  l'équation  propofée  eft  fuivant 

j/ = 

la  formule  y     100  *i-V^  3 1000 


)/ 
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^75 


100 V^ 


3  zooo, 


5/ ' 

Or  pour  la  conftruûion  1/    200  -+-  K  3 1000 

cft  la  plus  grande  qucK  378,  mais  plus  petite  que  ^3 79- 
Par  la  même  conftruâ:ion  1/    200  —  K  3  zooo 

cft  plus  grande  que  V  ti ,  mais  plus  petite  queK iz. 

Donc  en  prenant  la  racine  cubique  approchée  de  378 
en  defTous  qui  eft  7 ,  il  eft  évident  que  la  valeur  de  la 

racine  dej/    100  --h  V  3  looo ,  cft  entre  7  &  8. 

Donc  prenant  pareillement  la  racine  cubique  appro- 
chée en  deflbus  de  2 1 ,  qui  eft  2 ,  il  eft  évident  que  la  ra- 

j/ '_" 

cinc  cubique  de  1/   zoo K  31000   eft  entre  2  &  3. 


Donc  la  véritable  racine  cherchée  eft  entre  8  H-  3 

1 1 ,  &  entre  7  -h  i  ==9  y  donc  cette  valeur  eft  10/ 

a  réquation  propofée  a  une  racine  rationelle,c'eft-à-dire 

en  nombres  entiers  ,  or  s'il  n'y  ea  a  point  en  nombres 

entiers ,  il  cft  impoflible  qu'elle  en  aye  en  fraûions.  Donc 

xo  eft  la  racine  cherchée^  ce  qu'il  falloir  démontrer. 

Preuve  four  s^affurer  fi  10  efi  la  Racine  de  Véquathn 
frofofée^  ilfuffit  defubjiitiierfa  valeur  &  fes  puijfances 
a  la  place  de  t inconnue  &  de  fes  fuijfances. 

i^  Je  divife  réquation  propofée  par  cette  racine  po- 
fitive  X  -— - 10  ==  o ,  &  fi  la  divifion  eft  exaâ:e,  c'cft  une 
preuve  que  10  eft  la  véritable  racine. 

z^  Par  la  fubftitution  ,  en  fubftitûant  10  &  fes  puif. 
iànces  à  la  place  de  x  &  de  Tes  puiiTances ,  ii  après  la 

(€ij 


xj6  Analyse   générale, 

fubftitution  les  deux  membres  de  réquation  font  égaux, 
c'eft  une  preuve  que  lo  cftla  véritable  racine. 

Mais  fi  après  la  fubftitution  les  deux  membres  de  Te-, 
quation  ne  fecroavent  point  égaux ,  c'eft  une  preuve  que 
lo  n'eft  pas  la  racine  cherchée  ,  mais  feulement  une  va- 
leur approchée  -,  or  pour  en  approcher  encore  d'avantage; 
il  faut  ajouter  des  tranches  de  deux  zéros  au  fécond  terme, 
&  des  tranches  de  trois  zéros  au  troifiémc  terme,  ou  bien 
fe  fcrvir  de  la  Kééthode  d'approximation  qui  fuit,  qui  cfl: 
plus  promte  &  plus  exad^e  ,  6c  qui  employé  des  formules 
rationelles. 

Pour  abréger  &c  s'épargner  la  peine  de  la  fubftitutron, 
il  fuffit  de  confidércr  que  la  racine  eft  toujours  un  nom- 
bre pair ,  lorfquc  4  &  ^  font  tous  deux  pairs  ,  car  fi  4 
cû  pair ,  il  eft  évident  que  a  x  fera  pair ,  par  conféquent 
dans  réquation  générale  4  a;  ^  t'^'  ==  x' ,  le  cube  x' 
fera  pair. 

Or  par  la  préparation  ^'''  devient  toujours  un  nombre 
pair ,  d'où  il  fuit  que  fi  la  racine  trouvée  eft  un  nom- 
txre  impair ,  c'cft  une  marque  que  la  racine  cherchée  eft^ 
irrationelle ,  Se  que  la  valeur  trouvée  n'eft  qu'une  valeur 
approchée. 


RESOLUTION  DU  CAS  IRREDUCTIBLE. 
trtmiére  Méthode  four  Jes  racines  rathnellef. 

Le  cas  irréduâ-ible  eft  celui  où  une  équation  ne  peutfe 
réduire  a  des  équations  fîmples  du  premier  degré  par  la 
formule  de  Tartaléa  ,  ce  qui  comprend  le  quart  des 
équations  pofiibles  de  la  féconde  formule  du  troifiémc 
degré ,  &  la  troifiémc  formule  toute  entière  dans  une 
férié  formée  fur  une  valeur  conftante  de  x  ,  &  fur  a  va- 
liûble  depuis  zéro,  où  les  homogènes  font  les  multiples  de 


IVRE       premier;  xjj 

X  de  fuite  jufqu^au  triple  de  Ton  quarrc  ,  ce  qui  vient 
des  racines  imaginaires  que  donne  la  formule  ,  dans 
ce  cas  où  r?  4'  >  ^^'. 

Première  Réglée 

Soit  x' 90  X  ==3  100.  qui  eft  dans  la  féconde  for- 
mule du  troificme  degré  j  je  me  fers  de  cette  formule 
qui  me  donne  la  racine  fous  une  forme  irrationcllc  imar 

ginairexs=j/    yo  •-}-  l/^ZZT^^ 


y     5^  — *-v^ —  2f/^^oo  5  c*eft-à-dirc  fuivant  cette 

formule. 

i^.  Je  prends  le  tiers  du  multiplicateur  a  c=  90 ,  c'eft 
30 ,  dont  le  cube  eft  2700.  00.  ==:  £74^» 

z^.  Je  prends  la  moitié  de  Thomogéne  b  5==?  100 ,  c'eft 
jo  y  ,(bn  quarré  eft  zyoo.  ==3  ^\ 

30.  J'ôte  270.  00  de  2JOO,  il  refte  — ^  Mî^^j  dont 
je  tircl™e^.écauicû  imaginaire.  cVft 

4**.  J'ajoute  cette  racine  imaginaire  à  yo  :s=5  f  4,  la 
fommc  eft  j/ jo-^  v^  — x4yoo,  dont  je  tire  la  ra. 


oine  cubique  en  mettant  fur  le  tout  le  fîgne  radical  V". 
c'eft  la  première  partie  de  la  racine  qui  fc  réduit 

y®.  J'ôce  cette  même  racine  imaginaire  de  \o,  &  jr 

tire  la  racine  cubique  de  la  différence ,  e'efl: 
,/ — . __ 


yo ^ 14500 ,  qui  fe  réduit  à  y K— <^ 

Ccft  lia  féconde  partie  de  la  ïacinc. 


ty%  Analyse    generaIe, 

6^.  Je  réunis  ces  deux  parties  pour  avoir  la  racine  to* 


taleAr==5 -H  V^— '  j    -t-  î ï^— 5    =io,puif. 

que  la' partie  imaginaire  de  chaque  binôme  fe  détruit  par 

des  fignes  contraires  h  car  -+-  V  —  5 , 1^  —  j  ==  o. 

partant  il  refte  j  -i-  y  =  10 ,  &c'eft  la  racine  cherchée 

&:  pofîtive. 

jiufre  Exemple.  Soit  l'équation  x' ijat  =4,  fa 

racine  vient  par  la  formule  ci  -  deffus  fous  cette  forme 
irrationelle  imaginaire, 


i/,^V— ,77+1/ 


K 


IZI 


/r^r:.-./ 


qui  donne  X  ==  1/    2,-4 11  Hf- |/    x ir. 

Or  la  racine  cubique  de  2  H 1 1 ,  eft 


&  la  racine  cubique  de  2 1 1 ,  eft  2 i ,  il 

fufïit  d'en  former  le  cube  pour  s'en  convaincre.  Or  com- 
me ces  imaginaires  fedécruifentpar  des  fignes  contraires, 
ils  ne  font  qu'apparens  &  non  pas  de  véritables  imagi- 
naires ,  &  tout  fc  réduit  à  2  -f-  2  ==5  4 ,  qui  eft  la  vérita- 
ble racine  cherchée  ;  pour  en  avoir  la  preuve  il  fuffit  de 
divifer  Téquation  propofce  par  x  • 4  =  o, 

Divifeur.  ^  Dividende.  \  .^otient. 


Quotient. 

x»- 

—  4X*. 

Premier  produit  à  ôter. 

0  - 

H  4^*.T- 

-  I  yx.  Premier  refte. 

'Hr  4x.    . 

9        *■ 

*-4x*.— 

-  i6x.  Second  produit  à  ôter* 

0       -+■ 

-     IX.  —4.    Second  refte. 

H-  ï   .    . 

A                A 

-    IX.-—  4.    3"^<^.  produit. 
0     ...  0    dernier  refte 

i                  A                 tf 

•     •     •       r 
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Le  Quotient  eft  une  équation  du  z^.  degré  à  réfbu- 

dre ,  dont  les  racines  font  X  == — i*^^^  —  ig i 

ou  X  = z  -f-  V^4 I,  ou  x== ^  -HKjr  Et 

^^^ 

K^7  =  o 

X  AT  -+- 1 — v^"r = O 


X  -4-   1 


X 


1 


IX  -+-  X 1K7" 


itfMM 


X*  -4-  4«v  (  •+■  4 3  )  Hh  I  ==  0. 

ou  AT*  -h-  4V  -i-  I  s=  o 


RESOLUTION   DU  CAS   IRREDUCTIBLE. 
Seconde  Méthode  four  les  Racines  irrationelles. 

3c  fuppofc  une  équation  dans  la  i<i^  formuler'  — —  dx 
^y'\  Régie  générale,  dans  les  trois  cas,  je  tire  U  ra- 


cine de  la  puifTance  du  terme  dominant  dans  le  cas  irré- 
dudible,  c*eft-à  dire  ,  qui  foit  telle  que  -^  a^  >  ^  ^^% 
c'eft-à-dire  que  le  cube  du  tiers  dutrcefficicnt  a  ftirpafle  le 
quart  du  quatre  de  Thomogéne  h*^' ,  ou  le  quatre  de  fa 
.moitié ,  ce  qui  revient  au  même  ;  il  y  a  des  racines  imagi- 
naires &  imaginaires  frrationelles  fuivant  la  formule. 

Dans  ce  cas  je  tirefeulement  la  racine  quarrée  du  coeffi- 
cient a,  parce  quec'eftle  rermc  dominant,  &  je  néglige 
entièrement  rkomogéne. /•'" ,  la  raifon  en  eft  évidente  ^ 
puifquçpar  l'hypothéfe  ^  peut  être  in/îniment  grfind',  il 
croît  toujours ,  ainfi  c'eft  fur  lui  qu'ilTauc  fe  régler. 


iSo  .Analyse    genbralb, 

Au  contraire  Thomogéne  b"'  a  un  terme  fixe  de  gran- 
deur ,  il  peut  diminuer  &  arriver  au  zéro  ;  mais  il  ne  peut 
croître  dans  ce  cas ,  puifque  fon  quarré  doit  être  moindre 
que  le  tiers  du  cube  du  coefficient  a  \  c'eft  pourquoi  je  re- 
garde comme  nul  Thomogéne  V" ,  &  je  con(tdére  cette 

équation  x^ ax^s=by  comme  s'il  y  avoit  jc'  4x 

e=  o ,  ce  qui  me  donne  x*  ==  a ,  &  x:==iV~.  Voilà 
une  valeur  de  la  racine. 

Mais  cette  valeur  eft  trop  petite ,  car  réquatiôn  pro* 
pofce  eft  X*  — —  ax  ==  b ,  qui  donne  x'  ==  a  x  H-  b. 


Ceft  pourquoi  la  valeur  trouvée  n'eft  point  exaûe , 
mais  pour  la  rendre  exaAe  je  fais  une  féconde  fuppofî- 
tion  ;  je  fuppofex  ==  V^'i^pj,  àc  je  fubfticuë  cette  va- 
leur &  fcs  puiflances  dans  Téquation  propofée  x' ax 

=  bi  ou  bien  pour  rendre  le  calcul  plus  facile,je fuppofe 
x'  égale  à  la  troifîéme  puiffance  parfaite  du  binôme  Th^J» 
c*eft  x'  ==»  4*  -4-  3  aaj^  -i-  3  4y*  ***7'* 

Et  je  fais  encore  x'  ==:  a^  H-  aay  -f-  ^'".  enfuite 
j'ôce  le  fécond  membre  de  cette  égalité  du  fécond  mem- 
bre de  la  précédente ,  ce  qui  donne  x'  ==  3  ajj  Hr  taaj^ 

Du  fécond  membre  de  cette  dernière  y  je  fais  Téquatioa 
fui  vante  39^*  -H  laaj  Hr- y  ===  b'"  y  dans  laquelle  je 
néglige  -+-'7'  ==  zéro,  puifque  c'eft  un  infiniment  petit; 
11  refte  3/fy*  -+-  laa^  ==  by  qui  eft  une  équation  du  fé- 
cond degrés  que  je  réfous  par  la  formule  du  fécond  degré, 

i?^ — ~ 


&:  je  trouve/  ===: — r-  l  ^^^  y    'J  ^^^^  JZ*?^^  ^^^- 

»  _         

féquent  x  ==:  v^T+^  donne  x^sar ta-+^y    —  ^4  -f.  ~ 

c'eft  une  fccionde  valeur  approchée  de  la  racine  de  Téqua- 
cion  propofée. 

Mais  elle  eft  un  peu  trop  grande  ;  car  ce  n'eft  pas  feu- 
lement 5  ay  -f-  xaay  qui  eft  égal  à  b'"  5  mais  c*eft  3^* 

Ainû 


f- 


Livre    premier.  x%i 


9  3.* 

de  forte  que  fî  Ton  fubfticuë  à  la  place  àcy  fa  valeur  qui 

eft^  ==:— »-i4  -i-  ]r     j  aa  -i-  ~:oa  aura  une  troi- 

iiéine  valeur  un  peu  trop  pecice ,  mais  plus  approchée  de 
beaucoup  que  la  précédente ,  &  on  pourra  continuer  d'en 
approcher  à  Tinfini  par  la  même  formule, 

La  féconde  valeur  cft  une  racine  approchée  d'une  ma- 
nière afTez  (impie ,  &  l'erreur  de  cette  racine  eft  toujours 
moindre  que  Tunité ,  lorfque  Thomogéne  h^'^  eft  plus  petit 
que  3^8.  43.  tfy.  ce  qui  fuffit  pour  la  pratique,-  c'cft  ce 
qu'il  faut  éclaircir  par  un  exemple  en  nombres. 

i".  Exemple.  Soit  l'équation  propofée  x^ 7^69^ 

c=i=:  140^.  05.  dans  laquelle  le  coefficient  aa  ■=  7^69. 
donc  a  ==5  87.  &  Thomogcne  h'*'  ==  2  4. 09.  03. 

^  •■"■•""■'■■^■"■^■■■•'^ 

Donc  X  ==  f4-4-  y     7^^-*-775  c'eft-à-dire , 

f  87.  -+-  vj7^79  -i-  -rinrir  ^«  q^^  ^^^"« 


58  H- r      ^7^4*  OJ^   "^  17<4  =  42.    Donc 


58  -4-  42*  ==  100. 


Donc  100  eft  la  racine  approchées  moins  d'une  unité 
prés. 

Par  la  féconde  formule  d'approximation ,  x  ==  f  a 

Kl r=^. 
-^  4/1  -f-  -j;j-  je  trouve  pour  latroificmeva- 


9 

leur  approchée  x  =;=?=  j 8  Hh-  l^^TjjJ  ^  >  qui  approche 

encore  beaucoup  plus  près.  £t  on  en  peut  trouver  dç 
même  de  plus  approchées  de  fuite  à  l'infini. 
4vis.  Il  n'y  a  point  d'équation  d^ns  le  cas  irréductible 
Analjfe,  ff 


xSl  AkALTSB     GEKEHALEi 

de  celles  même  où  les  racines  font  irrationelles  &  rielles , 
que  Ton  ne  puifle  refondre  par  cette  Méthode  aufli  exaûe- 
ment  qu'il  eft  poflible* 

Remarque  importante.  Le  cas  irréduftible  du  troificme 
degré ,  vient  d'une  équation  du  fécond  degré  qui  a  des 
racines  irrationelles  réelles,  multipliée  par  une  équation 
du  premier  degré ,  ce  qui  donne  une  équation  du  troiiié- 
me  degré  dans  le  cas  irréduâible  ;  d'où  il  fuit  que  ce  cas 
peut  par  la  même  raifon  fe  trouver  dans  les  équations  de 
tous  les  ancres  degrez  fupérieurs.  Davantage  ;  dans  les 
degrez  pairs ,  toutes  les  racines  peuvent  être  imaginaires 
ou  irrationelles  :  ainfi  dans  le  quatrième  degré,  les  quatre 
raeines  peuvent  être  imaginaires  ou  irrationelles. 

EXEMPLE. 

Dans  la  formule  x? a!'x    :=  k'" 

Soit  l'équation  propofce  x^ 7j.i9x=  140.  5)05. 

Suivant  la  loi  des  homogènes ,  tous  les  termes  doivent 
avoir  trois  dimenfions  ,  de  forte  que  le  multiplicateur 

/  =7^6^ cft  par  conftrudiondedeuxdimcnfîons  que 
j'exprime  par  un  expofant  en  chifrcs  romains  dans  a*'x 
qui  marque  non  pas  une  féconde  puiffaticc  mais  (impie- 
ment  un  produit  de  deux  dimcnfions.  De  même  l'cxpo- 
fant  dans  h'"  en  chifres  romains  marque  un  produit  de 
trois  dimenfions  8e  non  pas  un  cube  5  cependant  à  la  ri- 
gueur c'eft  une  troifiémepuiffance  imparfaite,  ou  le  Am- 
ple produit  de  trois  nombres  qu'il  faut  trouver. 

Donc  dans  l'équation  propofèe  a''  =75^9,  &  a 
87.  &  b'"  5=  240. 903 .  fubftituant  ces  nombres  dans 

la  formule  x^==^^a^r     ~^^**")4 


j'ai  .  .  x  =  f87- 
ce  qui  donne  x  ==  5  8 


77s  <^^-* 

140. 90?                             Z. 

• 

y  1764  = 

—  j$-H4Ztt=3loa. 

Litre    iKtatEK.  igj 

Donc  1 00  eft  la  valeur  approchée  par  excès  de  la  ra- 
cine à  moins  d'une  unité  près. 

Puifque  cecte  racine  eft  un  peu  trop  grande ,  je  me  fers 

de  la  féconde  formule  x  =s=s  *  4  ..4.  l^  — ^4  _j Hi 

dans  laquelle  je  fubfticuë  la  valeur  de^  trouvée  ci-deflus 

J'== f  *  -H  K    ; -»4  -H  j-^  qui  eft 


y  ^^ i^  -f-  41  (  1 3  )  ce  qai  donne  par  fubftitution 

la  féconde  formule  x==:  jS  •+-  y%I^  -f-  >4o-  »o} — ti>y 


ou  ;c  =  y8  -+-  V^^T    ■    *'''°* 


2él 


OU  jf  =  jS-t-K    «41+914  ^  ,  ou  rg^]^^  1755  iîî. 

qui  donne  x  =  ^-t-4H-K  74-+-  ^-^  qui  efl  une  fé- 
conde valeur  de  la  racine  encore  beaucoup  plus  approchée 
X  =^99  -l- jOn  peut  de  même  continuer  pour  en  appro- 
cher à  l'infini. 

Explication  de  cette  âfératio». 

Si  l'équation  ptopofee  eft  x' 7^,69  x^=:^  140 , 

503.  dans  la  féconde  formule  du  troifiéme  deffréjc» 

a"x==b'".  ^ 

Ou  fi  j'ai  l'équation  foûcontraire x*  -^yt.69  x 

-=: — 142,.  ^o  3 .  qui  eft  dans  la  troifiémc  formule x* 

1°.  Je  tire  la  racine  quarréede7j:.  ^^— — y^c'eft  87 
dont  je  prends  les  deux  tiers,  c'eft  y g=i  /. 

x°.  Je  divife  l'homogène  140.  505  =:  i'"\  par  le  triple 

de  87i==s  3  rf ,  le  quotient  eft  ^i  3 


3**.  j'ajoute  ce  quotient  5x3  à  la  neuvième  partie  àm 

ffO 


2tf4  Méthode    NOtJVELLE, &c. 

tnulciplîcaceur  ou  coefficient  75. 69  quicft  841  ^  =  ^44, 
la  fommc  cft  ^13  -f-  841  g==  17^4^  dont  je  tire  la  ra- 
cines quarrée , c*cft 41  ==:  J/^  L  aa  -+-  -i ^ 

4^^.  J'ajoute  ces  41  à  ;8  =:  j  4  trouvé  d'abord  »  la 
fomme  100  eft  la  première  racine  approchée  par  excès  , 
mais  à  moins  d'une  unité^ ,  elle  eft  négative  dans  la  troi- 
fiéme  Formule^  maispofitive  dans  la  féconde  formule. 

yo.  Pour  trouver  une  féconde  valeur  de  la  racine  en- 
core plus  approchée  ^  fuivant  la  féconde  formule  j'ote 
87  s=  j4  de  100=  X  valeur  trouvée,  le  refte  eft  ij 
16==  j'  dont  je  prends  le  cube  2,1^7==^^  qui  eft  au  nu- 
mérateur de  la  fraâion  du  dernier  terme  de  la  féconde 

6^.  Préfcntement  au  lieu  de  divifcr  140. 903  — -  215  7 
6=2.38^ 70-6,  je  divifc  feulement  11^7  par  261  ce  qui 

eâb  plus  commode,  le  quotient  eft  8  —  ,  que  j'ôte  de 

1764,' ce  qui  donne  le  refte  1755^  -^  ,  qui  donne 
pour  féconde  valent  approchée  davantage  de  la  racine 

jg  ^^y^  lyjjiiî:,  qui  fc  réduit  \  x  e=   jg 

41  -4-  J/^  74  H-  —  qui  eft  un  peu  plus  grande 

que  s 9  y  mais  moindre  que  100,  mais  (on  excès  eft  encore 
moindre,  &  on  pourra  de  même  trouver  des  valeurs  plus 
approchées  à  Tinfini. 

7*^.  Pour  achever  la  réfblution.,  il  faut  trouver  les 
les  deux  autres  petites  racines  de  cette  force» 

Je  prends  d  abord  Ul  moitié  de  la  grande  racine  trou^- 
vée  ioo==Xye*eft  yoquejequarre,c*eft  2yoo,s=r=ixx, 
je  triple  encore  ce  quatre ,  e'cft  7500  =5  ^  x. 

Enfuitej'Qtê7yoot==i;v;cde7jtfy===J/^I^  ,  xi 
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r cftc  69  =  J/^  i  44 i  AT^ ,  or  la  racine  quarrce  1/17 

cft  8  îi  à  peu  près. 

Par  conféquenc  les  deux  pecices  racines  approchées 

^nt  Ar==  yo-f-  v^TçySc  x  =  yo VT^",  ou  y8  ^ 

8c^i  j\,  fuivanc  la  formule  fuivance  qui  eft  du  fécond 

degré  at  ==  f  4  -+-  y^  L  44 \  xx,  ces  deux  petites  ra- 
cines font  pofltives  dans  la  troifiéme  formule ,  &  ncga* 
cives  dans  la  féconde* 

Exemple  fécond.  Soit  réquation  dans  la  troifiéme 

formule  x^ 84  x  == 1^0,  qui  eft  dans  latroi- . 

fiémc  formule.  ' 

i^.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  84,  c'eft  9  77  à  peu 
près ,  j'en  prends  les  deux  tiers  ,  ^  -^ ,  ou  ^  j  ,  c'eft  k 
première  partie  de  la  racine. 

z^.  Je  divife  r^o  par  trois^fois  9  ^ ,  c'eft-à-dire  jedi- 
vifc  1 60  par  27 1 ,  ou  bien  ce  qui  revient  au  même  pour 
éviter  les  frayions  je  multiplie  tout  par  z,  c'eft  52.0  que 
je  divife  par  y  y  ==  zxty\y  dont  le  quotient  eft  y  ^. 

;^.  J'ajoute  ce  quotient  à  la  neuvième  partie  de  84 
qui  eft  9  7  ,  la  fbmme  de  ces  deux  fraâions  après  les 
avoir  réduit  au  même  dénominateur  eft  i  y  77  ,  dont  la 
racine  approchée  eft  4 ,  que  j'ajoute  à  la  première  par- 
tie trouvée  de  la  racine  6  jIsl  (bmme  en  entiers  eft.  10  > 
valeur  de  la  première  Se  plus  grande  racine  cherchée  qui 
cft  négative  ,  car  en  fubftituant—  10  dans  l'èquatioa 
propofée ,  je  trouve 

AT*— •84x==3— i<o,ou  — x'  -+-  84 X  =3=:-f- 1^0; 


ou  •+-  1 000 840  =î=*  — —  t6o  ,  &  — —  1 000  -H  8^40 
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Remarqui.  Pour  éviter  les-  fraéliôns  lorfque  a  n'cft 
pas  un  nombre  quarré ,  je  lui  ajoute  deux  zéros ,  &  trois 
zéros  à'  l'homogène ,  ce  qui  donne  x'  — —  84^  00^^ x  -*--' 


i  . 
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i6o.  ooo.  dont  je  tire  Us  racines  approchées  par 


excès. 
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Pûi^r  trouver  l'me  des  pentes  racines  ,  lorfqH^on  4  trouvé^ 
l'autre  dans  la  féconde  &  la  troijiéme  formule  du 
troijîéme  degré. 

m 

Dans  la  féconde  formule  il  y  a  deux  petites  racines 
négatives ,  &c  la  troifîémc  qui  eft  pofitive  eft  égale  à  la 
ibmme  des  deux  autres* 

Dans  la  troifiéme  formule  au  contraire  les  deux  pe^ 
tites  racines  font  pofitives  ,  &:  la  troifiéme  qui  eft  né« 
gative  eft  égale  à  la  (boune  des  deux  autres  petites  ra- 
cines. 

Soit  Tune  des  petites  racines  trouvées  x  s=s  c  y  on 

trouvera  Tautre  par  cette  formule  V  4 i  ce {  c. 

Par  exemple  ,  dans  la  troifiéme  formule  x^ à  x 

Soit  l  équation  x' 19  x  «= jo.  dans  laquelle 

4  ou  /'  =s  19  ,  &  *  ,  ou    V*'  ==:  50. 

Je  fuppofe  que  la  petite  racine  trouvée  pofitive  eft  % 

OUXs;=s1^l9 — 14 I. 

OU  X  ==  K  ij  _  j 1 ,  qui  donne  x  =  V^  16 1 

sc=  4 1  c=  3  .  donc  la  féconde  des  petites  racines 

cherchée  eft  3  =  d. 

Au  contraire  fi  je  fuppofe  que  la  petite  racine  trouvée 
d'abord  eft  3  =  r  ^  je  trouverai  par  la  même  formule  la 

féconde  racine  x  ==  l^d—^ec  —  f<^.  qui  donne  parla 

fubfticucion  x  s=s  ï/TJZTTJ  —  -3- 

qui  donne  X  S3SB  V  jj  ^^i  —  ij. 
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qui  le  réduit  àx  ==K  12  j ii==  31—,  |i 

«sas//,  donc  la  féconde  racine  cherchée  ^  t=:  x/ 

Pour  le  démontrer  ,  il  n'y  a  qu'à  former  Féquatioa 
du  troificme  degré  par  la  multiplication  des  trois  ra* 
cines. 


X r==5  0. 


x^  — .  ex 


d  X  Hh-  c  d 


X  X    -4-    ^       '-+-      rf    se»  O. 


■■ 


^^ 


^x* 


d X*  •+•  r  ^  X  -+-  r^  d 
ex  --^^ecx  -'^e  dd. 
HH  ^  x^  -*-*  V  ^  X 

ddx 

Four  trouver  la  formule  ^  je  fuppofe  que  tous  les  pro^ 
doits  du  troifîéme  terme  font  egau<  au  multiplicateur  a 

de  là  formule  ^cn  ks  comparant  ^*^ — '  '*' '-  ^  ' 

vante» 


ce  -+-  dd  -+^  1  ed eds=say  &  abrégeant  f  ai 

i*  -4-  d*  Hh-  ed=*ayec  qui  donne  par  tranfpofitioti 


réqdation  1/*^  Ht-  \e  d=±=^  a e* ,  dans  laquelle  ajotP' 

tant  de  part  &  d'autre  -+-  i  ^^  >  J*ai  <^*  HK  ^  ^  HH  i^^ 
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4  —  f  *  -f-  i  f  * ,  enfuite  je  tire  la  racine  quarrée  de 

chaque  membré,ce  qui  donne  d-^jc  =  Va — c»-f.|7?. 
or  dans  le  t^.  membre—  f*  -^  \cc  =^{cc,  donc  en 
abrégeant  &  tranfpofant ,  j'ai  d=^/  —  k"  —^  *"' 
voilà  la  dcmonftration  trouvée  de  la  formule  ei-dcflus. 

La  ré/ilution  de  uutes  Us  autres  formules  du  troijiéme 

degré.  ■  " 

■ 

Le  tcfte  des  i8  formules  anciennes  du  croifîéme  de- 
gré fe  réduifcnt  à  i  x  qui  font  de  deux  fortes. 

1°.  Il  y  en  a  quatre  où  le  troifiéme  terme  manque, 
qui  eft  la  puiffance  linéaire  dex  ,  ces  quatre  formules 
font  en  général  x»  ±.  4  x*  ==  ±^,  &  retombent  dans  le 
premiet  degré  ,  car  en  divifant  tout  par  xx  ,  otî  aura 
x^^  A  r— -  •+■  h.  par  exemple. 

"SÔit  l'équation  propoféex' )ox*  = 3703» 

qui  eft  dans  le  cas  irréduaible ,  je  divife  tout  par  xx , 

ce  qui  donne  x  =«  j  o "^  >  «f  )«  foppofe  d'abord  x  < 

îtoj    .  »  «r         J70J 

jo,  ce  qui  donncx  <  30 -^^^900),  puifque  — 

4  -4-  lîLdonc  *  <  30 4  -fr-  S»o«  *  <ï  ** 

,  donc  X  <;  itf ,  ce  qui  donne  xx  <  676  ,  d  ou  je 

tire  X  <}o ~  <  30 6<x^ox  *4X  14=57^» 

donc  X  -==?  jo  —  '^\  donc  x  =:  30  —  7  >  <lon<= 
X  :=»  13 ,  oa  X  •<  14,  donc  13  eft  la  première  racine 
poûcivç. 


Jiivifewt 
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Diyifeur\  Dividende  \   ^otient 


XX  ...  .  x'— zjxx      premier  produit  à  otcr. 

o  —-7  XX  premier  refte. 

7x 7XX-4-  i^i  ;;  fécond  produit. 

o  .  .r-^  itfi  X  -+-  5703.recotuirçfte. 

161   •,......  itf I X  -4-  3703, 

0  00 


Le  quotient  eft  une  équation  du  fécond  degré.  ^ 
X*  t==;  7  X  -+-  itf  I ,  que  je  réfoud  par  la  formule pro^ 

pre  du  fécond  degré  x^=\  a^  ^k^^  a  a  -^  bec 

qui  dorincx==3il:J/^  173  i  qui  fc  réduit  à  x  isc  3 

r  -+-  13  »  ^^^^  ^  '=^  ••*-  17,  c'eft  la  féconde  racine* 
*a  troifiéme  eft  x  ==i=: 10., 

20.  U  refte  les  g  dernières  formules  qui  ont  tous  leurs 
termes ,  Icfquelles  fe  réduifent  à  fcpt  ,  puifque  nous  en 
avons  déjà  retranché  une  comme  inutile ,  parce  qu'elle 
cft  entièrement  négative. 

Or  pour  ramener  ces  fcpt  forhiulcs  aux  trois  premières 
formules  expliquées  ci-deflus ,  il  faut  en  faire  évanoUir 
le  fécond  terme  comme  il  fuit; 

Méthode  faur  faire  évamUir  le  fécond  terme  dans  une 

Equation  d^un  degré  quelconque. 

^  Pour  faire  évanoUir  le  (ècond  terme  dans  une  équa- 
tion ,  il  faut  la  transformer  dans  une  autre  équation  dont 
le  fécond  terme  foit  évAnoUi. 
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Re^le  giaérale. 

i^.  Je  ruppofe  dans  réquacion  propofée  rinconnuë  jc 
égale  à  une  nouvelle  ïûcontixxèy  augmencçe  ou  diminuée 
d'une  fraâlon ,  dont  le'mimérateui:  Toit  le  multiplica- 
teur a  du  fécond  terme  de  Téquation  propofée ,  &  dont 
l0  dénominateur  foit  rexpofant  du  degré  de  Téquation^ 

commej^*^^  pour  féquation  du  troifîéme  degré  x'  j* 
30X*  —  io>f==  541  ^de  forte  que  dans  le  binôme j^  +' 

—  le  figne  qui  joint  ou  précède  la  fîraûion  foit  con- 
traire au  (igné  du  multiplicateur  a  de  l'équation  propo* 
icc  ,  c'cft- à-dire  ,  que  pour  l'équation  x*  -—  30  x* 

*^  io  X  =  J41 ,  je  fuppofe  x=»=/  -«-  Ç. 

x^.  Je  fubfticuë  cette  valeur  de  x  en  fa  place ,  &  les 
puiflances  de  la  même  valeur  de  x  à  la  place  des  pui^ 
faoces  Semblables  de  x  1  co  qui  donnera  l'équation  trans^ 
formée  qui  n'aora  poiat  de  fécond  terme* 

I*'. Exemple.  Soitx'  — 50X* zox— J4i^»==o. 

dans  laquelle  Soit  x  ^=«=7  Hh  — 


900 


Donc  X*  ^==^y^  -+-  zoy  *  -+*  — 


5  *     _r_   900f        ,_     17000. 


Donc  x'  c=jr'  Hh  ^oy 

Et  fabftitiiaQt  ces  valeurs  dans  l'équation  propoiee 
comme  il  fuit  ^  j'aurai  réqiiation  transformée  où  le  fécond 
terme  eft  évanoui. 
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S  ___  _|  _^_  .^.»      ,     >©«)'       ,       1700» 


X*  =;y  -f-  30; 


J  *7 


—  }ox*s=3...  —  50;» -f- i<jy  Hh  2£î 

—  iOX    =S=3       ....        —    10»    mfm   il 

—  341  t=sa      .      ,      .      .      .      .  -  — .  J41 


^B^«M^""4»l"^"^i^!^^B«Mii^^WBWIBMiMilHiM«^«MiiVM«waM^BMHaMi«l 


M  ^"T"        ^^  Al  ^^_W^^      *"      _    ^   .  y  ^  /  ■— ■  -^  ■^  .     ^^ 


La  cransformée 


•    •   ^« 


>ooy  _ 

i_  »700» 

) 

^       *7 

•  "       ^ 

j^9  00 

• 

K  *° 

1^  — -- 

^■■P" 

-  541. 

Je  prépare  d'abord  cercc  transforméc^cn  ôtanc  toutes 
les  fraâions  y  ^enfuite  je  troiive  la  valeur  dc/ssssaxi^ 
qui  étant  fubftituée  dans  Téquation  fîmple  x  ^=^=^y  -t-  ^ , 

donne  X B»  a.1 -4-  10,  ou  atb^  32  .  c'cftlatacinedeif 
urée. 

Pour  rendre  l'opération  plus  courte  &  plus  ^clle ,  on 
peut  prendre  d'abord  x  ==/  •+•  i  o ,  puisque  i  o  =  ^^  \ 
mais  j'ai  voulu  donner  un  exemple  où  il  y  entre  dcsiij^;- 
tions. 

SECOND    EXEMPLE. 


Soit  l'équation  propofêe  x*  Hh  jox*  HF-  zox  -f-  341 
=  o.  jerupporexssBB^..^^{  &  fubftitûant  cette  va- 
leur 9£  Tes  puiflànces  à  la  place  de  j;  ^  de  fes  puiflancps 


X91  Analyse    générale, 

dans  réquation  propofèc ,  f  ai  l'cquation  transformée  où 

le  fécond  terme  eft  évanoui. 


,    ,  •  9ooy  47000 


o. 


Remarque  i".  Si  dans  Téquacion  propoféfe ,  le  premier 
terme  avoir  un  coefficient  différent  de  Tunité ,  comme 
4  x' ,  &:c.  Dans  ce  cas ,  je  divife  tout  par  ce  multiplica* 

teur  A  du  premier  terme  i  ainfi  je  fiippofe  x  ==  -^;+  '-Î 

&  fubftituant  de  même  cette  valeur  &  fes  puifTances  à  la 
place  de  X  &  de  fes  puiffances  dans  Téquation  propofee , 
f  aurai  une  équation  transformée  où  le  fécond  terme  fera 
évanoui  \  ainfi  fi  Téquation  n'avoit  que  trois  termes  com  • 
me  dans  les  trois  formules  générales  aufquelles  je  réduî-s 
toutes  les  équations  poflibles  dans  chaque  degré  y  alor:s 
réquation  transformée  feroit  une  équation  pure  &  fimple 
du  degré  delà  propo(ee,danslaquelle  il  n'y  auroit  que  deux 
termes.*  Ainfi  il  fera  facile  de  trouver  la  racine  de  la  noa- 
velle  inconnue  j^ ,  te  fiibftitiiant  cette  valeur  dans  réqua- 
tion fimple  ou  du  premier  degré,fçavoirx===7:+i  -  pour  le 

troifiéme  degré  &  x  =»/  ^  -  pour  le  fécond  degré  , 
on  trouvera  la  valeur  de  l'inconnue  x. 

RPmAfque féconde  (^  fondamentale. 

s 

On  peut  réfoudre  toutes  les  équations  du  fécond  de- 
gré ,  en  faifant  évanouir  le  fécond  terme  par  la  trans- 
formation ,  car  alors  il  ne  refte  plus  que  deux  termes^  dont 
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le  premier  cft  inconnu  &  le  fécond  cft  tout  connu ,  caf 
tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  on  aura  la  va- 

leur  dc^  y  qui  étant  fubftitucc  dans  x^=szy  ^-donne- 
ra la  valeur  de  at  ,  ce  qui  eft  trop  facile  pour  s'y  arrêter 
davantage. 


imt 


SECTION    CINQlUIFME. 

Méthode  générale  &  nouvelle. 

Four  ré  foudre  lés  Equations  de  tous  les  degrez^à 

r infini  ^  par  le  terme  dominant. 

MOnfieur  deLagny  a*donné  cette  Méthode  â  TA* 
cadémie  ;  elle  efl:  imprimée  dans  k  Recueil  de 
Tannée  170^.  page  z^6. 

Cette  Méthode  s'étend  à  tous  les  degrez  à  rinfini,&  fcrt 
à  trouver  d'abord  la  première  racine  de  Féquation  pro- 
pose ,  par  une  (impie  extraâion  de  racine ,  qui  n'eft  pro* 
|>rement  qu'une  fimple  divHion ,  dans  les  équations  af- 
feâées  de  termes  moyens,  eomme  dans  les  équations  pures 
&  (impies. 

x^  Préparation.  Je  réduis  d'abord  les  équations  af- 
€t€tcc%  de  termes  moyens  à  trois  formules  feulement ,  en 
confervant  la  loi  des  homogènes ,  en  forte  que  tous  les 
termes  dans  chaque  formule  aient  le  même  nombre  de 
dimenfions.  • 

Dans  le  fécond  degré ,  j'ai  les  trois  formules  fuivafttes, 

!'*•  formule,  x*  -H  ax  ==  b'\ 


z^.    formule,    x*  —  ax  2=  b"^ 

5««!  formule.— X*  -4-  4xa=:i".cUAr*— ^Ar=:— ^^. 
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.  Dans  le  3™%  degré ,  j'ai  les  trois  for  coules  fui  vantes. 

I^^  formule,  x» -i-4''x  =  ^'''. 

xK  formule,  x* /'x=^'''. 

3«n^  formule. --X*  -+-  a"x=ii''\  ou  x^  —  ^'x = — *'^ 
&  pareillement  dans  tous  les  degrez  fupérieurs. 

Or  il  efl:  facile  de  réduire  les  autres  formules  du  troi- 
fiérae  degré  aox  trocs  précédentes  eft  faiftnt  évanôfiir  le 
fécond  terme  par  la  transformation  fuivant  les  Méthodes 
connues  ;  on  peut  même  opérer  directement  fur  une  équa- 
tion quelconque  par  cette  nouvelle  Méthode ,  fans  faire 
évanouir  aucune  terme. 

JÈn  quoi  cohjifte  h  Méthode ,  je  néglige  U  haute  puijfattce 
quejefuffûfc  nulle ,  érjc  n'ofére  que  fur  z&h. 

xo.  Éa  Méthode  confîfte  à  faire  une  divifion  (impie  « 
dont  le  dividende  &  le  divifeur  font  toujours  donnez 
dans  toute  équation  propofée  ,  c'eft  le  cœfEcieot  m  SC 
rhomogéne  è  ;  mais  la  difficulté  confîfte  à  connokre  quel 
efl  le  divifeur  ,  car  dans  un  cas  a  eCble  divifeur  ^  8c  dam 
un  autre  cas  c'ctt  b  qui  efl  le  divifeur. 

£n  général  le  terme,  dominant^  efl  toujours  le  divi« 
feur. 

Premier  cas.  Si  a  eft  le  terme  dominant  il  eft  le  divi» 
fenr,  &:rhomogéne  eft  le  dividende. 

Second  4as.  Au  contraire  fi  ^  eft  le  terme  dominant 
d'une  équation  propofée^ir  eft  le  dividende,&  b  le  divifeur» 

Troifiéme  cas.  Mais  Çia  icb  domineût  égalemeni:  »  ou 
plutôt  s'ils  ne  dominent  ni  Tun  ni  rautre},.on  peut  en  ce  cas 
d'égalité  tirer  la  racine  du  degré  de  Téquation  dans  Tho* 
mogéne ,  ce  fera  la  première  racine  defirée.  Cependant 
fi  le  nombre  des  tranches  eft  égal ,  celni  dont  la  première 


tranche  contient  le  plus  grand  nombre  efl;  le  terme  do- 
minant. 

j°.  Voici  la  marque  du  terme  dominant.  Je  divifc  aUb 
par  tranches  comme  dans  les  puiflances. 

Dans  le  fécond  degré  où  le  multiplicateur  numérique  a 
ft'a  qu'une  dimenfion  ,  )e  le  coupe  par  tranches  d!un  feul 
chifre  de  droite  à  gauche. 

£t  comme  l'homogène  h  a  deux  dimenfions,  je  le  coupe 
par  tranches  de  deux  chifres  de  droite  à  gauche. 

Celui  des  deux  qui  a  plus  de  tranches  efl  le  terme  domi- 
nant &  par  conféquentc'eft  ledivifeur. 

Dans  le  troifiéme  degré  où  le  multiplicateur  a*'  efl:  de 
deux  dimenfîons ,  je  le  coupe  par  tranches  de  deux  chifres 
de  droite  à  gauche. 

Et  rhomogéne  b  efl;  de  trois  dimehfions,je  le  coupe  par 
tranches  de  crois  chifres  de  droite  à  gauche^ 

Premier  cas  ou  refile  terme  dominant. 

Premier  Exemj^le.  Dans  la  première  formule  du  fécond 
degré  x}  *^  ax  «=  b" ,  foit  Téquation  propofôe  x*  -H  j* 
4.8.  y.6.x  sscs.  )S.  41.  8i.  }e  {uppole  ^^  nul  ou  égal  à 
zéro ,  partant  je  le  néglige  entier emenc^fic  je  ne  conûdére 
que  le  coefficient  a^mms  j.  4.  8«  7.  tf.  &  rhomogéne  de  €om« 
paraifon  b"s==  38.41.  81. 

Comme  le  coefficient  a  n'efl:  que  d'une  dimenfion  ^  je  le 
divife  par  tranches  d'un  (êul  chifre,  j'en  trouve  cinq  ;  6i 
comme  b^'  éft  de  deux  dimenfionS,)e1e  divife  par*tranckes 
de  deux  chifres  de  droite  à  gauche ,  je  n'en  trouve  que 
trois.  Donc  a  efl:  le  terme  dominant ,  &  par  conféquent 
c'efl;  le  divKear ,  &i:P'  eft  le  dividende  i  &  je  fais  ladivi-» 
(ion  conme  il  fuit.,  / 

Dividende.  ^'^t=  38. 41.  81. 
Divifeur.    a  ==«    j;.    4.   8.  7,  ^. 


rf^MkMifefcâii*MPH4t^ 


1^6  Analyse  ce^ikale. 

Je  dis  en  3  8  qui  eft  la  première  tranche  du  dividende 
combien  de  fois  cinq  premier  chifre  ou  première  tranche 
du  divifeur ,  il  y  eft  fept  fois  ;  car  y  x  7  ==:  j|.  de  38 
refte  5. 

Enfuite  je  multiplie  le  divifeur  entier,  y  487  ^  par  le 
quotient  trouvé  7,1c  produit  eft  3  8. 41.  5 1.  auquel  j'ajoute 
le  quarré  de  7=:  -4^  qui  eft  Thomogéne  propofê,la  fem- 
me eft  38.  41.  81.  =^''. 

Donc  7  eft  la  racine  exaâe. 

Remarque.  Dans  l'équation  Jf  *h-  y  .4. 8 . 7.  ^a- = 3  8 .  41 . 8  ^, 

"Divifeur      C  dividende    C  ^otient 

a  dominant  3    b'^  3 

/  )  >  7  -î  5 

\y.  4.8.7.  tf.  C  38.  41.  8tf.  (.  54.87.tf. 


7.     .    .    38.  41.  81.      £=      38.  41.  31. 

refte      y.  -  **"  „^^ 

'  5S.  41.  8t. 


ÉiVBWI 


/x  — 7  =  o«|^x*-+r  y487^x.  —  384x86 


immmmmmmÊmÊÊmmmmÊmmmÊm^m^'m^^Êmmmmimmami^mmmmmÊÊmmmmÊtt 


X     .     .     .      .     .    X*^——JX 


o    -H  y4883^  ! 

54885..         •+-  y488^xr-—  J84181. 
o  o  refte  f 

Comme  la  divifîon  n'eft  pas  exaâe ,  &  qu'il  y  a  un  reftç 
moindre  que  le  divifeur  qhi  eft  le  terme  dominant  4  s  dans 

ce 


V. 
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ce-cas  réquation  propofêea  fes  racines  irrationelles ,  Tune 
plus  grande  que  7 ,  mais  plus  petite  que  8.  l'autre  plus 
grande  que  54883  mais  plus  petite  que  54884. 

z\  Exemple.  Dans  la  féconde  formule  x*  — ^  ax^==^y^. 
foit  réquation  propofce  x*  -—  y.  4.  8.  7.  6.  x  ==38. 
41.   81. 

Le  multiplicateur  a  eft  le  terme  dominant  ^  puifqull 
a  cinq  tranches  de  chifres  ,  U.  que  Thomogéne  h"  n'en  a 
que  trois. 

Dans  ce  cas  je  fuppofe  x  ==  a  -H  — ,  ce  qui  donne 


=  y.  A.  8.  7.  é.  •+-  ^  '  ^''  ' ' —  or  cette  fraûion 


donne  au  quotient  7,  ce  qui  donne  x  ===:  5. 4. 8. 7.  f  -+•  7 
==:  54883.  pour  la  grande  racine  pofîtive  ,  &  divifanc 
l'équation  propofce  par  cette  racine  ^  le  quotient  donne 
la  petite  racine  négative-: — 7. 

x'^.  Racine»     C   Equation  propo(ee« 
Dinnfeur         < 

X -54883    (     AT* 5  487^  X  38.   41.    81 


^mÊ^mmm 


X  ,  ,  ,  .  .  X*-  ——5488  3  X  premier  produit  à  ôter. 

et  -+-7X 38.41.81. 

7 -f-  T  X 58.  41.  81. 

o  00 


Dans  la  troificmc  formule  — x*  -{-  y.  4.  8.  7.^  x 
s=  38, 41.  8j  ,  j'ai  X  ==  \  ^^'  *g.  7.  <  q^^ <^oPPe encore 


x=«7. 

Remarque.  Loifque  *"  eft  plus  petit  que  4  ,  je  fuppofe 


Z99  AHAtTSE      GENEKALC, 

S^'  s=s  o  y  &  î'ai  X  sae  4  pour  la  valeur  approchée  de-  la 
racine. 

Second  cas  0»  rhêmogene  de  cûmfar ai/on  y  ifi  le  terme 

déminant. 

Dins  ce  cas  ,  je  peux  abfolamenc  négliger  le  miilci- 
jiUcaceur  numérique  4  du  fécond  cerme»&  ne  faire  qu'une 
iîinpie  excraâlon  de  la  racine  quarrée  de  Thomogéne  de 
comparaifon  V  .  fi£  dans  tous  les  degtez  fupcrieurs  cirer 
la  racine  exprimée  par  rexpofanc  du  degré  de  Téquacion. 

Troifiéme  cas  0»  il  n'y  a  aucun  terme  dominant. 

Ceft  lorfque  le  coefficient  a  &  l'homogène  V  ont  un 
égal  nombre  de  tranches  \  il  fuffic  alors  de  tirer  la  ra- 
cine de  Tun  ou  de  l'autre ,  fuivant  rexpofant  de  leurs 
dimenfions. 

Les  tables  des  quarrez  H  des  cubes  naturels  préfentent 
un  moïen  facile  pour  trouver  ces  racines  du  premier 
coiip  d'œil  lorfqu'elles  font  rationelles ,  &  lorfqu'elles 
^ont  irrationelles  ,  on  les  trouve  d'abord  approchées  à 
moins  de  Tunicé  près  »  foit  par  excès  ,  foit  par  défaut , 
&  on  approchera  indéfiniment  par  la  Méthode  d'ap* 
proximation. 

Remarque»  Cette  nouvelle  Méthode  par  le  terme  demi* 
nant  y  où  Ton  néglige  x^y  ou  x'  qu'on  regarde  comme  nul  > 
abrège  les  opérations  qu'on  ne  pôurroit  pas  finir  dans 
un  jour  entier  de  calcul  par  les  formules  ordinaires ,  car 
il  eft  évident  que  quelque  petite  que  foit  la  première 
racine ,  elle  peut  fe  trouver  multipliée  par  un  trcs-grand 
nombre ,  &  le  produit  augofientè  ou  diminué  du  quatre 
de  cette  petite  raciae  fera  égal  à  un  homogène  indé- 
finiment grand ,  ce  qui  demande  des  opérations  très* 
longues  dans  la  Méthode  ordinaire. 
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Zêfûlntiên  des  BquAtiêns  in  troifiéme  degré  fAt  le  terme 

dominant. 

Je  réduis  à  crois  formules  reulement  toutes  les  êqùa* 
tions  du  troifîéme  degré ,  dans  lefquelles  il  y  a  deux  ra- 
cines pofitives  &  la  troifiéme  négative  ^  ou  deux  racines 
négatives  Se  la  troifiéme  pofitiTC  »  de  forte  que  la  fomme 
des  racines  pofitives  eft  éçale  à  celle  de  la  négative,  ce 
qui  détruit  le  fécond  terme  &  donne  ox^* 

Première  formule  x^  M-  ^'  x  «=5  ^^ 

Seconde  formule  x' a"'  x  ==  t^'\ 

Troifiéme  formule  —  x^  Hr-  d^  x  =:  ^'^^ 


Dans  lefquelles  le  multiplicateur  4''  eft  de  deux  dimen- 
fions ,  &  Thomogéne  ^"'  de  trois  dimenfions  ;  ainfi  dans 
les  équations  numériques  je  divife  d^  par  tranches  de 
deu3t  chifres  de  droite  à  gauche ,  &  Thomogene  h''^  par 
tranches  de  trois  chifres  de  droite  à  gauche. 

i^^  Exemple.  Soit  x*  — -^  75.  00  x  =  150.  000. 

dans  laquelle  4  ==  75*  00  contient  deux  tranches  de 
deux  chifres  ,  &  l^^"  ==»  lyo,  000  ,  contient  auffi  deux 
tranches  de  trois  chifres,  donc  ces  deux  termes  font  dans 
régalité  &  ne  dominent  point. 

Préparation.  J'ajoute  à7y.po,  fon  tiers  ly.  00, pour 
avoir  fes  quatre  tiers  100.  00.  j'en  tire  la  racine  quarrée 
e'eft  100,  voilà  la  première  racine  trouvée. 

Ou  bien  je  multiplie  l'homogène  t'^\  :==  lyo  00  par 
4,  le  produit  eft  1000.  00  ,  j'en  tire  la  racine  cubique 
joo ,  c*eft  encore  la  racine  défirée. 

En  général ,  je  rèfbus  toutes  les  équations  afiPeârèes 
comme  les  équations  pures  6c  fimples.  Ainfi  pour  x' 
6x=9A6A.il  fufBt  4c  trouver  un  nombre  dont  le 

khi/ 
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cube  diminué  de  fix  fois  fa  racine,  foit  =3  4^4,  or  ce 

nombre  eft  8  ,  dont  le  cube  cft  512  ,  or  511 8xtf 

(  48)==  4^4- 

Dans  tous  les  cas  où  Tun  des  deux  termes  domine 

peu ,  comme  h'^'  dans  at' x.  00  x  ==  580.  000 ,  puif- 

qu'il  y  a  deux  tranches  dans  a!'  ic  dans  t'^^ ,  mais  les 

tranches  de  ij''font  foiblesjjcme  contente  de  tirer  fim- 

plement  la  racine  approchée  de  h''\  prochainement  plus 

grande,  c'cft  100. 

Héfolution  des  équdthns  du  troijtime  degré  dans  U 
fremiére  formule  x'  Hh  ^'  x  ==iç  b"\ 


Soit réquation  propofée  x'  H-  xi  x  =  8  4x0.  où 
le  multiplicateur  4''  de  deux  dimenfions  ==  11 ,  &  b"' 
*=si  8«  410.  je  coupe  4^^  pour  tranches  de  deux  chifres , 
il  n'en  a  qu'une  y  je  coupe  h^^'  par  tranches  de  trois  chifres 
de  droite  à  eauche^il  en  a  deux  dont  la  féconde  n'a  que 
le  feul  chifre  8 ,  par  conféquent  b^^^  eft  le  terme  domi- 
nant ;  je  tire  la  racine  cubique  de  8  qui  fait  la  première 
tranche  c'eft  t,  j'ajoute  un  zéro  pour  la  féconde  tranche^ 
ou  amplement  je  dis  la  racine  cubique  de  8  000  ,  eft  lo, 
c'eft  la  première  racine  pofitive,  je  multiplie  20  par  d' 
t=i  XI 9  le  produit  eft  4x1 ,  que  je  multiplie  par  la  même 
racine  xo ,  le  produit  donne  8  4x0  qui  eft  égal  à  l'ho- 
mogène b^^\ 

jiutrement.  Je  quarre  la  racine  trouvée  xo  ,  c'eft  400, 
que  je  multiplie  par  xi  ,  te  produit  eft  8400  ,  auquel 
j'ajoute  la  même  racine  xo^la  fomme  84x00  eft  égal  à 
l'homogène  propofe. 

Pour  la  preuve  je  divife  l'équation  propofée  par  la 
racinej  pofitive  trouvée ,  la  dividon  fe  fait  exaâ:ement. 


Litre    fuEMiEn/  jox 


/  X  — lo  ==5o/x'  Hh  ox'  -H  I IX— 8.410 


o 


^uotient^ 


V ^' iox* 


o    -+-   ZOX*  "^  21  X 


20  X    .  •  .  .    Hh- 2  0X*  — ^— 400  .; 


o       •+-  4iix  — «8  420 

42X #  .  •+-  421  X  —^-8.  420 

o o  o 


Second  exemple.  Soitx'  Hh  i8x=3  44  où  4'' =5  18, 
&  V"^=  44. ,  dont  la  première  racine  efl:  41  ^  pour  la 
trouver  je  dis  a"  ==:  1 8  eft  ici  le  terme  dominant  ,  & 
par  confequent  le  divifeur  ,  puifqu'il  a  fa  tranche  corn- 
plette  de  deux  chiFres ,  Se  h  sa  44  n'a  que  deux  chifres 
au  lieu  qu'il  devroit  en  avoir  trois ,  ainû  b''^  eft  le  divi- 
dende. 

Pour  fuivre  la  régie  générale  le  divifeur  eft  1 8  ,  or 
44diviré  par  18  donne  2  au  quotient,  c'eft  la  première 
racine ,  je  multiplie  1 8  par  cette  racine  2  ^  le  produit  eft 
5  6  auquel  j'ajoute  le  cube  8  de  la  même  racine  2  >  la 
i^mme  eft  44  égale  à  rhomogcne  propofc* 


h  h  iij 
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tir  .••••..  é  «  •  •   .  .4-.  12,  X 44 

o •*•».       p  o 

Héfolution  des  Equations  du  iroifiémé  degré  dans  la  féconde 
formule  x*; a''x==b''%^i^x' aax=c:b'. 

Ccft  proprement  dans  les  grands  nombres  qu'on  a  bc- 
foirt  de  Méthodes ,  ainfî  je  donnerai  ici  de  grands  nom^- 
bres  pour  exemptés. 

La  formule  uaîverrcllc  pour  trouver  la  première  ic 

plus  petite  racine  eft  xs==  a  -A —  '--^ —  — 

•  *  X4i»  J  te  —  «« 

— —  ^--^^ —  &c.  dans  laquelle  le  premier  terme  conv 

plexe  donne  la  racine  par  excès ,  c'eft  pourquoi  il  faut  le 
diminuer  &  continuer  \z  fâuftraâion  jufqu'à  ce  que  les 
deux  termes ,  du  numérateur  foiént  égau^  ou  donnent 

zéro  ,  car  fi  r^— -^^==:o,  ou  ef ^==0,  alors  To- 

pération  eft  finie  ,  fif  la  racine  eft  trouvée  exademenc 
c=i5  c ,  ou  =  e  &G. 

Or  1  équation  propofée  donne  le  premier  terme  com- 
plexe a  H ,  car  4  eft  la  racine  quarrée  du  multipli- 
cateur d' .  b  eft  rhomogéne  &:  x  44  eft  le  double  du  mul- 
tiplicateur de  réquation  a"  x  ^  ou  44  x  ,  pour  avoir  les 
autres  fradions  qu'il  faut  fouftr^ire  ^  je  fuppofe  4  HK 


» 
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—  tsssa  c  pour  abréger ,  &  ce 44  ==  d^  je  fuppofc  auflî 

ce  44  laBsatf  ^  &C. 

Je  prends  toujours  les  quotients  marquez  par  les  frac- 
tions de  cette  formule  en  nombres  entiers  ^  (çavoir  le 

premier  — ,  par  défaut ,  &  les  autres  comme  — — — 

ef—b 

— ^ par  excès. 

Je  pourrois  même  au  lieu  de  la  fraâion  —  prendre 

^^^  vrT^TT*  9  ce  qui  abrège  en  quelques  rencontres  U 

conferve  l'analogie  ^  mais  comme  3  a  hH  x  cft  un  infi* 
niment  petit  à  Tegardde  la  grandeur  confiante  laa  ^  on 
peut  le  négliger ,  comme  je  le  néglige  efFeûivenxent. 

Je  fuppofe  toujours  réquation  préparée  à  l'ordinaire^ 
c^eft-à-dire  fans  fraâions  &  fans  incommenfurables  y  ôc 
même  fi  Ton  veut  pour  une  plus  grande  facilité  fans  muU 
tiplicateur  à  la  haute  puiiTance  que  l'unité  ,  cette  der* 
méré  préparation  n'eftque  d'élégance  &:  non  pasdené^ 

ceflîté ,  car  fi  j'ai  c  x  aa  x  ==:  t ,  fuppofant  que  c  rc- 

préCente  un  nombre  entier  quelconque  y  alors  au  lieu  4e  4 
pour  premier  membre  de  la  racine ,  je  prendrois  1/77 , 

c 

ou  -^  ^  ce  qui  ne  change  rien  dans  Tcflence  de  la  Mé- 
thode. 

Il  faut  auffi  examiner  fi  l'équation  eft  primitive  ,  on 
û  elle  eft  dérivée^  on  connoîtra  qu'elle  cÂ  dérivée  fi  on 
peut  divifer  Thomogéne  par  le  cube  d'un  nombre  quel- 
conque ,  &:  le  multiplicateur  aa  par  le  quarré  du  même 
nombre  y  hc  réquation  qui  réfulte  de  cette  divifion  eft 
réquation  primitive  fur  laquelle  il  faut  opérer ,  car  c'eft 
précifement  la  même  faute  d'exaâitude  en  matière  d'é- 
quations ,  d*ea  réfoudre  une  qui  foit  dérivée  ou  compo* 
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fée  fans  Ta  voir  réduite  à  Ton  équation  fîmple  ou  primi-* 
tive  ,  comme  d'opérer  fur  les  fradions  fans  les  avoir  tc^ 
duices  à  leurs  moindres  termes. 

Exemfle.  Soit  Téquation  propofée  x*  — =—  7  y.  69  x 
z=  ^45.  lao.  dans  la  féconde  formule  du  troifîéme  de« 
gré  y  dans  laquelle  A4  ==  75 .  ^9.  qui  contient  deux  tran- 
ches de  deux  chifres  chacune  y  parce  qu'il  a  deux  dimen- 
fions ,  &  rhomogéne  h'"  t=  Z43  •  1 00 ,  qui  contient  deux 
tranches  chacune  de  trois  chifres ,  parce  que  cet  homo- 
gène a  trois  dimenfions. 

Puifqu'il  y  a  deux  tranches  de  part  &  d'autre ,  je  tire 
la  racine  quarrée  de  75:.  Première  tranche  du  coefficient 
44,  c'eft  8  ,  enfuite  je  tire  la  racine  cubique  de  z45  pre- 
mière tranche  de  h'^'  c'eft  6  ,  car  le  cube  de  6  cft  116 
moindre  que  143 ,  &  le  cube  dé  7eft  343. 

Or  la  racine  quarrée  8  du  multiplicateur  4a  ,  eft  plus 
grande  que  ^,  racine  cubique  de  Thomogéne  143.  Ainfi 
le  multiplicateur  44  efl;  le  terme  dominant ,  &  par  con« 
féquent  c'eft  le  divifeur ,  &  b'^'  eft  le  dividende. 

i«>.  Pour  avoir  le  premier  membre  de  la  racine  qui  eft 
toujours  plus  grand  que  la  racine  cherchée ,  je  me  fers  de 

la  l'^S  partie  de  la  formule  4 -4 r^^  c'eft-à-dire^je  prends 

la  racine  quarrée  de  7  5  6^  ==44,cette  racine  eft  87=34. 

Et  fuivant  i-^  j'ai  la  fradion  ii~  qui  indique  une 
divifion.         "^^  '^''  y^^-- 

Divi/ear.  J  Dividende.  S  Retient.  l  l  ^ 

^sM  =  15138  f  1!"  ?=  *45 1 00.  ^  i^  Hh  ?•     *4 

: — —  1 1  :  tf 5 


91710. 

»  90818* 
891. 
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Ainfi  le  premier  membre  de  la  formule  4  -+-  i 


1«4 


donne  pour  premier  membre  de  la  racine  87  ^-  16 
103  H-  qui  excède  la  véritable  valeur  de  la  racine 


cherchée,  &  c'eft  en  quoiconfifterefpric  de  la  Méchode 
qui  fcfèrt  de  la  fouflrafîionenfuice  pour  trouver  laracine^ 
par  la  voie  la  plus  courte.  Or  il  eft  indifférent  en  général 
qu'on  employé  dans  une  Méchode ,  ou  Taddition  ou  la 
i^uftradion. 

z®.  Pour  avoir  le  fécond  membre  de  la  racine  ,  je  me 

fers  du  fécond  membre  de  la  formule LJIZ —  d^ns 

laquelle  c s=s  a  H ==  103. 

Donc^^=?:  103  X  103==:  1060p.  Donc  3  ^^1=31817. 

&  —  44^:^—7569. 

Donc  3  rr— 44=  Z4zy8* 
Valeur  du  dénominateur. 

Pour  trouver  la  valeur  du  numérateur  rr*— 44  s^i/ 

ou    10609  —  75^9  ==  3<^4o  e==a  d. 
multiplié  X  c  t=3    103. 

* 

3040... 


produit  c  d 313  i  i  o. 

h  =r=  z  4  3  I  o  o. 


Donc    c  d  —  h  \ — -1  700  10.  valeur  du  numérateur 

^77^7*"^=^  1415 


ce  qui  donne  —   "-^ — 77— •  ^  ^  -,  d  — — ""  '  '^ 


Analjfe. 


3oé  Analysé    gike&aii, 

Ceft;  le  fécond  membre  de  la  racine  ;  je  fais  Taddicion 
des  deux  menâtes    103 

3 

Somme  100  c'eft  la  racine  cherchée  s  pour 
juger  (i  elle  efl:  exaâe ,  je  la  quarre ,  100  x  100  donne 
100.  00.  donc  j'ôce  7^69 ,  il  refte  243 1  y  que  je  multiplie 
par  la  même  racine  trouvée  100 ,  le  produit  eft  145 1 00. 
qui  eft  égal  à  l'homogène  propofé.  AinG  100  eft  la  racine 
cherchée ,  par  laquelle  je  divife  l'équation  fans  pafler  au 
refte  de  la  formule  univérfelle. 


100 


o<  x'  ;;+2ox* 75^9^  — —  i43ioos=:o. 


«*.•..     x'  — •  100  X*. 


loox*.  7^69 X. 

100  X     •    .    .    •!-  100  X*. loooox* 

243 1  X. 

1431     •     .     .    %    ^    .    .    Hr    i43iX'+'X43ioo. 


Le  quotient  x*  -+-  i.o.  ox  -f-  24.  3 1  ==:o  eft  une 
équation  du  (êcond  degré  où  a==^  100 eft  le  terme  do- 
minant parce  qu'il  eft  d'une  feule  dimeniîon ,  &  que  Ces 
chifres  font  trois  tranches  ,  mais  t'^  s=  14.  3 1 ,  eft  de 
deux  dimen fions  ,  car  fcs  quatre  chifres  ne  font  que 
deux  tranches  chacune  de  deux  chifres* 

Ainfi  4==:  100  eft  le  terme  dominant  6c  ledivifeur  i 
mais  h  s=a  243 1  eft  le  dividende. 
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i^7 


Divi/hur. 

a  terme 
loo 


nfeur.  C  Dividende.      C 

rme  déminant  <  } 


Jluotienti 


14 


I0« 


X  o  o 


4  31 


4-    •••.••.     4  00 

relie  5  i. 

Comme  le  quotient  donne  un  refte ,  les  deux  racines 
de  cette  équation  du  fécond  degré  font  irrationelles  Tune 
plus  grande  que  24,  mais  moindre  que  1^.,  Tautreplus 
grande  que  76  &  plus  petite  que  77*  toutes  deux  négati- 
ves y  puifque  tous  les  fignes  de  Téquation  font 


24 


V 


ioox'H-«z43i=;o. 


} 


•    .• 


^-76 


jr**4*24x. 

o  •4-7tfx.  •+•  2431 
76X.  -4*  18x4 

o  .  •  .  607 


7« 

304 

IJZ. 

18x4 


Remaraue.  i.  Pour  conferver  une  Analogie  entière  te 
parfaite  dans  la  formule  univerfelle  de  la  racine 

I ® •  Je  fuppofe  le  premier  membre  ==  a ,  enfuite  j'ai  aa 

h 


x°«  Je  prends  pour  le.  fécond  membre  Hh  — ■ 

JL^  dans  lequel  enfuite  fuppofant  a  -4-  -^ 

:ss  ^ ,  &  r^  — -^  ^4  K=s  d  pour  avoir  le  croifîéme  membre 

»  •  •  •  • 


fuivanc. 


3o8  Analyse    gênerais, 

go,  I*ai  pour  le  troifiémc  membre ^  ~^  danslc- 

quel  fuppofantenfuite  c ^       —  «s=  e  y^ee  — ~  aa 

î==/.  Pour  avoir  le  quatrième  membre  fuivant. 

4°,  J*aî  pour  le  quatrième  membre» —  JlIZ — &  con- 

tinuant  ainfi  de  fuite  on  trouvera  des  membres  diâfcrens  à 
l'infini. 

Remarque,  z.  Lorfque  dans  Tun  ou  l'autre  de  ces  mem- 
bres le  numérateur  donne  zéro  ,  c'eft-à-dire  ,  lorfque 
cd  s=  h  j  ovL  ef  s=  h  ,  &:c.  La  queftion  cft  réfoluë , 
dans  ce  cas  la  racine  cherchée  efl:  r  ,  ou  ^ ,  &c.  Alors 
il  faut  s'arrêter  au  membre  qui  Ta  donnée  fans  pouifer 
plus  loin  l'opération  après  qu'on  a  trouvé  une  racine^  ou 
exaâe  ou  approchée  à  moins  de  l'unité  près. 

Réfolntion  des  Equittions  du  troifiéme  degré. 

Pans  la  troifiéme  formule  x' aa  x  = i"\  ou 

— —  a:'  -4-  44  X  ==  i'^^  ;  je  jprends  toutes  les  quotiens  par 
excès  dans  la  formule  uni  ver  felle  pour  la  première  racine 
qui  fuit. 

Je  néglige  x*  que  je  fuppofe  égal  à  zéro ,  &  je  fais  une 
équation  des  deux  termes  4a  x  =é  b"'.  ce  qui  donne 
i^.  par  tranfpofition  de  divifion  en  dégageant  l'inconnue 

s  — .  C'eft  le  premier  membre  de  la  racine; 


Exemple*  Soit  a*'  —^5.24.  i6x==aK i.  144.  l6ô^ 

dans  laquelle  44  =  j.  14.  16.  qui  a  trois  tranches  de 
deux  chifres  chacune  ^  parce  qu'il  efl:  de  deuxdimenfions» 

Se  b"t=z I.  2:44.  160,  cet  homogène  eft  de  trois 

dimenfions  &  a  trois  tranches  de  chifres  ;  mais  la  dernière 
tranche  efl:  incomplette,  puifqu'ellen'aque  lefcul  chifre  i 
au  lieu  de  trois  chifre$  qu'elle  devroit  avoir  ^  &  la  croific- 
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me trafiche du  mulciplicaceur  aacik  jquifurpafle  i.  Ainfi 
éia  cft  le  terme  dominant  ou  le  divifeur  >  ^''^  cft  le  divi- 
dende. 

Hivifeur  aa        ^  Dividende,  b'^'.  C  .^otient. 
s  =  ji.24.  itf.    y     1.144.160.    /  23  Hh  ou  14 


riM»M« 


%    .    .    .    .    I.  0483  i 

155840 

4—-  .  r    .    .    103^  6^4 

rcfte  —        ï  3  8  i  4 

Ainfi  je  prends  pour  le  premier  membre  de  la  racine 
24.  quiefl:  un  quotient  par  excès ,  que  je  fuppofe  ==  c  y 
que  je  quarre  pour  fubflituer  fa  valeur  ^  dans  le  fécond 

membre  de  la  racine  dont  la  formule  eft  <;  -+-  Inul 

j^'ai  ce  =t=3  476 ,  que  j'ôte  de  4/r  ==5  j.  24,  itf ,  ce  qçi 
donne  y  1 840  ==  d^  que  je  multiplie  par  la  même  racine 
trouvée  c  =  14  ,  le  produit  ed  =*  i.  244.  160  eft 
égal  à  rhomogéne  propofc  ^'^^  &  ilsfe  détruifent  par 
des  lignes  contraires. 

Donc  la  première  racine  eft  14 ,  qui  efl:  exa^ie  ;  ihais 
fi  ^^^  ne  fe  rrouvoit  pas  égala  cdy  dans  ce  cas,  il  fau- 
droit  continuer  l'opération  fuivant  la  formule  univerfellc 

ce  la  première  racine  —   -+-  — Hh-  -; i^&cc^ 

SA  #^*  — î^tf  il*— 3f# 

dans  laquelle  on  (uppofe  dan^  le  premier  membre  — 
t=ts5  r  &  4  »-— -  rr  — —  ^ ,  pour  avoir  le  fécond  membre 


/ 


•- i^  enfuite  fuppofant  ce  fécond  membre  ==:  e  6c 

S^  '^^^CC  *  * 

•  •        •  •   • 

//  $ij 


5IO  Analyse   gene&alb*/ 

a^ .-—  te  ^=Bss.  f ,  pour  Eormer  le  ttoifiéme  membre 

Ce  qui  donne  i^  x=s= —  . 

*  MM    ^ 

b    —^4  t* 


1°.  X  c  -4-^_^^  ,  ou  tf  -f-  ;;;::i^  »  car  j*ai  fuppofé 

</s=:  4  —  Ci6c  C  s=ss  —  -or  exccs=e*'. 

3*.  X  =3  f  -f-  ^" ef,  &  ainfi  de  fuite  à  l'infini , 

OU  iimplement  i^  x=  -y ,  ^o.jc  ==*7>  3^-  -vs=  -r- 

Jï^^^  générale.  Je  prends  toujours  en  nombres  entiers 
les  valeurs  de  tous  les  quotients  — ,  -; — -^  .  ou 

j;:^-^—,  fip€.  parce  que  je  fuppofe  que  a  ic  b  font  des 

nombres  entiers  »  &  que  je  cherche  la  racine  on  la  va- 
leur de  X  en  nombres  entiers. 

Mais  dès  que  le  produit  c  d^e\x  efy  Sec.  fe  trouve  égal 
a  rjiomogéne  propofé ,  l'opération  eft  finie ,  ic  j'ai  la  va* 
leur  de  x  en  nomores  entiers ,  qui  eft  une  racine  ratio- 
nelle. 

Au  contraire  fi  après  avoir  trouve  que  le  produite ^^ 
eft  moindre  dans  une  opération  que  Thomogéne  propo- 
fé h'^'\CG  produit  fe  trouve  plus  grand  que  cet  homogène 
dans  l'opération  fuivante^  la  racine  eft  alors  irrationelle, 
&  fa  valeur  eft  trouvée  en  nombres  entiers  à  moins  d'une 
unité  près  dans  ces  deux  équations ,  dont  l'une  donne  la 
racine  par  défaut  à  l'unité  près  ^  &:  la  fuivante  donne  U 
racine  par  excès. 
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Mais  il  faut  que  «^  4'  foie  ou  plus  grand  ou  égal  à  i 
bb ,  car  s'il  ctoit  plus  petit  dans  ce  cas ,  Téquation  feroit 
impoflible ,  car  dans  le  cas  d'égalité  ou  77  4'  ==i  bb^  on 

^„ax=T/7  ^    ^^>^Tr;  c'cft-à-dire  ,  ipllfuffit 

de  tirer  la  racine  cube  du  tiers  du  multiplicateur  /',  ou 
la  racine  quarrée  de  la  moitié  de  l'homogène  b^\  maïs 
dans  le  cas  d'inégalité  ,  la  racine  fera  d'autant  plus  kiiee' 
à  trouver  que  4'  furpaflera  davantage  bb. 

Remarque  générak.  Lorfquele  cœmcicAt  J' S^l'homo- 
gène  V'\  font  tels  quelle  même  nombre  qui  mefure  4" 
par  (on quarré , mefure  ^"'  par  fon  cube,  on  pourra  tou- 
jours réduire  l'équation  à  moindres. termes  ^  alors  c'eft 
une  équation  dérivée  qu'il  faut  réduire  à  fon  équation 
primitive ,  &  c'eft  une  faute  auflî  importante  de  négli-i 
gcr  cette  opération  dans  une  équation  ,  que  de  vouloir 
opérer  fur  les  fraâions  fans  les  réduire  auparavant  à 
leurs  moindres  termes  ;  Téquation  précédente  fer  vira 
d'un  troîfiémeexempîe  x^  -= —  7141^  x==:— -1  ^44  i5o, 
c'clt  un  exemple  tiré  exprès  d'Hîtriçt,  page  146  ,  147, 
&  1 48  de  fon  exégétique  numérique  pour  comparer  cette 
Méthode  (  qui  eft  très-courte  comme  il  paroît  ci-deflus  ) 
avec  la  fienne  &  celle  de  Viette  qui  demandent  trois 
pages  in  folio  de  calcul. 

Cependant  Harioc  a  très  nVal  choifi  cet  exempté  ,  car 
réquation  x^  — —  y  1416  x«a«——  1 144  itfo  ,  qui  a  pour 

racines  -f-  24,  -H  116, 246,  eft  une  équation  dé* 

rivée  ,  puifque  le  multiplicateur  a'*  ==:  5241^  eft  me» 
furé  par  yytf , qui  eft  le  quarré  de  24, qu'il  contient  51 

fois,  &  l'homogène 1 2441^0  eft  mefuré  par  13824, 

qui  eft  le  cube  du  même  nombre  24  ^  qu'il  contient  90  fois« 

Ainfi  réquation  fimple  &  primitive  dont  celle  d'Harioc 

eft  dérivée  eft  j^' 91  7== 90  ,  dans  laquelle  aa 

B=  9 1 ,  &  y"  —  90  ,  dont  les  trois  racines  font  -f-  r, 
p  &  -—  10  ,  car  le  multiplicateur  a  4  s=  91  eft 


ait  Analyse    gemerale, 

le  divifcur  ,  &  ^"  ==  9©  le  dividende ,  ce  qui  donne 


91 


■5^0  """^  ^^ 


/^ -.  1==  o /y  !ÎL  o^*— 9  ij' H- 50  ==  o  I^^H-ir^^o  =^0. 


*-» 


y*-    .  .  ,  .y i^*  premier  produit. 

o  -t-  x^'* 9  ^y  pr^Dii^^  tc^Q. 

^y  ,4.  i^* ly  fécond  produit, 

p   .. —  jpj'Hh  50  fécond  reftc. 


^o - — 9oy-1r9o 


o    •    •    •    •    •    * 


o. 


Ij  ~^p  ====  0^7'  •+•  IJ 90  s=r:0.  I 


*  • 


I  ^       'U 


.ft 


.     .     .     .     .  7"  -t-    IJ- 

10     .     .     .     .'-h-io/ 90 


o 


{ 
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/  X— -x4=o-|  j^'  +  oat'  — yi4itfx  Hh- 11441^0  =  0. 


X*    .    •    •    .    AT* 14^* 

14  X    •  .  .  -1-Z4X* 57^*^ 


yi84ox*f-*  ii44T^o« 
51840 — —  51840  x-H  11441^0. 


o  o 

1 1  >  Il  — il— —————— —^i— 


<   X Zltf==o/;j^*  .4i.l^;i;.«^y|g^O 


sO. 


^  T^ 


KM» 


•       ^       • 


—  XléX 

0  - 

H  140  AT  — 

—  51840. 

- 

4-  140  Xr- 

—  51840. 

240    . 

o        p  m  1,  •         9         %  0...0 

Idéthûde  peur  trouver  là  féconde  racine. 

La  première  étant  trouvée,  dans  la  féconde  &  la  troi- 
/lénie  formule  du  croifiéme  degré,  je  me  fers  de  la  formule 

yiTZrrjc {c:=r=?d.  ^ 

Ainfîdans  l'Exemple  précédent  tiré  d*Hariot  où  il  y  a 
deux  racines  poficives  6c  la  troifiénve  qui  eft  négative  , 
égale  à  la  fpmme  des  deux  pofitives* 

J'ai  trouvé  ci-deflus  la  première  racine  pofîtive  -|-  ^4 
»=  c  y  pour  trouver  la  féconde  =^d;  fuivant  la  formule 
ci-deffus ,  j'ai  \  c  ==  ii  ;  cnfuitc  je  quarre  c  c*eft  ce 
e==a  144,  que  je  multiplie  par  3  c'eft  431,  que  j'ôte  du 
Andjfe.  k  k 


114  Analyse  cekerale, 

cœfficicnt  ou  multiplicateur  aà  =  ^1416  ,  le  refte  cft 

.  j^g^  --.^  a. \  ce }  enfuitc  )'en  tire  la  racine  quarrée 

c'eft  %%%=V A-~\cc,  de  laquelle  j'ôte  ii==î  r,  le 
refte  eft  x\6=V  a—\cc ---\c.  Donc  1 1 6  eft  la  fé- 
conde racine  pofitive  cherchée  ==  d. 

Autre  Exemple  dans  latroijiéme  Formule  d»  3°»*  degré. 

On  demande  le  côté  de  l'ofto-décagone ,  ou  ce  qui 
cft  la  même  chofe  la  fècante  de  80  degrcx  ou  des  \  de. 
la  circonférence  du  cercle.  Si  je  fuppofe  le  raïon  ===  i  , 
le  fînus  de  10  degrez  ou  de  la  trente- fixiéme  partie  du 
cercle  eft  la  moitié  du  côté  de  Tofto-décagone  lequel  côté 

cft  la  petite  racine  de  l'équation  x' ^x  == i  > 

mais  la  ftcante  de  80  degrez  eft  le  double  d'une  valeur  de 

y  dans  l'équation^* j;-»  s= 1  ;  il  en  eilde  même 

de  toutes  les  fécantes  dont  les  arcs  ne  peuvent  être  donnez 
que  par  la  trifeâion  de  l'angle. 

Dans  l'équation  x*  ——  yx  =^ i  >  j'*i  *"  ==  5  > 

Ub"'==  1.  Par  conféquent  fubftituant  dans  la  formule 

CCS  nombres  en  la  place  des  lettres  au  lieu  de  4 


Enfuitc  pour  avoir  le  terme  fuivant  je  quatre  c ,  c'eft  ce 


Donc  ccd=  -fl^^f  que  j'ôte  de  h'"  =  i  ;  il  refte  ^»— > 

que  je  divife  par  ^(c !,<«•=  '*^|*  ^^^>  c*eft-à-dirc 

li|if  ,  le  quotient  eft  77^^^.  q"«  J'^tc  de  if ,  il  refte 
î±i|Zi  =  t.  g7938y'll*'°*'  &c.  dont  le  double 

f.  7 j 877 cl.,  cft  cflFeûivemcnt  laiecantede  80  degrez 
conformément  aux  Tables. 


î 
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'Démonjhation  de  U  réfolution  des  Equations. 

Dans  la  croifîcme  formule  x  ' J'x  =  V'\ 

i^.  Je  cube  4 ,  &  je  quarre  ^ ,  ce  qui  donne  à   &  ^^. 

'z°.  Je  divife  4^  par  bb^  c'eft  ^^ .  Si  le  quotient  eft  6\  , 

la  racine  fera  if. 

Or  le  quotient  ne  peut  jamais  être  moindre  quo  6\; 
car  fi  je  fuppofe  dans  Téquation  propofce  4''  ==  3  rr  ,  &  b"* 

=  xc^  ,  la  fubftitution  donnera  x' j^fx  = 2^*^ 

Or  le  cube  de  ^cct^vj  c^  y  &  lequarréde  ir'  eft  4  c^ 

&  divifant  Tun  par  Tautre  iZi^  ,  le  quotient  ==  6  i. 

Maintenant  lorfque  x'  ==  3  r^x %€^ ,  il  eft  évident 

quex  5=  li  ==  tfl  ===r,  car  en  fubftitiiant  t  à  la  place 

^  %s  6ec  * 

de  X ,  on  aura  ^'  s=  3^'  - —  i^'  =  c^. 

5^.  Pareillement  on  démontrera  que  fi  le  quotient  de 

il  ==3  y  jyh  racine  ou  plutôt  Tune  des  racines  fera  tt 

par  exemple  dans  Téquation  x*  ==  /^ccx  — -  3  r',  on 
aura  4  ==:  4^(7 ,  &  i  =  3^' ,  par  confequent  4'  ==  64^^ 

Ubb.=:^^9c'.  Donc4=:lî4=7f.&ii  =  îi4 


^t  ^f<  *    ^  3/f  Ile 

Il  eft  évident  que  x  n^  1: ,  car  en  fiibftituant  ^  à  la  place 
de  X  dans  l'équation  x'  =  4^^  x  — ^  3  ^? ,  on  aura  c^ 

40.  Si  le  quotient  eft  5  ^  ou  ^  i  une  des  racines  fera  \1 

Si  le  quotient  eft  tf  ~  ou  7  7  une  des  racines  fera  î— 
Si  le  quotient  eft  7  H ,  la  racine  fera  i^ 

Si  le  quotient  eft  8  jy ,  la  racine  fera  j^ 

kk  ij 
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Si  le  quotient  eft  5  ff ,  une  des  racines  fera  I-^ 
Si  le  quotient  eft  10  fi,  une  des  racines  fera,  -- 
Si  le  quotient  eft  1 1  7^ ,.  une  des  racines  fera  1- ,  &c. 
&  univcrfcllcment  fi  le  quotient  il  =  ^  -f-  ^^^ ,  ou 

b  k  ^  * 

L1!:il! —  la  racine  fera  lIL*  ^  ^ 


Mais  fi  le  quotient  ne  fe  trouve  pas  Tun  des  termes  de 
la  Alite  de  cette  progrefilon  ;  il  doit  néceflairement  (ê 
trouver  entre  deux  termes  confécutifs  de  cette  progref- 
fîon  &:  la  racine  de  même  fera  contenue  entre  deux  termes 
prochains  des  formules  des  racines  de  cette  progreilion* 
Par  exemple ,  lorfque  ce  quotient  eft  entre  ^6.  &  17.  la 
racine  eft  entre  ^  g^c  \jy  comme  dans  x'  =  jx  * —  i ,  eu 

fuppofant  i<  =? }  &  ^  =  I  j.  &  fiibftituant  j'ai  iif  =5  yi ,  Se 

Or|i Ai  ss  -^  — -^.  Voilà  une  racmc  très- 

approchce,parce  que  lorfque  x  —  tLÏ^  le  quotient  t^ 

«=  26  ^  ,  &  lorfque  x  =  —  alors  le  quotient  i- 


«=  27  j^  fuivant  la  formule  pour  le  quotient  c 
&  fuivant  la  formule  pour  la  racine  i — l — 


\> 


I 


5    X4 


Or  ces  deux  formules  commencent  par  y  J,  ^  -^^  7?^ 
&  continuent  à  Tinfinidans  la  même  progrefiion. 
Ceft«à-dire^  le  premier  membre  de  la  racine cherchée^ 


éft  ^— ^^    ,  &  parce  que  r==  îL  par  hypothcfc  ,  &  que 

d'ailleurs  la  fraftion  ^^"^;  cft  un  infiniment  petit   par 

rapport  aux  grandeurs  confiantes  4 y  b^c^Ç^  Ton  fubftituc 
?T  à  la  place  de  r  dans  la  fradion^      ^^    ,  on  aura 

*^^>'^^*    ou  -  -f-       ^'       ou  cûfin  -f-  -r-nj — 

•  •  • 

Mais  prçfentemcnt  fi  Ton  fuppofe  1  =  r ,  ^  alors  c*eft 

une  nouvelle  valeur  de  c  différente  de  la  farmu  ^l^jJLv 

r^j  xa/ 

&  Ci  on  (îibftituc  cette  valeur  dans  k  fradion  ^i ^^^ 

on  a^ura  pour  le  premier  membre  de  la  racine  cherchée 

cette  valeur  c  •+-  — f —  qui  ejft  prccifémenc  la  valeur 

trouvée  ci-  defTus ,  dont  nous  avons  fait  la  régie  ^  ce  qu'il 
falloir  démontrer. 

Enfuite  pour  trouver  les  autres  membres  de  la  racine 

— ^-^  ,  &€•  je  (iipppofe  c  -f-  — ^ —  =5=  ^  ou  ^  ;c  —  jc*^^ 

^ ,  or  puifque  e  <  ;c  ,  il  s'enfuit  de-lànécefTairement 


que  rhomogéne  de  comparaifon  donnée  pris  pour  le  pré- 
j»icf  pour > AT-—  4*  ,  fera  plus  petit  jcjue  k 

Soit  donc  4——  ce  «==/,  il  f^it  de  là  que /'cft  plus 
petit  que  hyich ef^  cft  la  différence  des  deux  homo- 
gènes de  comparaifon  pour  les  deux  équations  fembla* 
bles  qui  fuivent» 

#r  X x'  =i=2,^.  &  fuppolant  ^=s  4^^ ~— ^  e 

4fe'"^-^e^=s^efy  &  fuppofant  ^/=±5  4— *-^^x^r^,  &c. 

Enfin  pour  avoir  un  tioifiéme  hombgéne ,  puifque  x  eit 

kkiij 


/ 
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un  nombre  entier ,  &  que  e  cft  plus  petit ,  la  moindre 
valeur  que  je  puifle  fuppofer  pour  at  eft  r  -H  i  ,  je  fub- 
ftituc  cette  valeur  dans  Tcquation  a  x x^  =^, ou 

v^  =  — ,  la  fubftitution  donne  4  r  -f-  i  4  — :-  e  e 


3  ^^^ —  3  ^ 


d. 


Alors  fi  d=  h  qui  eft  Thoroogéne  propofè ,  la  racine 
cft  trouvée,  c'eftx==  ^  -+-  i  :  mais  fiThomogéne^eft 
encore  moindre  que  Thomogcne  propofc  é  ^  il  eft  évi- 
demment plus  grand  que  <r/,  car  rhomogéné  de  compa^ 
raifon  augmente  à  mcfure  que  la  racine  qui  Je  formé 
augmente  aiiflî  ;  or  l'homogène  d  eft  forme  du  produit 
de  €  feul ,  c'cft  pourquoi  je  fais  une  régie  de  trois ,  ainfi 
je  dis  la  différence  des  homogènes  a  e  - —  e^  =  r/,  & 
ae  — -  e^  — -r  3  ^r'-r—  5^ — r  i  -+-  ia=  d^  cette dif^ 
férenceeft  a 3  ee-^ — -3  e- — ï. 

Mais  entre  les  deux  homogènes  4  x  -rr-  x'  ==  ^  ,  & 
4e  î —  e^  ==  ef^  la  différence  eft  ^  —  ef. 

Préfentement  la  racine  qui  a  donné  l'homogène  ef 
cft  ^  ,  la  racine  qui  a  donné  l'homogène  ^  eft  ^  -+-  i , 
la  différence  de  ces  deux  racines  eft  j  ,  ce  qui  tlonne  cette 
règle  de  trois. 

Si  4  --—  3  ee  -. —  3  e  -r-  i  différence  dans  Thomogcnô 
vient  de  i  différence  dans  les  racines. 

De  combien  viendrai efî 

Le  quotient  — .    '"^ donncjrii  le  troificme  mem- 

bre  de  la  racine  cherchée ,  mais  parce  que  3  ir i  eft 

un  infiniment  petit  par  rapport  aux  grandeurs  conftan- 
tes4,  ^,  ef,  je  me  contente  de  prendre  univerfellemcnt 

^'^'^  ,  ce  qu'il  falloir  trouver  &  démontrer. 

Enfin  il  refte  à  démontrer  que  ce  troifiéme  membre 
de  la  racine ,  &  les  autres  fuivans  qu'on  peut  trouver  de 
la  même  manière  à  l'infini ,  forment  une  fomme  plus  pc* 
tite  que  la  racine  Jbrfqu'cllc  cft  vrationcUc ,  U  qui  co 
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approche  de  plus  en  plus  à  rnfini ,  &  c'eft  tout  ce  qu'on 

peut  défîren 

Soient  trois  équations  géométriqtiement  femblables , 

10.  x'==ix ^ , &  foie ^  ==  jf -i- «. 

z^.y  =.ay f ,  &  foit  &  ==y  ^t-/==  x^^e  -f-/ 

Je  dis  que  fi  Ton  fait  comme  r h  :  d c  :  :7— •  x: 

\  une  quatrième  grandeur JZTh —   >  ^    compoféc 

^  -4-  TZITh ^^^*  P^"^  petite  que  z.  \  ou  que  fon 

égale  X  -4-  ^  -+-  y,  car  en  fubftitiîant  cette  valeur  danf 

4x^ — x'  =  ^,  &  dans^j' ^*==r,  on  aura 

4X  -Hh  ^^ >^^ 3^  XX 3  eex  —  e^=ic. 

donciT^ ^==4^— -3^xx — -3  r^x—  r',&c» 

&  enfin  on  aura 

afe  —  j^ — \f9X  —  \f9i — %fexx  —  ^ttfx — j/#», 

-— — — '      ;     '  ■  * 

dificrencequi  eft  plus  petite  que/,  puifqull  ne  refte  que 
tous  termes  négatifs. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  cette  àlffc-» 
rence  deviendra  plus  petite  qu'aucune  grandeur  donnée, 
fie  que  par  conféquent  on  peut  approcher  à  l'infini  de  la 
valeur  de  la  racine  lorfqu'eile  eft  irrationeile  ^  &  on  la 
trouvera  exaâement  dans  le  cas  où  elle  cft  rationelle  , 
ce  qu'il  falloit  démontrer^ 

Remartjue  fûndamentale^ 

La  rcrgle  de  trois  que  nous  venons  d'employer  pour 
comparer  la  différence  des  homogènes  &  celles  des  ra- 
cines qui  les  ont  produits  dans  les  équacions  géomé*-' 
criquemenc  femblables  >.eft  un  principe  général  &  très  fé^ 


i 


3IO  Amaltse    cenëhalb^ 

cond  pour  réfoudre  les  équations  de  tous  les  dcgrez  \ 
rinfini  dans  tous  les  cas  po0îbles  ^  réduâibles  ou  irré- 
duftiblcs.  ' 


SECTION     S  I  X  I  E'  M  E..    ^ 

Méthode  pour  réfoudre  les  Equatiqns  de  tous  les 
degre%^  a  V infini  ,  par  les  pro^rejjîonf 

4rithmetiij^ues. 

JE  fuppofe  ici  tout  ce  que  Mr.  de  Lagny  a  démontre 
touchant  les  progrcflions  Arithmétiques  dans  les  Mé- 
moires de  TAcadémie  imprimez  dans  les  années  170  y  > 
1706  &:  i7i2,oùil  démontre  que  les  (cries  des  homogènes 
des  équations  de  tous  les  degrez  à  Tinfini ,  font  des  pro- 
greffions Arithmétiques  du  même  degré  qui  ont  une 
dernière  différence  confiante  qui  a  le  même  expofanc 
que  le  degré  de  Téquation  propofée  :  je  fuppofe  cette 
vérité  comme  un  axiome  ^  &:  je  me  renferme  feulement 
dans  le  détail  des  opérations  néccfTaires  pour  réfoudre 
les  équations  qui!  avoir  promis. 

Cette  Méthode  efl  générale  pour  tous  les  degrez ,  elle 
donne  toujours  les  racines  exaâes  lorfqu'eiles  font  ra^ 
cionelles^  ou  approchées  à  moins  de  l'unité  près  lorf* 
qu'elles  font  irrattonelles.  Il  n*eft  point  néceffaire  de  faire 
évanouir  aucun  terme,  s'il  en  manque  quelques-uns, il 
faut  les  remplir  des'puiffances  de  Tinconnuë  qui  man* 
quént,  &  leur  donner  le  zéro  pour  coefficient. 

Je  fuppofe  réquation  propofée  feulement  fans  fraâions 
&  fans  incdmménfurables ,  &  que  l'inconnue  du  premier 
terme  n'a  point  d'autre  coefficient  que  l'unité  ,  mais  cette 
dernière  condition  n'eft  que  d'élégance  &c  non  pas  de 
néccffité. 

Dans 
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Dans  le  (econd  degré  ,  foie  Téquacion  propofee  x^ 
xox  ==si8^, 

i^.  }e  fubflicuë  dans  cette  équation  trois  valeurs  de 
X ,  commençant  toujours  par  Tunité  x  ==  i ,  x  =  z  , 
x=3j  en  la  place  de  x  ,  &  leurs  quarrez  en  laplacedc 
XX  y  comme  réquation  eft  du  fécond  degré,  je  fais  trois 
fubflitutions  ,  car  il  en  faut  toujours  une  de  plus  que 
Texpofant  du  degré  de  Téquàtion  ne  contient  d'unitez. 

Ces  fubftitutions  me  donnent  trois  équations  arith^ 
métiquement  femblables. 

x''   -+-  10  X£==:  189. 


1  . . .  1  -i-  io     ==  1.1. 
z . . .  4  -+-  40   ==    44. 


X  ==  3  ...  9  -+-  60    ==  6$. 

Ce  qui  me  donne  trois  homogènes  primitifs  ,  donc 
je  cherche  les  différences  par  ^fouftraûiôn  comme  il  fuit. 

i^^  1^.         3^.  homergéne. 

2.x.      Ht-  44*       •^  ^9- 


21.      •T-  44. 


x'^.  différence. 

23.        *-t-  ts 

23. 


2*^«.  différence  confiante. 


Je  prends  la  première  des  premières  Se  des  fécondes 
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différences  ivec  le  premier  des'  homogènes  que  je  range 
dans  un  ordre  contraire. 

ï''.  différence        la  i'*.  des  le  i*'. 

conftante.  i"^  différences.        des  homogènes. 

-+-  1.  -H  ij.  -+~  XI. 

Ce  (ônc  trois  nombres  générateurs  qui  (crvironc  à  for- 
mer par  addition  le  Trapéfe  logarithmique  qui  fuit  , 
chaque  nombre  générateur  trouvé  eft  à  la  tête  de  fa  co- 
lonne de  même  nom  ,  Se  la  dernière  colonne  qui  eft  celle 
desracincscft  la  fuite  des  nombres  naturels.  1.2.5.  ^^^ 


LlVR.1      »ft.£UlBR, 


3  M 


Trapéfi  logarithmique. 


2<*«.  colonne. 

5C.  colonne 
ilcs  iiomogcnes/! 

4«.  col. 

1 

-*- 1} 

■ 

l^^col. 

-+-Z 

H-  44 
-H  ly 

X 

• 

-H     1 

•+•  2 

-4-  17 

5 

•4*x 

-4-  96 
-t-  19 

4 

■ 

•4-  2.9 
H-     1 

«+2 

-+-I1J 

y 

•+-X 

6 

1    •+•! 

H- 189 

7 

bon 

1 

^  i5 

1 

•-HII4 

8 

Comme  Thomogéne  propoie  189  fe  trouve  dans  la 
troifiéme  colonne  qui  eft  celle  des  homogènes  dans  la 
7^.  cellule  ,  le  nombre  7  qui  eft  vis-à-vis  ett  la  racine 
délirée ,  on  trouvera  la  féconde  racine  en  divifant  Te* 

quation  par  x y  c=o  ^qui  eft  la  racine  trouvée  po« 

fitive^  puifque  1  homogène  a  ici  le  figne 


l/ij 
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Divifeur.  ^  Dividende. 

#p  — 7==o   )  x^  ^lox  — 189  =  0 


^  .^otienf. 

?  X    ^  17  =:  o. 


jir 

.      .    X*- 

—    7x 

-« 

• 

o-f. 

-    A7X  — 

—  i8p 

H 

-17    -+ 

-  Z7X  — 

—  189 

= 

=  0 

0 

0 

• 

Donc  la  féconde  racine  eft  17  qui  eft  négative. 

Si  on  avoir  continué  le  trapéfe  logarithmique  jufqu'à 
la  vingt*feptiémc  cellule,  on  auroit  trouvé  une  féconde 

fois  rhomogénc  189  avec  le  fignc dans  latroifiéme 

colonne  qui  eft  celle  des  homogènes  ,  &  vis-à^vis  xj 
dans  la  quatrième  colonne  des  racines. 


Autre  Exemple.  Sôit at*  -h  ^ox^==^  $6. 

Subftitutions^Ara==i  donne 1  -4-  zos=  -H  19, 

Ar  =  i  donne 4-4-  40==-+-  36 


X  ==  3  donne  — —  p  -4-  éo  ==  •+•  j  r 


Ce  qui  donne  les  trois  homogènes  primitifs  -H  15, 
-  3^  ,  -4-  yi ,  dont  je  cherche  les  différences  par  la 
fouftraftion ,  en  ôtant  le  premier  du  fécond  ,  cnfuite  le 
fécond  du  troifiiéme  pour  avoir  les  premières  différences^ 
ôtant  enfuite  la  première  At^  premières  différences  de 
la  féconde ,  pour  avoir  la  féconde  difltrence  confiante 
comme  il  fuit* 
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Homogènes  primitifs,  -h  19  -+-  3^  -t-  ji 


J^f 


19 --t-  3^. 


Premières  difFérenccs  -4-  17  -+-  ly, 

ï7' 


Secondes  différences  confiances. 


Ce  qui  donne  pour  nombres  générateurs  dûTrapcfe  lo- 
garithmique les  trois  nombres  fuivans»  ; 

.  *■  » 

a^^  différence         la  i".  des  leii^;  deshomo- 

confiante,      premières  différences»    gènes  primitifs. 

— -  X  -H    17  -H    19 

C'cft  par  Taddition  réitérée  de  ces  trois  nombres  que 
je  forme  le  trapcfe  logarithmique  fuivant,je  le  nomme 
trapèfe  à  caufe  de  fa  figure  ,  &  logarithmique  ,  parce 
que  je  fais  par  fon  moïen  par  fimple  addition  ou  fouftrac- 
tion  les  opérations  qui  demanderoient  naturellement  la 
multiplication  ou  la  divifion ,  c'eftce  qu*il  a  de  commua 
{avec  les  Logarithmes  avec  lefquels  on  japére  ainfi. 

Or  je  trouve  deux  fois  rhomçgène  prôpcffé  95  ,  dans 
la  troifiéme  colonne  du  trapèfe  qui  eft  celle  dçs  homo- 
gènes ,  la  première  fois  il  a  le  (îgne  -4-  ,  ce  qui  marque 
que  fa  racine  8  à  côté  e(l  pofitive ,  la  féconde  fois  je 
trouve  ——  96  y  8c  Si  coté  24 ,  ce  fîgne  -^ — .  marque  que  la 
racine  14  qui  eft  à  côté  efl  fa  féconde  racine-^  ^  qu'elle 
cft  négative*  , 


U  u\ 


î*< 
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Trapéje  Logarithmique. 


i*"^.  colonne. 


^^^^  -colomie. 


^■^ 


».  *  t      I    ■? 


• 


^tmmmm^^i^i 


M» 


««^^■«M**MaB«kiMMMMlMi 


X   — 


■taMi 


■H* 


' 


^7 

1 


13 


II 


9 


7 

1 


5 

1 


3 

X 


I 

X 


je.  colonne.  14e.  colon. 
homogènes.  )   Racines. 


1^ 

17 


36 


<Î4 
II 


7y 


84 


9» 


3 


9P 


-+-     I 


100 
I 


99 
►+,  96 


3 


bon 


10; 


II 


II 
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ContinuAtion. 


i'^.  colonne. 


i^«.  colonne 


S 


7 


II 


2 


^S 


—     1 


17 


19 

z 

Zï 

1 


5^7 


^1 


5«.  colon he.  1 4«.  colon, 
homogènes,  f  Racines. 


96 


91 

7 


^0Ê^m^m^^ 


84 

9 


75 
II 


64 
15 


If 


5<ï 
17 


19 
19 


«••■ 


o 
II 

21 

IL 
44 

69 
9^ 


14 


lî 


16 


17 


iS 


ii> 


20 


21 


22 


*3 


24  bon 
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Remarque  première.  Par  ce  luêmc  trapefe  je  peux  re- 
fondre toute*  les  équations  arîthmctiquement  femblables, 
car  fi  au  lieu  de  l*homogcne  propofé  96  ,  j'avois  quel- 
qu'autre  homogène  avec  les  autres  termes  femblables , 
;c*-+-   zox  dans  Téquacion.  Par  exemple,  x* 

20  X  ==x  tf  4. 

Cet  homogène  fe  trouve  deux  fois  dans  le  trapéle  &c 
toujours  avec  le  figne  -f-  >  ce  qui  marque  que  fes  deux 
racines  icmc  poûtives^^la  première  fois  il  y^  4  à  cote, 
c'eft  la  première  racine,  la  féconde  fois  il  y  a  id  à  côté^ 
c*efl:la  féconde  racine. 

Rernar  que  féconde.  La  fèrie  des  homogènes  cotitenuô 
dens  la  troi(jémc  colonne  croie  d*abord  jufqu'à  100^  qui 
eft  le  quarre  de  ib-,  moitié  du  coefficient  xo,  dans  le  fé- 
cond cerme  io  x ,  après  ce  terme  qui  eft  le  dixième  la  fe^ 
rie  continue ,  mais  les  homogènes  qui  fonc  encore  poû^ 
tifs  comme  auparavant ,  décroiflent  d'un  terme  à  Tautre, 
&  tombent  enfin  à  zéro  après  lequel ,  les  homogènes 
fuivans  font  tous  négatifs ,  &  croiffent  à  Tinfîni  fans  de- 
venir }amais  poGtifs  comme  auparavant ,  cela  vient  du 
nombre  générateur  négatifs — 1  de  la  première  colonne, 
qui  après  le  dixième  terme  rend  enfuîte  la  féconde  co- 
lonne entièrement  négative ,  ce  qui  diminue  les  homo- 
gènes peu  à  peu  dans  la  trpifieme  colonne,  &  les  con- 
duit ap  zéro ,  après  lequel  cette  troiflème  colonne  ne 
contient  plus  que  des  homogènes  négatifs. 

La  même  chofé  arriveroit  dans  unfens  contraire,  fî 
Ton  avoir  les  mêmes  nombres  générateurs  avec  des  fignes 
contraires ,  -+-  z  , 17  ,  — —  19  pour  former  le  tra- 
pefe, car  daqsce  cas  la  fcriç  des  homogènçs  contiçndroîc 
d'abord  des  •homogènes  négatifs  qui  croîtroient  jufqu*à 
100,  après  lequel  ds  dècroîtroient  jufqu'au  zéro,  après 
lequel  iU  feroient  enfuite  pofitifs  &  croîtroient  à  Tinfini. 

Remarque  troifiéme.  Si  Thomogènc  d'une  équation 
propofée  né  fe  trouvoic  pas  dans  la  fétie  des  homo- 
i  .         !  .    —  géncs 
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gènes  de  la  troifiéme  colonne,  il  y  a  deux  cas. 

Le  premier  cas  eft  ,  lorfqiie  Thomogcne  propofé  fe 
trouve  dans  la  fuite  des  nombres  entre  deux  homogènes 
confécutifs  compris  dans  la  troifiéme  colonne.  Par  exem- 


pie.  Si  Ton  propofe  réquation  — x*  *4-  zoa-  =  %6  ^ 
dont  l'homogène  Séeft  compris  dans  la  fuite  des  nom- 
bres entre  les  deux  homogènes  84  &  91 ,  qui  fe  fuivenc 
immédiatement  dans  la  troifiéme  colonne. 

Dans  ce  cas  Tèquation  efl:  irrationelle,  je  prends  les 
racines  de  84 ,  elles  font  approchées  par  défaut  mais 
trop  petices,  ou  je  prends  les  racines  de  91  ,  elles  fonc 
trop  grandes ,  mais  approchées  par  excès  à  moins  d'une 
unité  près ,  car  les  racines  de  84  &  de  91 ,  ne  différent 
cntre-elles  que  de  Tunité. 

Second  cas ,  fi  j'ai  l'équation  propofee  * x*  -4-  lo  x 

==  115  ,  comme  l'homogène  poficif  113  furpafle  100 
qui  eft  le  plus  grand  des  homogènes  pofitifs,  dans  ce  Cas 
les  racines  font  imaginaires  &  Tèquation  eft  impoifible; 
on  peut  la  tendre  poflibte  en  diminuant  de  1 3  cet  homo- 
gène, ce  fera^ioo  ,  or  le  diminuant  de  plus  ce  fera  un 
autre  homogène  compris  dans  la  troifiéme  colonne,  ou 
compris  dans  l'intervale  de  deux  homogènes  de  cette 
troifiéme  colonne.  De  même  Thomogcne  pofitif  iSeft 
trop  petit ,  puifqu'il  eft  moindre  que  19  le  plus  petit  des 
homogènes  poficifs  ,  par  con(cquent  l'équation  — —  x* 
-4—  lo  X  ==  1 8  eft  impoflible  ,  il  faut  augmenter  cet 
homogène  pour  la  rendre  poffible. 

Remarque  quatrième.  Lorfque  dans  la  fubftitution  les 
valeurs  de  x  prifcs  par  hypothéfe  ne  donnent  dans  l'é- 
quation que  des  homogènes  négatifs  ,  alors  toutes  les 
racines  de  l'équation  propofee  font  imaginaires  ,  &  de 
même  fi  dans  la  troifiéme  colonne  du  trapéfe  on  trouve 
rhomogéne  propofé  toujours  négatif  &  jamais  poficif, 
c*eft  une  marque  que  fes  racines  font  imaginaires ,  par- 
ce que  par  hypothéfe  &  par  conftruâion  l'homogène 
Analyfe.  mm 
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cft  pofitif ,  ce  qui  cft  efTenticl  à  cette  Méthode. 

Autre  exemple  du  quatrième  degré. 


Soit  propofce  Téquation x^  H-  4^  x' 77^-^* 

j  66  X  ==  I  y  o  I  y .  Les  cinq  hypothcfes  préparées  pour 


les  valeurs  de x  &:  de  Tes puiflancesavec  leurs cœfficiens 
ou  multiplicateurs  font. 


xsaiss 

s    ^666 X 

I  JCJrr: 

=     776 

*»  = 

=    46 

**  = 

=     1 

*?6=Z= 

=  II}51.. 

4     = 

=  3104 

8= 

=  568 

1  = 

=    16 

*— 3= 

=16998.. 

9      ~ 

B      6984 

17= 

=1141 

3  = 

-.   81 

*^4= 

B  22664.. 

16     = 

=    IZ4I6 

64= 

=Z944 

4  = 

:     1^^ 

Af_y_ 

=  i8}jo.. 

ry    = 

=    19400 

ixy= 

=î7Jo 

î  = 

=  6ts 

Préfcntement  je  fais  deux  fommes  de  chaque  fubfti- 
tution ,  l'une  des  termes  poGtifs ,  Tautre  des  négatifs  ,  le 
le  réfultat  donne  un  homogène  primitif,  de  cette  forte 
je  trouve  cinq  homogènes  primitifs. 

irc.  hypothcfe  jt  =:  i  donne 

—  JC'*    =—  I  &•+.      46  X*  =  •4-46 

—  yytfx*    =—       776  ^^6b6 x:=i^   ^666 


fomme- 

-    777 

Ot  •{ 

r  <f7" 
-    777 

fomme-t*  ^7'^ 


donne  ^^  493  5  premier  homogène. 


Livre    ?remise. 

La  !*•.  hypothéfe  xss=:i  domitic 


sn 


yj6x^ 


JI04 


5(J(>(J  X 


fomme 
or 


•«•^ 


1133Z 


5110 

11700 

3110 


foinmt  j^  11709 


donne  -f.  g 5  80  fécond  homogène. 
La  3^.  hypothcfc,;if  ==3  donne 


77(f  jf* 


£p84 


& 


$666  X 


1141 
1^998 


Tomme 
or 


18140 
7075 


rommep4«i8i49 


donne -h  II 175  troifîcnae  homogène, 
La  4*.  hypothéfc  ^ = 4  donne 

$666  X 


x^  = 

77(r^* 


fomme  • 
or 


(>984 

12416 
25(^08 

11(^72 


(bmme 


^944 
ii(>(^4 

25^08 


donne  i%^i6  quatriémehoniogéne. 
La  5*.  hjrpothcfe  Af  =  ;  donne 

-*^     =       —      (fis  &^-     4(fAr» 

^yy6x^    =  —  19400 


fomme 
or 


20015 
34080 
20055 


donne      140J5  cinquième  homogène. 
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Ënfuice  j'écris  de  fuite  ces  cinq  homogènes  &  J'en  tire 
les  difÇèjrences  par  fouftraâion  pour  avoir  les  premières 
de  chaque  difFérence. 


49 î  y  -t-    8 y 80  -f-  iT  175  -H  119)6. 


i"^  diflFcr.    -t-  3^45  -4-     lyyj  -H    1761  -f-    11 19. 

3645  -H    1Î9Î  -+•    1761. 


2,dc$,  diflférences  —    lojo 854  •641. 

1050 854. 


3^».  différences.  -f-        2.16 191. 

zi6. 


4^  &  dernière  différence  confiance*       '         — r-      14. 

Ce  qui  me  donne  cinq  nombres  générateurs  dans  cet 
ordre  contraire. 

La  I^         la  i^.  des  la  i^.  des  la  I^  des     Je  i^.  des 
des  4^,  difF.  3c.  difF.    xK  difC     !«.  diff.         homogènes. 

—    Z4     Hh     iïtf  loyo    Hh    364J   -4-    4955 

dont  je  forme  le  trapéfè  logarithmique  fuivant ,  dans  le* 
quel  rhomogéne  propofé  lyoi  y  ,  revient  quatre  fois  vis- 
à-vis  de  fès  quatre  racines  pofitives  ,  7.  11.  13.  15.  qui 
font  les  racines  cherchées. 


<^ 
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TrA^êfe  Logarithmique. 

m 

4«.  colon.  . 

je.  colonne, 
homogènes. 

6*.  colon. 
Racines. 

-h     495Î 
■4-     5^4Î 

I 

3*.  colonne. 

•4- 

364r 
loyo 

• 

i^^  colon. 

—  loyo 
-^    216 

H-     8î8o 
-f»     2.y9y 

X 

i".  col. 

— .     24 

-+- 

iy9î 
8î4 

—  Z4 

—     8}4 

-4-     17^ 

3 

—     ^4 

-h 

lj6l 
64% 

—  2.4 

■ —     642 
-f.      168 

M-   11956 
-4-      III9 

4 

H-  16S 

—     Z4 

-h 

1119 

474 

—  Z4 

—     474 
-+-     144 

M-   14055 
-t-       ^4Î 

y 

-f-  M4 
—     14 

-f-     64Î 

—    no 

—  Z4- 

—     350 
-4-     120 

-1-  14700 

6 

• 

•4-    IlO 
—      24 

H- 

3iy 

210 

—  Z4 

c 

—     210        1 
•4-       96 

-f-        lOT 

7  bon 

—     î^4 

-4-     loy 
—     114 

1    —    2-4 

—     114 

-f.   lyiio 
—           9 

8 

• 

' 

■4-    7* 

—      24 

..M 

9 

42 

—  X4 

—       42 
-h      "48 

-f.  ijlll 

—      yi 

9 

-H     48 
—     24 

H- 

51 

—  Z4 

•4-         6 

-f-  lyo^o 
—        45 

10 

-t-     24 
—    *4 

M- 

45 
3° 

—  Z4- 

0 

-h  1501Î 

II  bon 

0 
—     Z4 

-4-     30 

—  Z4 

—       24 

^    IJOOO 

-+-      ly 

-f-  lyoïy 

-f*             21 

II 

—  24 

—  14 

-4- 

1  —  3.4 

—       48 

13  bon 

-  48 

—  24 

•+- 

21 

4% 

—  24 

—  4i 

—  71 

4-  lyojé 
—         11 

14 

—  7^ 

—  i4 

.^ 

21 

114 

—   i4 

—     114 

H-  lyoïy 

iç  bon 

mm  tij 
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LIVRE   SECOND- 

SECTION    PREMIERE. 

Méthode gcMr aie  d* approximation  des  racines  irrationelles 

par  des  formules  rationelles^ 

AVant  de  réfoudre  les  puiflances  imparfaites  &  les 
équations  qui  ont  des  racines  irrationelles ,  il  faut 
trouver  des  formules  rationelles  qui  puiffent  donner  Tap- 
proximation  de  ces  racines  :  c'eft  ce  que  nous  enfeigne- 
rons  dans  cette  Seûion  ;  &  la  fuivante  contiendra  Tap* 
plication  de  ces  formules  aux  équations  (impies  &  corn- 
pofées  de  tous  les  degrez. 


AVERTISSEMENT. 

C'Ejl  ici  la  place  naturelle  ou  je  dois  mettre  la  nouvelle 
Méthode  d^ Approximation  de  Mr.  de  Lagny  par  des 
formules  générales  dr  rationelles ,  pour  trouver  les  racines 
des  puijfances  imparfaites  dr  des  équations  de  tous  f es  de* 
$^^^  ^  l^ittfini  ,  afn  de  ranger  avec  ordre  toutes  les  nou^ 
V elles  Méthodes  >  celle-ci  fervira  à  faciliter  aux  jeunes 
gens  l^ étude  de  l'AnalyCe.  H  a  déjà  donné ^u  public  deux 
éditions  de  cette  Approximation ,  celle-ci  fera  la  troifiéme^ 
elle  ef  plus  étendue  ;  df*  pour  la  rendre  plus  facile  aux 
Commensençans ,  f  entre  dans  le  détail  de  tous  les  calculs  ,• 
ce  font  autant  d^ exemples  utiles  qui  montrent  l'ufage  des 
Régies  du  calcul  qui  font  expliquées  dans  les  Serions  pré- 
cédentes y  &  dont  t  application  n' ejl  point  facile  dans  la  r/- 
folution  des  Problèmes ,  ce  qui  rebute  d'ordinaire  les  jeunes 
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gens  j  &  l^^  f^S^g^  ^f^  t orner  auxfciences  des  Mathéma- 
tiques pratiques  ,  parce  que  fi-tot  qu'ils  ne  peuvent  fur* 
monter  les  dijjuultez,  qu'ils  rencontrent  dans  l'Analy/i  , 
ils  font  forcez,  de  renoncer  à  une  étude  dans  laquelle  ils 
défefpérent  de  faire  du  progrès  i  de  là  vient  qu'il  y  a  fi  peu 
de  ferfonnes  qui  s'adonnent  à  tAnalyfe  qui  efi  le  fonde- 
ment de  toutes  les  Matémapques ,  parmi  ceux  qui  s'appli* 
quent  auxfciences  phifico^Mathématiques  qui  ont  befoin 
de /on  fecours. 

Cette  Méthode  générale  d'approximation  cft  utile  & 
importante  pour  la  perfcftioa  de  TAnalyfe ,  elle  s'étend 
à  toutes  ks  différentes  parties,  elle  comprend  générale* 
ment  la  réfolution  des  puliïances  imparfaites  ^  des  égali- 
tez  pures ,  des  égalitez  afFeâées  de  termes  moïens ,  &  des 
équations  de  tous  les  degrcz  à  Tinfini ,  fans  en  exclure  le 
cas  irrédudible  ,  qui  quoiqu'intraitable  par  toute  autre 
Méthode ,  fe  réfoud  par  celle-ci  avec  la  même  facilite 
que  le  cas  ordinaire  &:  réduâible-,  nous  en  ferons  dans 
la  fuite  l'application  au  fameux  Problème  de  la  quadra« 
cure  du  cercle. 

*  Elle  fert  encore  \  réfoudre  par  le  cercle  &  la  ligne  droite 
les  Problêmes  géométriques  du  troifiéme  &  du  quatrième 
^^6^^  >  P^i^  une  approximation  infinie  mais  commode 
pour  la  pratique ,  comme  on  le  verra  par  l'exemple  du 
Problême  de  la  duplication  du  cube. 

Elle  fournit  des  Méthodes  fimples  &:  faciles  Dour  ex* 
traire  les  racines  de  toutes  les  pui{fances  imparfaites  nu- 
mériques ,  fans  aucun  tâtonnement  &  par  une  fimple 
fouftraftion. 

Je  joins  à  cela  la  pierre  de  touche  des  Méthodes^,  qui 
eft  une  Régie  générale  gour  comparer  avec  facilité  toutes 
les  Méthodes  poflibles ,  &  pouvoir  juger  de  leur  mérite 
par  des  principes  folides  ;  de  même  qu'on  peut  avec  la 
pierre  de  touche  connoitre  Texcellcnce  &  le  prix  desdifFc* 
rens  métaux. 
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M^.  de  Lagny  a  donné  un  effai  de  cecce  Méthode  dans 
le  Journal  des  Sçavansde  Paris,  le  14.  Mai  1691.  il  Ta 
expliquée  plus  au  long  dans  la  première  édition  du  mois 
de  Décembre  1691.  ilen  a  donné  une  autre  édition  au 
mois  de  Juin  1692.  Le  iz.  du  mois  de  Décembre  i^^i. 
il  didribua  des  Exemplaires  de  la  première  édition  à 
Meffieurs  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  en  pleine 
Aflèmblée.  Dans  le  même  tems  il  en  envoya  aux  Sçavans 
de  Paris ,  des  Provinces  Si.  des  païs  étrangers,  en  Angle- 
terre ,  en  Allemagne  6c  en  Hollande. 

Voilà  rhiftoire  abrégée  de  cette'^Mcthodc  que  je  fuis 
obligé  de  rapporter  pour  réfuter  un  Auteur  y  à  qui  il  a  voie 
fait  préfent  de  la  première  édition  ,  &:  qui  depuis  n'a 
point  fait  difficulté  de  s'attribuer  Tinvention  de  cette 
Méthode  dans  un  Livre  imprimé  au  mois  de  Mars  1691, 
Ce  Livre  n'eft  qu'un  mauvais  Commentaire  fur  cette 
Méthode  qu'il  n'a  point  conçue  ;  il  donne  Tune  des  foi?- 

mule  pour  le  cube  a  -f-  — qui  cft  eflentielle  à  la 

Méthode ,  elle  occupe  feule  les  trois  quarts  de  fon  Livre  ; 
mais  il  I9,  forme  de  quatre  manières  trcs-obfcures ,  trcs- 
embarraiïées ,  fans  aucun  principe  d'Analyfe  fur  lequel 
ilpuiffe  les  appuyer  ,  &  contraires  à  l'efprit  de  laMé* 
chode.    Tout  le  refte  de  fon  Livre  ne  contient  que 

la  formule  générale  du  fécond  degré  ,  a  -4-  —  qui  a 


ZM 


été  trouvée  il  y  a  près  de  deux  cens  ans  avec  Ces  dérivées , 
&  qui  fe  tire  fi  naturellement  &  fi  facilement  de  cette 
Méthode  ^-que  M^  de  Lagny  avoit  négligé  d'en  don^ 
ner  des  exemples.  D'ailleurs  peu  content  lui-même  dç 
fon  Commentaire  ,  il  promet  de  parler  encore  dans  la 

fuite  de  fa  formule  favorite  a  -f-  —^ — .   On  fçait  que 

les  Commentateurs  font  féconds  en  réflexions  ;  mais  en- 
fin y  peut  être  lui  auroit-il  pris  envie  de  citer  l'Auteur  fur 

le 
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le  texte  duquel  il  a  travaillé  long-tems  avec  (i  pea 
de  fuccès  y  il  peut  s'en  épargner  la  peine ,  &  au  public  le 
foin  de  lire  unlivreinutile,  c'eft le defTein  de  cette  troi* 
fiéme  édition. 

Elle  ctoit  préparée  pour  Timpreffion  en  1^91.  Mais 
M^  de  Lagny  l'a  différée  jufques  ici  par  l'éloignemcnt 
qu'il  a  pour  coût  ce  qui  peut  blefTer  quelqu'un  ;  c'eft  aufli 
le  fujet  pour  lequel  je  fupprime  le  nom  de  cet  Auteur. 

Axiome  i.  Un  nombre  quelconque  eft  réellement  ,& 
fans  iîûion  la  racine  de  toute  puiiTance.quelconque  finie. 
Ex.  i^peutd'un  côté  être  confiderécomme  laracine  exaâe 
&  parfaite  de  toutes  les  puiflances  de  1 6  »  &  comme  la 
racine  imparfaite  de  tous  les  nombres  poffibles  qui  fur« 
padent  les  puifTances  de  16  à  l'infini  ,  dont  les  racines 
complexes  peuvent  être  exprimées  par  un  polinôme ,  c'eft* 
à*dire  que  16  peut  entrer  dans  la  grandeur  complexe  qui 
forme  par  addition  de  plufieurs  nombres  entiers  une  feule 
racine  ^  quoiqu'elle  foit  exprimée  par  un  terme  complexe 
i^  -H  3 ,  -t-i.&c. 

D'un  autre  côté  i^  peut  entrer  dans  la  racine  de  tout 
nombre  exprimé  par  un  terme  complexe  compofe  de  plu* 
iieurs  nombres  entiers  par  fbuftraâion  16  —  5  ,-—4,  &c. 
&:  même  dans  toute  racine  exprimée  par  un  terme  com-* 
plexe  formé  tout  enfemble  par  addition  &  par  fouftraûioa 
de  plufieurs  nombres  foit  entiers ,  foit  rompus ,  rationels 
ou  irrationels ,  où  les  figoes  plus  &  moins  font  combinez 
diverfement 

Donc  ,  tout  nombre  grand  ou  petit ,  foit  entier  , 
foit  rompu ,  foit  rationel  &:  irrationel ,  peut  faire  partie 
de  la  racine  d'un  nombre  très-petit  exprimée  par  un  terme 
compofê  de  plufieurs  nombres  liez  enfcmbles  avec  les  û^ 
gnes  -+-  &:  — •  combinez  diverfement. 

Axiome 2,.  Un  nombre  quelconque  eft  réellement,  & 
fans  fiâion  une  puiflance  quelconque.fAr»  1 6.  eft  un  quar- 

Analyfe.  ni^ 
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ré  dont  la  racine  eft  4  3  c'eft  auffi  une  quatrième  pui0âncê 
dont  la  racine  eft  2. 

Si  je  prends  un  nombre  plus  grand ,  comme  409  e,  ii 
contiendra  un  plus  grand  nombre  de  puiiTances  ânies  , 
car  C'c&  la  feconSe  puifTance  de  64 ,  la  4^^.  puifTancc  de  8 , 
la  3^  puiflance  de  16  ,  la  6^  puiflance  de  4,  &  la  i2<> 
puiiTancede  i«  Voilà  Tes  puifTances  finies  ,  dont  les  ra« 
cines  font  comprifes  dans  la  fuite  naturelle,  entre  ces 
nombres  &:  l'unité. 

Mais  ces  deux  nombres  1 6  &  4096  font  encore  toute 
autre  puiflance  à  rinfini,  dont  les  racines  font  comprifes 
dans  la  fuite  naturelle  des  nombres^entreTunité  &  chacun 
de  ces  nombres  mais  divifée  à  l'infini  >  auquel  cas  ces 
yacines  font  incopimenfurables. 

^ixiâme  5.  Tout  nombre  formé  par  la  multiplication  de 
plufieurs  autres^  peut  fc  divifer  exaâement  par  tous  les 
nombres  qui  font  les  ^racines  de  fon  produit.  De  même 
toute  puiflance  a  pour  racines  exades  les  nombres  géné- 
rateurs qui  ont  fervis  à  former  la  puiflance^lonnée. 

Pareillement  toute  équation  qui  efl:  le  produi&conti- 
nuel  foit  d'une  racine  ^  foit  de  plufieurs  racines  multipliées 
les  unes  par  les  autres,  peut  fe  divifer  exaâement  par  les 
racines  qui  l'ont  formée  par  leur  multiplication* 
.  Or  par  l'axiome  2.JCout  acunbt^  çfl^  réellement  la  racine 
de  toute  puiflance,  c*eft-à-dire  qu'il  peut  être,  lorfqu'il 
efl  incompIe)îç  la  racine  cstqâre^  où  faire  parcie  de  la  ra^ 
cine  exade  lorfqu'elle  efl:  complexe  ,  foit  que  cette  ra* 
cine-compIexe  çonjtîeianie  deux.ou  trois  nombres  ot^  da- 
vantage }oints  ensemble  avec  le&  fignes  -^^  i£ com- 
binez difteremmenr.  .  ,  .  i  '  i  ^  ' 
^  Dans  toute  .équation  il  y  a 'autant  dd  raqines  que  Té- 
quation  a  de  degrgz,  (oiiccc^uieft  lia.môme-ehofe,  )au- 
tanç  que  l'expof^int  de  la  haute  puiflance  de  l'inconnue  x 
contient  d'uniiîcz. 

Chacune  de  ces  racines  efl  une  valeur  de  l'inconnue  x. 
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Exemple.  Dans  les  équations  du  premier  degré ,  nous 
avons  vu  que  la  valeur  de  rinconnuë  x  qui  réfulce  de  la 
dernière  équation  efl:  ou  fimple  comme  x  =:  a  \  mais 
dans  la  réfolution  des  Problêmes ,  avant  d'en  venir  à  la 
dernière  équation  (impie  qui  réfulte  du  Problême ,  il  faut 
réfoudre  plufieurs  équations. 

Si  on  multiplie  un  nombre  %  par  lui-même ,  on  Télevc 
au  quarré  ou  à  la  deuxième  puiflance  4.  Si  on  mulciplie 
ce  produit  par  la  même  racine  4X  i ,  on  aura  la  troifiémc 
puifTance  S,  Et  fî  on  continue  à  multiplier  chaque  produit 
par  la  racine  ^  on  aurai  toutes  Tes  puiilances  parfaites. 

Or  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  i ,  i ,  3  »  4  >  &^<^* 
il  y  a  une  infinité  de  nombres  qui  ne  (ont  aucune  puifTance 
parfaite,  c'eft-à-dire,  qui  né  font  ni  des  quarrez  ni  des 
cubes,  &c.  &ce  font  1^.  tous  les  nombres  premiers  qui 
ne  font  formez  par  aucun  produit.  2^.  Tous  les  nombres 
qui  ne  peuvent  être  que  le  produit  de  nombres  différenf 
cntr'eux ,  de  forte  qu'il  en  refle  peu  qui  foient  le  produit 
de  quelque  nombre  par  lui-même  ^  ou  une  puiffance  quel- 
conque ,  qui  ait  au-deffous  d'elle  dans  la  fuite  naturelle 
des  nombres  la  racine  correfpondante  à  cette  puifTance. 
Car  entre  i  &  100  ,  il  n'y  a  que  10  quarrez ,  fçâvoir  , 
1.4.9,  16.  ij.  36.  49.  ^4.  81.  100.  dont  les  racines  font 
1.1.3.4.     f,     6.    7.     8.    9.     10; 

Par  conféquent  il  y  a  dans  cet  interval  90  notnbres  en« 
tiers  qui  font  des  quarrez  imparfaits  &  dont  la  racine  ne  fc 
trouve  point  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  3  niais 
comme  chaque  quarré  imparfait  comme  1^,  eflbécefTai^ 
rement  compris  entre  deux  quarrez  parfaits  qui  fe  fui* 
vent  immédiatement  25  &  3^  >  dont  l'un  1  j  efl;  plus  petit, 
&  Taucre  36  efl  plus  grand  que  le  propofé  %6\  fa.  ra^ 
cine  ef^  plus  grande  que  5  racine  de  2^  ,  mais  moindre 
que  6  racine  de  5^5  c*eft  une  racine  qui  contient  quelque 
partie  moindre  que  l'unité.  Cefl  une  racine  inconnue  ir- 
rationelle  ou  incommenfurable ,  que  je  ne  peux  exprimée 
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par  aucun  nombre,  mais  que  je  peux  feulement  dccermi« 

ner  par  le  figne  radical  ainfî  K^U. 

Je  dis  que  je  ne  peux  exprimer  cette  racine  quarrée  de 
x6  par  aucun  nombre;  car  je  peux  exprimer  en  général  la 
racine  quarrée  de  tout  quarré  parfait  par  ce  binôme 
a  -t-  I ,  &  le  quarré  même  par  le  quarré  de  cette  racine 
tf*  -f-  za  -+-I.  fubfticuant  dans  cette  formule  un  nom- 
bre à  la  place  de  4 ,  qui  foit  la  racine  d'un  quarré  quelcon- 
que, comme  1  racine  de  4,  j'aurai  le  quarré  parfait  9 
qui  le  fuit  immédiatement  ; 

car  4*  -+-  24  -f-  I  ==  4  -H  4  -h  I  :  fi  je  (ubftituë  3 
racine  de  9 ,  j'aurai  par  la  formule  le  quarré  parfait  fui- 
vaut  itfjCar^  -4-  1x3  -4-  i==:i6  =  4*  h-  14 --f-  i. 
Donc  fi  j'ajoute  i  à  la  racine  d'un  quarré  4,  )* aurai  le  bi- 
nôme 4  -f-  I.  Donc  ce  quarré  fervira  de  formule  générale 
pour  avoir  le  quarré  parfait  fuivant,  qui  diffère  de  celui 
qui  précède  immédiatement  de  2.4  -4-  i.  Mais  leurs  raci- 
nes différent  feulement  de  l'unité. 

Je  ne  puis  appliquer  la  même  formule  à  16 ,  car  fà  ra* 
cine  furpâffe  y  &  eft  moindre  que  6,  &  la  différence  eft 
moindre  que  l'unité,  c'eft  une  partie  inconnue  infinimenc 
petite  &  inexprimable ,  qui  eft  réellement  comprife  dans 
h  fuite  des  nombres  divifée  à  l'infini ,  (  qui  eft  inexpri* 
mablc  parce  que  l'infini  fe  trouve  mêlé  avec  le  fini ,  )  de 
non  pas  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  qui  eft  la  feule 
qui  puiffe  être  exprimée  en  nombres  ordinaires. 

Tout  ce  qu'une  intelligence  finie  &  bornée  tel  qn'cft 
fefprit  humain^  peut  faire  de  mieux  eft  de  trouver  une 
racine  par  défaut  4 —F-  at,  de  comparer  16  à  ly  =40 
-+-  X ,  &  à  3  6  ==  fc X  ^=sVZ6  dont  le  quarré 

a^  -+-  4X  -f-  JC*  >    2f. 

Et  de  trouver  une  autre  racine  par  excès  c x 

K^IdT  dont  le  quarré  c^ ex  -f-  x*  <  3  e. 


Il  faut  donc  deux  formules ,  Tune  par  défaut  a^  HH  ^, 
pour  comparer  le  quarré  imparfait  avec  celui  qui  eft 
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imoindre  ,  &  l'autre  par  excès  pour  le  comparer  avec  le 
quarréparfaicimtnédiacemenc  plusgrandrr— — //.  Cequi 
donne  ces  deux  expreflions  générales  pour  le  quarré  im- 
parfait propofé  z^  ==  4*  -^  ^ 


&  z,*  =a  ce d. 

Le  même  raifonnement  a  lieu  dans  toutes  les  autres 
puiflances  à  Tinfini  en  fe  fervant  des  formules  propres  à 
chaque  puifiance  ;  ainfi  dans  le  cube  ou  la  troifiéme  puif» 
fance^dont  la  formule  eft  4'  -+•  54*-+-  34-4-  i,fi  on  lub- 
flituë  un  cube  quelconque  à  la  place  de  4 ,  &  les  produits 
de  fa  racine  \  la  place  des  autres  produits ,  on  aura  le 
cube  parfait  qui  le  fuit  immédiatement.  Exemple.  La  ra- 
cine du  cube  parfait  17  eft  3.    Donc  a^  -+-  34*  x  i 

34  XI  -f-  I.  =  17  -+-  3X9X  I  H-  3x3  XI  -+-   X. 

17  -+- 17  -4-  9  -+- 1==  64  qui  eft  le  cube  parfait  qui 


fuie  ,  immédiatement  zy.  Cependant  entre  les  cubes 
xy  &  64,  dont  les  racines  font  3  &  4  qui  diflFcrcnt  feule- 
ment de  I  >  il  y  a  37  nombres  entiers  ou  cubes  impar- 
faits  dont  la  racine  >  3  ,  &  <  4. 

Dans  rinrervale compris  entre  i  &  100  ,  il  n'y  a  que 
quatre  cubes  parfaits.  1.8  17.  ^4. 
dont  les  racines  font  i.  i.  3.  4.  Donc  il  y  a  56^ cubes 
imparfaits  dans  le  même  întervale  dont  les  racines  font 
irrationcUcs.  Dans  le  même  intervale  il  n'y  a  qufe  trois 
puiffances  quatrièmes  i.  16.  %u  dont  les  racines  font 
1.  ^.  3. 

Il  n'y  a  que  deux  puiflances  cinquièmes  i.  3*.  dont  les 
racines  font  l  &  1.  Ces  puiflances  parfaites  font  encore^ 
plus  rares ,  dans  la  (uice.  depuis  100  jufqu'à  100,  il  n'y  a 
que  le  cube  de  j.  11  y. 

Ce  qui  montre  combien  il  eft  impartant  dans  FAnaly  (è 
d'avoir  une  Méthode  pour  réfoudre  les  puiflances  impar- 
faites ,  qui  font  les  plus  fréquentes  qui  fe  rencontrent  dans 
la  rcfolution  des  équations  &  des  problêmes ,  &  dontles^. 
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racines  font  irracionelles ,  c'eft-à-dirc  qu'elles  ne  peuvent 
s'exprimer  exactement  par  aucun  nombre  entier ,  ni  rom- 
pu ,  ni  mixte  en  façon  quelconque  ;  mais  dont  on  peut 
approcher  continuellement  par  deux  nombres  confécu- 
tifs  ,  l'un  plus  grand,  Tautre  plus  petit ,  qui  ne  différent 
entr'eux  que  de  la  moindre  différence  poflible. 

V9rigine  dr  le  fr ogres  de  cette  nouvelle  Méthode  daffro^ 
ximation  far  les  Formules  rationelles. 

Voici  Torigine  de  cette  Méthode. 
Il  y  à  plus  de  deux  cens  ans  qu'on  a  découvert  la  formule 
générale  d'approximation  pour  les  racines  des  puiffances 

imparfaites  du  fécond  degré  a:  -+-  —  &  pour  les  cqua* 


X  M 


tions  î  4  ^l  T/^i  44  H-  ^. 

Surpris  de  voir  que  les  Géomètres  enfoient  demeurez 
là ,  je  m'appliquai  à  découvrir  une  formule  femblable  pour 
le  troifiéme  degré ,  &  je  recherchai  fi  cette  formule  du 
fécond  degré  nç  pourroit  pas  être  emplovécr^encore  dans 
ic  rroifîéme  degré  pour  donner  une  racme  fi  approchée 
d'un  cube  imparfait,  que  le  cube  de  cette  racine  diffecâc 
de  moins  d'une  unité  du  cube  imparfait  propofé. 

Je  pris  pour  exemple  l'égalité  z»'  ==34'  -+-  h. 

Donc  z,  5=â:  K  iJIfIX  Donc  z.  cft  entre  a^icd  -f-  i . 

La  racine  cubique  de  4'  efl:4;  il  refte  à  trouver  dans  ^ 
tous  les  produits  qui  joints  avec  4'  foient  égaux  à  4*  -4-  b. 

L'efprit  de  la  Méthode  va  à  trouver  dans  b  tous  ces 
produits ,  qui  n'ont  pour  racine  aucun  nombre  entier  ni 
mixte  quelconque  qui  foit  connu.  Et  à  cet  effet  je  prends 
dans  h  une  partie  quelconque  indéterminée  que  je  nom- 
me x ,  &  je  fuppofe  z.  ==  4-f-  >r,  j'élève  les  deux  mem^ 

bres  de  cette  égalité  comme  il  fuit  la  3^.  puiffance. 
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Formation  de  U  troifiéme  fuifdnci. 


X. 


Z,Z    =s    4*   -l-     4;C    --t^    XX. 

ax 


«'*=='  ^*  -+-   xàx    Hh  ^ 
X  z,   ==  4    --4—    y. 


X   Qparré* 


m 


^*  =  4'  -H    Z4*x   -f-   4a:*  -*-  x^ 


a*x   -4-    *4.v* 


z^  =5  4'  -H    34*x  -f-    34X*  -H  X* 


Cube» 


Voilà  une  égalité  transformée  an  lieu  de  z,^  s=3  4'  HH  ^« 
Mais  fi  je  la  laiffe  en  cet  état,  elle  me  tecule  plutôt  qu'elle 
ne  m'avance ,  car  elle  contient  tous  les  termes  moïens  de 
la  troifiéme  puifTance  parfiiite  du  binôme  4-4-  x  ,  qui  la 
rendent  plus  compofee  que  Tégalité  propofée  z,^  =  a* 

-"  Mais  faifant  réflexion  que  x  qui  eftune  partie  incon- 
nue &  indéterminée  de  la  valeur  de  ^ ,  eft  par  bypotéfcr 
Une  fraûion  moindre  que  l'unité ,  &  par  conséquent  x^ 
cft  une  fraftion  encore  plus  petite  en  raifon  triplée  ;  ainiî 

fi  on  fuppofc  X  ====  T,  AT*  ===  i,x'  ==  4/donC x'===:i, 7^ &^^ 

Donc  fi  je  fijppofe  x^  ==  i ,  en  fubftituant  cette  va- 
leur de  X*  dans  l'égalité  transformée ,  j'aurai 
^* -+-  34*x  -+-  34X*  -i-  X*  =  a^  H-  34*  -i-  34  -+-  r^ 
fuîvant  cette  hypothéfc  ,  ôtant  de  part  &  d'autre  4' ,  j'au- 
rai }a^x  -t-  J4X*  -+-  x'  =  34*  -+-  5-^|fH-  !• 

Ces  deux  membres  font  fenfiblement  égaux  &C  contic»- 
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ncnc  deux  valeurs  des  produits  de  b  fenfiblement  égaux , 
qui  forment  une  égalité  du  fécond  degré.  Voilà  donc  mon 
égalité  du  troifiéme  degré  abaiflee  au  fécond  degré  $  ce- 
pendant je  ne  laiffe  pas  de  conferver  fenfiblement  l'égalit» 
des  deux  membres  à  moins  d'une  unité  près ,  puifquexeft 
moindre  que  l'unité.   Donc  j'ai  pour  égalité  cxaûc 

Et  pour  égalité  fenfiblement  exaûe  à  moins  d'une  unité 

près  34*  -+-    34  H-   1  .=.*• 

Je  réfous  la  première  égalité  exafte  3  4*  x  -+■  3  4x 
-+_  x'  ==  y ,  cii  effaçant  d'aborxl  x'  qui  eft  moindre  que 
l'unité ,  &  que  je  néglige  pour  abaiffer  J'égalité  au  fécond 
degré ,  &  divifant  tout  le  refte  par  34,  ce  qui  donne 

Enfuitc  je  prends  \  a  moitié  du  coefficient  4  x  ,  fon 
quarré  e^^da^  que  j'ajoute  dans  les  deux  membres  pour 
conferver  l'égalité  ,  ce  qui  donne  x*  •+■  a  x -+-  \  aé 

b 


T^AA 


Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre,  ce  qui^. 

me  donne  x  =  V  7  4  4  -H  ^ \  a  ,  c'eft  une  va- 
leur de  X  mais  un  peu  trop  grande  ,  car  dans  la  frac- 
tion — - ,  le  numérateur  b  eft  trop  grand ,  il  faut  fuivanc 

l'égalité  exa£te ,  mais  puifque  x'  eft  une  fraâion 

inconnue  6c  indéterminée ,  mais  moindre  que  l'unicé  , 

fi  je  fais  X  =  r     "7  ^^'^ — JT x  ^  >  ï^^^^^  ^^^  ^^ 

leur  de  x  un  peu  trop  petite ,  puifque  j'ôte  i  de  ^ ,  au  lieu 
de  x^  qui  eft  moindre  que  i. 

Donc  la  jufte  valeur  de  x  qui  eft  inexprimable  exaftc- 


mcnt  en  nombres,eft  comprife  entre  x  «==r      7  ^^ 


14 
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j;4,qui  cft  une  valeur  trop  grande ,  &  a'== 

y^ ,    ^  aa  -4-     j^     ,  —  î^  qui  eft  une  valeur  trop 
petite.     Or  par  hypothcfe  ;6==4  -4-  x. 

Donc;?>s=4 »^"+-  r^  ^^^ — '"^j  qui  eft  une 

valeur  trop  grande,  mais  approchée  à  moins  d'une  uni- 
té près,  &  c'cft  ma  première  formule  irrationelle. 

—âa  -H      ,^     ,  qui  eft 


Une  valeur  trop  petite  ^  mais  approchée'  à  moins  d'une 
unité  prcs,&  c'eft  ma  féconde  formule  irrationelle  que  j'ai 
publiées  dans  le  Journal  des  Sçavans  de  Paris  le  14  Mai 

Pour  la  démonftratîôn  de  ces  deux  formules  i priori^ 
par  les  caufcs  il  fuffic  d'examiner  les  cubes  ou  les  égali- 
tez  du  troifiéme  degré  d'où  elles  font  tirées. 

^^'==:/î'  -4-  34*^  -t-  3  4X*  -^;c'===:4'  -f"  ^  éga- 
lité exafte ,  &  z.^  ==  4'  -f-  3  a^  -+-  3  a  -t-  i  =  a}  -*-^. 
ou  direâement  celles-ci  d'où  elles  font  tirées  immédiate- 
ment. 

a^  -f-  3  4*  -f-  3  a  ==  il*  -f-  ^ ,  égalité  qui  donne  la 

racine  z.  trop  grande  à  moins  de  l'unité  près. 

a^  -+-  3  4*  -f-  3  4  -t-  15=4*  -H  ^,  égalité  qui  donne 

la  racine  z»  trop  petite  à  moins  de  l'unité  près. 

On  peut  auflî  en  former  la  démonftration  à  pofleriori 
par  les  effets  ,  en  cubant  l'une  &  l'autre  de  ces  deux  for- 
mules irrationclles,  &  comparant  leur  cube  avec  le  cube 
imparfait  propofé  4'  -f-  A,  on  trouvera  toujours  en  fubfti- 
tuant  des  nombres  à  la  place  des  lettres  que  Terreur  fera 
dans  l'un  des  deux  cubes  moindre  que  l'unité,  &  même 
dans  tous  les  deux,  excepté  un  feul  cas ,  où  l'erreur  eft 
précifément  de  l'unité  ^  c'eft  lorfque  b^=  i. 
Andyfe.  0  a 
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Corollaire  fcur  les  fuijfances  de  tous  les  de^ex»  À  t infini. 

Ce  que  j*ai  dit  de  la  valeur  Ac  x' ,  s'applique  égale* 
mène  à  toutes  les  puiflfances  de  x  à  l'infini  ,  elles  font 
toutes  par  hypothéfc  des  fraÛions  moindres  que  Tuniré, 
d'où  j'efpcrois  pouvoir  étendre  ce  principe  général  à 
toutes  les  égalitez  des  degrez  fupérieurs  y  mais  je  m*ap- 
perçus  bien-tôt  qu'au-delà  du  troificme  degré  ,  la  Mé- 
thode devenoit  impraticable ,  parce  qu'il  n'y  a  que  les 
égalitez  du  fécond  degré  qu'on  puifle  exprimer  commo- 
dément par  des  formules  irrationelles  &  univerfelles. 
Exemple  dn  quatrième  degré.  Soit  z^  ==  a^  -+-  b  y 
Quand  cette  égalité  fera  transformée  en  celle-ci 

4  ^  x'  -H  6  Aà  X*  -+-  4  4^  X  =  h ^  i  ,  ou  =3  b. 

J«  n'en  ferois  pas  plus  avancé  >  &  je  trouvai  qu'à  plus 
forte  raifon  ce  principe  feroit  inutile  dans  les  puifTances 
plus  élevées. 

C'eft  pourquoi  je  m'appliquai  à  découvrir  un  principe 
plus  fécond  ;  mais  je  ne  laiflai  pas  de  tirer  de  mes  for- 
mules  irrationelles  trois  avanrages  considérables. 

1°.  En  cubant  Tune  &  l'autre  de  ces  formules,  {oït^tik 
lettres  ,  foit  en  fubfticûant  dés  nombres  à  la  place  des 
lettres  ,  &:  comparant  leur  cube  avec  le  cube  propofé 
4*  •+-  b  y  je  trouvai  que  l'erreur  étoit  toujours  moindre 
que  Tunicé  dans  tous  les  deux ,  excepté  un  feul  cas  où 
l'erreur  eft  précisément  d'une  unit«,  o^eft  lorfque  b  £=  i; 
or  c'eft  un  avantage  confidérable  de  réduire  tout  d'un 
coup  par  une  première  opération,  à  moins  d'une  unité 
près  des  erreurs  qui  (ont  fouvent  de  plufieurs  millions 
fur  de  fort  petits  nombres  par  les  Méthodes  ordinaires, 
z®.  J'ai  tiré  de  ces  formules  irrationelles  une  duplica- 
tion du  cube  approchée  à  moins  de  deux  millioncmes 
près  ,  &  c'eft  toute  la  précifion  où  l'on  peut  atteindre 
par  le  cercle  &  la  ligne  droite  ^  &  qu'on  doit  efpérer  pour 
la  pratique.. 


5®.  J'ai  réduit  rapproximation  &  Tcxtradion  des  ra- 
cines quarrées  &  cubiques  à  la  fimple  fouftràâion ,  fi£ 
par  conféquent  fans  aucun  câconnemenc  ,  ce  qui  abrège 
&  facilite  infiniment  le  calcul. 

Enfin  j'ai  remarqué  par  l'ufage  de  ces  formules  irra- 
tionelles ,  que  lorfque  a  étoit  un  nombre  pair  ^  &  é  un 
nombre  mefurc  par  }  4 ,  la  formule  générale  &  irratio- 


ncUe  i  d  -4-  r     '^aa  -f-  ^  devenoit  la  plus  (impie  qui 

fut  poffible,car  foit  a  =4,&^==  36,  on  aura  {iii- 

^  ^ -•— •    ^ 

vaut  la  formule  t  -+-  k     T  -♦-  ;7  —  • 


V 


4  -+•  î  >  <lc  forte  que  la  formu]«  î  4 


r     l^a  -f-  —  (e  transforme  en  celU-ci, 
|/';7^ir5=  2.  -H  V^I^,  ou  1  -H  vy,  c'eft  pour- 
quoi  je  pris  en  nombres  l'exemple  fuivanc  oji  ces  condi- 
tions fe  rencontrent. 

Exemple  in  nombres 

Soit  z}  =s  100 ,  il  contient  les  conditions  précédentes 
car  100  =s=  ^4«-H  3  6.  donc  on  aura  fuivant  la  formule 


Ïa-T-   r  4 ,        ,  ^ 


K^ 


-  -H  5,  ou  1  -j-  v7",  puifqueK^^ 

==4;  d'ailleurs  le  nombre  100  eft  commode  ,  tant  par 
fa  petitcfife ,  que  parce  que  c'eft  un  nombre  rond  ,  &  ou 
Terreur  ou  Texccs  3  6  fur  le  cube  moindre  64,  eft  très 
fenfible,  puifque  36  eft  plus  du  tiers  du  total  de  100. 

Donc  j'ai  par  ma  formule  z  -+-  v""  pour  la  racino 
cubique  de  z,^==s  100==  a^  -H  t ,  pour  en  avoir  une 
preuve  &  une  démonftration  fenfible  ,  j'élève  x  -4-  v^ 

racine  trouvée  à  la  troifiéme  puiiTance  comme  il  fuit. 

ûoij    • 


34$  Amaltsb   cemeilale. 


X   t    -t-  V  7 

2  Vr 


4-1-  4  v' 7  -t-  7  Quarrc 

K  2 


8  -H-  8  »/  7  -<-  14 

4»^-*-  4X7(===i8) 


8  -t-  48        -t-  iiv^  7 
14       -f-'    7^/7 


jo         —H  i$V~j     Cube, 


Enfuite  je  réduis  fous  te  fignc  radical  le  binôme  19 
V~ comme  il  fuie,  multipliant  19x19  pour  relever  au 
quatre  à  caufe  du  figne  V^  qui  eft  celui  du  quarré 

c=  Vf,  &  multipliant  enfuite  le  produit  3^1  par  7 
qui  eft  fous  le  figne  radical  ,  ce  qui  donne  v^Tïî-r  que 
j'écris  fous  le  figne  radical,&  qui  égale  19  v^,de  forte  que 
j'ai  deux expreflîons  différentes, mais  égales  pour  le  cube 
de  i  -I-  »/"7" ,  la  première  eft  jo  -*-  19  ^~j  ,  la  féconde 
eft  yo  -*-  VIJ77". 


Optrathm  f9ur  réduire  i  J  V  7  foin  le  figne  radicd. 


8x 

\9 
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y  ^^^^    '  donc  le  cube  eft  y  o  -f-  v^^  ^  ^,7  =:  jo-H  1$  \/- 

Réflexions  fur  le  cube  de%-+- 


^  I  o.  Dans  la  racine  z  -+-  V^ ,  la  partie  rationelle  z 
repond  au  {  4  de  la  formule ,  c'eft  la  moitié  de  la  racine 
approchée  en  entier ,  car  4  ==5  a ,  puifque  64  =  a^  fa 
racine  cubique  eft  4 ,  car  4  x  4=  16,  &  16x4=64. 

Comme  il  ne  s'agit  plus  qwc  de  trouver  la  partie  ir- 
rationelle  v^"  ^^  ^^  même  racine ,  je  crus  que  j'abrégc. 
rois  en  fuppofantj^  =  2  -4-  x^aulicu  de  4  -+-  ;c,  &r 
unii^erfellemcnti  4  -f-  y  ,  aulieu  de  4  -+-  jc  ,  conunc 
dans  la  formule  générale  du  fécond  degré. 

2r.  Dans  le  cube  exprimé  par  yo  h-  VTTvj,  la  par- 
tie rationelle  yo  eft  la  moitié  du  cube  impartait  propofé 
1005  or  yo  ==41  -f-  8,  mais  8  eft  le  cube  de  z,&c  ^z 
eft  formé  par  %i  multiplié  par  le  même  2,  moitié  de  la 
racine  approchée  ,&  ii  eft  formé  par  jquarré  de  v^'y 
multiplie  par  3 ,  cxpofant  de  la  puiffance  imparfaite 
propoféej'^==  100 

La  partie  irrationelle  de  ce  cube  v^TjIt*  >  ou  19  V  y 
qui  eft  encoreune  expreflîon  égale,  furpafFerautremor-- 
tic  50  du  cube  jo  -[-  v'  1^7  ,  ou  de  yo  -^-  r^V^qui 
lui  eft cgale^de cette  grandeur V x^ij yo. 

Or  \a  grandeur  VT^ij—  jo  eft  précifément  le  cube 
.du  binôme  négatif  v'T i  qui  eft  le  cube  delà  diffé- 
rence des    deux  parties  du  binôme  pofitif  i  -^-  v~, 
d*où  je  tire  facilement  mon.  Théorème  fondamental 
coflDUixe  on  le  verra ,  parce  que  les  cubes  de  ces  deux  pat- 

0  0  iij 


jyo  Akai^tse     centrale, 

tics  font  fcnfiblcmcnt  égaux ,  leur  ditFérence  étant  tou- 
jours  moindre  que  Tunicé ,  car  tirant  la  racine  quarrée 
dev^TfljyOn  trouve  pour  cette  racine  jo  -h-  ~  ,  or 
cette  fradion  eft  bien  moindre  que  l'unité ,  c'eft  enviroa 
un  quart ,  car  ^  eft  jufte  i  de  Tunité. 

30.  Dans  le  cube  exprimé  par  jo  -+-  i9V^. 
La  partie  rationelle  19  du  binôme  19  y/^  eft  formée 
par  I  %  triple  de  4  quarré  de  x.  moitié  de  la  racine  cu- 
bique approchée  4 ,  augmenté  de  7  quarré  de  v^T"  qui 

eft  fous  le  fignc radical,  car  5  x  4==^  11^  ix  -+-73=1^. 
C'eft-àdire  qu'en  fuppofant  la  racine  cubique  x  -- — ■  % 


x==  1  H-  y/~  ,  j'ai  dans  les  cubes  formez  par  cha- 
cun de  c^  deux  binômes  &:  comparez  eolcmble  une  éga- 
lité exafte. 

8  -H  II.  Jif  -+-  6  XX  -4-  x'==a  jo  -+-  19  V  j. 
Et  nous  avons  vu  que  y  o  -+-  1 9  V~  eft  fcnfiblement  égal 
au. cube  propofé  100 ,  &  que  la  différence  eft  moii^dre 
que  l'unité. 

Or  parce  quex  eft  par  hypothéfe  un  irrationel  du  fé- 
cond degré  ouAine.fraûion  moindre  que  l'unité  ^  il  fuie 
de.  là  néceflaircment  que  le  i«.  &  le  4^  terme  izx  -+-  x^ 
font  irrationels  y  mais  le  premier  &  le  troifiéme  terme 
du  premier  membre  de  la  mqp[ie  égalité  S  -+-  6  xx  font 
rationels,  donc  fi  j'égale  la  (bmme  du  deuxième  &  qua- 
trième terme  du  premier  membre  de  l'égalité  précédente 
avec  la  moitié  du  fécond  membre  j'aurai  8  -+-  6  xx  ==  y  a, 
de  même  égalant  la  fomme  du  premier  &  troifiéme  terme 
du  premier  membre  de  régaîité  ci-deflus  avec  l'autre 
moitié  du  fécond  membre,  j'aurai  i  ix  -H  at'  ==  i^i^7% 
&  CCS  deux  dernières  égalitez  me  redonnent  encore  la 
même  valeur  de  x=3 1/~ ,  mais  la  première  me  donne 
cette  valeur  d'une  manière  plus  fimple^comme  on  le  verra 
par  les  opérations  qui  fuivent. 
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Opération  four  la  première  égalité. 
8  -+-   6  X  X  ==3  yo 


donc        6  X  X  =  yo  ——  S  =3=:  41 
divifanc  tout  par  ^ 
donc  X  *  =  7 
donc  X  ==s  v^~ 


•^  / 


Oférathm  four  lafcconie  égalité 

t  X  X  HP-  x^==5  ij 

donc  ôtant  1 1  de  parc  &  d'autre  ,* 

ai  X*  s==  7  ^ 
donc  X  ==  v'TT  ' 

Maintenant  puifque  nous  avons  vu,  !<>.  que  8--|-  iz 
X  — t-  ^  X*  -H  x'  ==  100 ,  contenoic  une  égalité  fcnfiblc 
entre  Ces  deux  membres ,  z^.  que  dans  le  premier  mem- 
bre les  fommes  alternatives  ccoicnt  égales  j  c*eft-à-dirc 
que  la  fomme  des  termes  pairs,  le  fécond  &  le  quatrième 
eft  égal  à  la  fomme  des  termes  impairs  qui  font  le  pre- 
mier &  le  troifiéme  terme. 

Donc  je  puis  égaler  chacune  de  ces  (bmmes  à  jo  moî- 
tîc  de  100  cube  imparfait  propofé,  parce  moïen  d'une 
égalité  exaûe  mais  impraticable,  8  -t-  1 1  x  -+•  6  ;if  *  -t-  x  ^ 
==  100, je  tire  les  deux  égalitez  fuivantes  qui  font  fenfiU 
blement  cxaûcsà  moins  aune  unité  près. 

8  -+-  6xx  c=  yo.  première  égalité. 
iz  X  -H  x'  ===  50.  féconde  égalité.  .   . 

Voil 
ternatives 


ilà  Toriginc  de  ma  Méthode  des  deux  fommes  al- 
:ives ,  j'ordonsie  ces  deux  égalitex  menant  l'inoon* 


/ 
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nue  X  feule  dans  le  premier  membre ,  ce  qui  donne 

6  X  X  =  yo 8  2=  41. 

&  x^  H-  iiAr==  yo. 


Je  n'ai  qu'une  feulé  inconnue  x ,  &  j*ai  deux  égalitez 
donc  les  hautes  puiflances  de  Tinconnuc  x* ,  &  Jt  '  ne  dif- 
férent que  d'un  degré ,  donc  le  Problème  eft  plus  que  dé- 
terminé. 

Donc  je  puis  en  tirer  une  troifiéme  égalité  qui  fera 
du  premier  degré ,  qui  eft  tout  ce  que  je  cherche. 

Or  je  puis  tirer  cette  troidéme  égalité  du  premier  de- 
gré fuivant  la  Méthode  des  Problêmes  plus  que  déter- 
minez en  deux  manières. 

La  première  en  égalant  tout  à  zéro ,  ce  qui  donne  6  xx 

4i=o,&x'-+-  ixx yo==OîCar  6jifx yo 

8  ==  o,  donne  6  x* 41  =x=b,ainfi  divifant  enfuite 

la  plus  haute  égalité  par  la  plus  petite,  &  négligeant  le 
quotient  qui  eft  ici  inutile  J'ai  pour  refte  i^  x  — r—  y  o  «=0^ 
comme  dans  l'opération  fuivante. 

Pour  divifer  la  plus  haute  égalité  at'  -f-  ii  x yo 

r. — =  o  par  la  plus  petite  6  x* 41  ==0,  je  divife  d'a- 
bord cette  moindre  par  ^,ainfi  j'ai  pour  quotient  x* 7 

==;o  ,  c'eft  le  Divifeur  préparé  ,  &  pour  Dividende 

X^  -+-   IZX y  o  :==:  O. 

Divifeur  S  Dividende  Soutient 

«> — 7=0/   x'-H  it  «— fOs=:o  /   *  Rcftc i-t- 19*  —  50  ==  04 

jf       .  x'-—  7 X  i*^'.  produira  ôter  du  Dividende. 

19  X  —  yo  ==0.  premier  Refte. 


J'ai  donc  pour  refte  19  x yo  ==5  o  que  je  divife 

par  19,  c'eftx==7|- quiferéduit  àx==i-4- ff-. 
.  Or  par  hypothéfe  la  racine  z*  b==  %^-ïrx  donc  x,  =  4 


,      l^tVfc^B'    SECOND.  jyj 

_^ii;  jefbrmclc  cube  de  cette  racine  pour  connokre 
fa  dlfercnce  du  cube  propofc ,  ce  quitne  donne  la  preuve 
&  la  démonftratioB. 


19 


48 
19 


^  '  i-11-  f  /;  -^  '^  -1+-  :i^  Ouarré. 
X  X  ==    4 


11 

19 


/ 


/ 


4X9«  ,4x144 

X  s==;64  -r-    1,   ^^     36X 


ou   -7p  H-  OW  777- 

itxi^  11x9^  rixi44 


■MM« 


19         *      i^  X 19      ■       19  X  J^I 


Cubez.'  =a  64  -^  1^  -^  ■^''  -^    i^' 


19  *  361  ■^'         61)9 


Prcfcntemcnt  il  faut  trouver  la  valeur  de  ce  cube  en 
entier  pour  le  comparer  au  cube  propofé  100  ,  ce  qui 
fe  fait  en  divifant  chaque  fraâion  par  (on  dénominateur^ 
2£  réduifant  tous  les  reftes  à  un  même  dénominateur 
commun  pour  les  ajouter  enfemble ,  comme  il  fuit. 

Le  premier  terme  çft  tout  réduit^  c*cft  Tentier  ^4, 
le  fécond  terme  eft  la  fradion  ~ ,  divifant  le  numéra«- 
ceur  576  par  le  dénominateur  19  ,  le  quotient  eft  30 


6 
Î9* 


3  ....  57 

Anéljft.  ff 


jy4  AnALY  SE  .  GEKEl^ALE, 

Le  troifiéœe  tMmc  ■—  donne  au  quotient  4  •!•  ^, 


Dividende  \  \^àtiehp. 


• 


1444 
184 

Tai  déjà  deux  reftcs  ^.fif  ç^^  je  hs  jrccTuîs  ail  même 
dénominateur  en  muîcipriant  en  croîx  ce  qui  donne 


19  X  )^l  6859        .  """"^   68J9. 

Je  les  ajoute  à  la.  dernière  fraâkm  qui  a  un  xnéme 
nominaceur ,( car  il  faut,  les  réduire  au  même  dénomi- 


9*90 


nateur  du  dernier  terme  )  j^ai  donc  7f^^  ■+ 1718  __ 

or  divifantle  numérateur  par  te  dénominateur ,  le  quo-- 
tient  eftj-+-iff;. 

J'ajoute  dans  une  fomme  tous  ces  quotients  eà  entiers 
avec  le  même  r^fte;.  ■.  '  - 


7779 


6)(]9 


La  fomme  cft  .  .  . 5^ 

qui  diffère  de  100  cube  propofe  de  moins  d'un  tiers  y  cai 
diviiant  les  deux  termes  de  la  fraâion  reftante  par  5 , 
j'ai  ^^  qui  eft  environ  un  tiers. 

On  peut  auffi  former  le  cube  de'4  -H  77  réduîfant 
l'entier  en  fradion  ,  en  multipliant  l'entier  4  par  19  , 
dénominateur  de  la  fradion  ,  or-  4.  x  19  =  76  -à-  ix 
=  88 ,  ce  qui  donne  z,  ==  o ,  &  formant,  féparément 
le  cube  de  ces  deux  termes  ^  on  aula.  le  cube  du  nu- 


Liriii     SECOND.  j^y 

mcratcor  88  =  6^1471.  &  le  cube  du  dénominateur 

19  c=s:  tf8j9«  &divîfant  cnfuite  le  numéra- 
teur par  le  dénominateur  ^  on  trouvera  le  même  quo- 
tient cï^àeSus  99    t    »4i  I    - 


6ti9* 


Divifeur  ou      C  Dividende  ou  C  Quotient, 
dénominateur    J  numérateur 


6i^9  C    ^81471      (^    f9 


1411 


9  .    •    •     6 1 7  5  X.  Premier  produit. 

6  ^i  6  X  Premier  refte. 
9    •    •    •      tf  1 7  5  X  Second  produit. 

1 4  3  X  Second  Refte  &  dernier^ 

La  féconde  Manière  commune  aux  Problêmes  plus  que 
déterminez  pour  tirer  des  deux  égalitez  précédentes  une 
troifiéme  égalité  qui  (bit  du  premier  degré  y  confifie  à 
multiplier  tout  également ,  afin  de  rendre  égaux  entre 
eux  le  premier  membre  des  deux  égalitez,  &  de  pouvoir 
par-là  abaifler  d'un  degré  ces  deux  égalitez  y  en  com- 
parant feulement  leur  fécond  membre  cnfemble. 

Les  deux  égalitez  font 

X*  s=a  50  —  Il  X 

Et  6x^  =41. 

# 

Je  multiplie  la  première  par  6 ,  coefficient  de  x  dans  la 
Seconde  ^  ce  qui  donne  6  x'  =  300 71  x. 

Je  multiplie  la  féconde  par  x  qui  eft  Texcés  de  x'  de 
la  première  fur  x^  de  la  féconde  ^ce  qui  donne  6  x' 

41 X. 

J'ai  donc  6  x'  s=s=3  300  — —  jt  x 


U6  X    essa  4i  X 


//y 


35^  Analyse    générale. 

Donc  en  négligeant  le  premier  membre  ,  &  compa- 
rant le  fécond  membre  de  ces  deux  égalitez  y  j'ai  une 
troidéme  cgalicé 

500 71  xs==  4,  2  -V  qui  eft  du  premier  degré. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  la  rcfoudre  comme  il  fuir. 

J'ai  d abord  par  cranfpoficion  500=  1  i4x,ouii4j^ 
=  500,  qui  donne  AT s=  77^  en  divifànt  tout  par.  114, 
qui  donner  t=±i  i  -4-  77^,  8c  di^ifanc  les  deux  termes 
de  cette  fraâion  par  leur  commun  divifeur  6  y 
j'ai  X  ==:  2  H-  ji  comme  ci  deflus» 

Or  par  l'hypothcfe  la  racine  z,  ==a  z  H-  x ,  donc 
Xi  ==  4  -t-  Y? ,  dont  le  cube  ==  99  -4-  |if^  qui  dif- 
fère de  moins  d'environ  un  tiers  du  cube  prppofé  ioo> 
comme  on  le  voit  par  la  démonftration  fenfible  de  l'o- 
péxation  précédente. 

Théorème  frcmier  fondamentaL 

Soit  un  binôme  quelconque  a  *^  h  y  dans  lequel  je 
fuppofe  que  le  binôme  poûtif^  -+-  ^=  c  ,  repréfcntc 
en  général  la  racine  cxaûe  de  toute  puiflance  parfaite  , 
éc  le  binôme  négatif  4 b^=^d^  rcpréfente  en  géné- 
ral la  racine  de  toute  puiflance  imparfaite. 

Suffofitiên.  On  fçait  d'ailleurs  que  tous  les  nombres 
font  réellement  &  tout  enfemblc  toute  racine  quel- 
conque^ &  toute  puifTance  quelconque  à  l'infini, ainfiil 
ne  leur  manque  rien  de  leur  part  ^  ils  ont  réellement 
dans  la  divifîon  infinie  tout  ce  qu'il  Jeur  faut ,  mais  par 
rapport  à  nous  nous  diftinguons  ces  puiiTances  ,  &  nows 
nommons  puiflance  parfaite  celle  dont  les  racines^nous 
font  connues ,  &  peuvent  être  exprimées  en  nombres  or- 
dinaires tels  font  les  quatrez4^9,  i^  ,  &c.  dont  lès  ra- 
cines font  1,  5, 4>  &  ainfi  des  autres  puifTances  dont  les 
racines  s'expriment  en  nombres  :  mais  nous  appellons^ 
puiflance  imparfaite  celle  donc  la  racine  quoique  réelle 
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ne  peut  s*cxprimer  en  nombres,  quoiqu'elle  foit  rcelie- 
mène  comprife  dans  Tincervale  d'une  divlfion  pouflee  à 
rinfîni,  ce  qui  nous  eft  impo(rible;ain{i  la  racine  quar- 
rée  de  & ,  de  3  ^  de  5 ,  de  7 ,  de  8 ,  &c.  que  nous  ne  pou- 
vons exprimer  exaftement  en  nombres  ,  nous  fait  nom- 
mer ces  nombres  des  quarrez  imparfaits  ,  il  en  eft  de 
même  des  autres  puifTances  à  Tinfini.  Delà  vient  la 
difficulté  qui  fc  trouve  dans  TAnalyfe  pour  tirer  les  ra- 
cines fécondes  ou  troifiémes  d'un  nombre  qui  eft  un 
quarré  ou  un  cube  imparfait. 

Ces  nombres  font  les  plus  fréquens^car  entre  i  Se  ioo,iI 
n'y  a  que  10  quarrez  parfaits  en  y  comprenant  l'unité^ 
il  y  a  90  quarrez  imparfaits  y  il  n'y  a  que  quatre  cubes 
parfaits ,  donc  il  y  a  96  cubes  imparfaits ,  à  mefùre  qu'ion 
va  à  des  puiflance?  plus  élevées,  on  trouve  que  le  nom- 
bre des  puiffances  parfaites  décroît  ,  &  celui  des  puif- 
iances  imparfaites  augmente,cequi  montre^  la  néceflité  6c 
rimportance  d^une  Méthode  d'approximation,  pour  trou- 
ver ces  ^racines  approchées  autant  qu'il  eft  pofTible  ,  de 
Texaâitude  à  laquelle  il  eft  impoflible  de  parvenir  ,  par 
la  nature  de  Tinfini  qui  fe  mêle  avec  le  fini  dans  ces  puif- 
fances ,  ce  qui  empêche  qu'on  ne  puiffe  exprimer  leurs  ra- 
cines exaûemenc 

Préfèntement  fi  on  élevé  le  binôme  pofitif  4  H-  ^ 

e==:  ^,  &  le  binôme  négatif  a 1  =  d  féparément  à 

une  puiiTance  quelconque  femblable  ^  dont  l'cxpofant  en 
général  fbit^. 

Je  dis  1°.  que  chacun  de  ces  deux  binômes  à  tous 
les  mêmes  produits  égaux  &:  femblables  chacun  comparé 
à  fon  correfpondant ,  avec  ccae  feule  différence  que  tous 
les  produits  du  premier  font  .pofitif? ,  .&  ceux  du  fécond 
binôme  font  alternativement  pofitifs  &  négatif^  d'où  il 
fuit  que  ta  fomme  totale  du  binôme  pofitif  fera  plus- 
grande  que  celle  du  binôme  négatif,  car  tous  fes  termes- 
pairs  (ont  négatifs,  &  les  termes  impairs  font  pofitifs^ 


\ 
I  - 


^5$  Analyse    gene&ale, 

ce  qai  eft  évident  par  leur  formation  qai  fiût ,  pmt 
qu'on  retranche  dans  ce  dernier  &  non  pas  dans  le 
premier. 


X  i»  -4 

.  i 

4*  H 

H 

-     4*    -+- 

4*  H 

X   iT    H 

Y-    X  ab 
h    .  .    b 

X     i 


X   z 


bb 


bb.     Quarré 


a'    -i 

Y-    t  a*  b   -f-        tf  ^^ 

H 

h    .    4*^H-   ^4^^   . 

+-  ^' 

-•'   H 

h    3  4'  *  -t-  3  4  ^»  H 

-^'. 

E»  nombres. 

8  -H   i^ 
8 


i^  •4-'   i^  ssa  3^.  Quatre 


8  -+-  3i  -*-  3* 


4S  -i-.  ^tf  -hi  ^4  »»  2.1^  Cube. 


a* 
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X   4   — 

-  h 

4»  — 

-  aB  ^ 

— 

-ah 

4»  — 

-   Z    4  B    - 

X  a  — 

-   ,    ,     i 

4»  — 

-    *    4»^ 

— 

-  .    .  4*  ^ 

ki 


h  t    Quarrré 

4  th 

24  BB  — h*  ' 


5  4*  A  -H  3  4  ^» — ^3    Cube 
E»  nombres. 


X  4 

X  a 4 


4  - 

—  8   H 

H    1^ 

—  8 

^ 

4- 

— '1^  -i 

-    16 

XX- 

—  4 

—  3z  H 

8  - 

h    3t 

■ 

—  itf  H 

f-   <Ï4 

10  —  i€  Quarrc 


^4 


»  —48  -i-  56  - —  é4     Cwh  Iftf.gg    loi-  112.  Op^c^ 


Je  dis  i^  que  fi  je  range  dans  une  colonne  à  part 
tous  les  termes  pairs  qui  ont  tow  le  fîgne — &  font  né- 
gatifs de  la  puiffance  de  4 i ,  fçavoir  le  fécond  ,  le 

quatrième,  le  fixiémc ,  &c.  &  que  je  nomme  leur  fomme, 
première  fomme  alternative. 

Si  d'un  autre  côté  je  range  dans  une  colonne  tous 


j^t>  Analyse  e  e  n  e-r-ax  e, 

les  termes  impairs ,  le  i".  le  s^le  y^  le  7«.&ç.  qui  font 
tous  pofitifs ,  &  que  je  nomme  leur  fommc  ,  féconde 
fomme  alternative.  .a  "V"  ,    ' 

Alors  fi  de  ces  deux  fommes  alternatives ,)  ote  ta  phir 
grande  de  la  plus  petite,  l'excès  ou  la  différence  fera  égale 

a  la  valeur  de'4 ^ ,  &  ^ont  abréger  je  nomœe-cettc 

valeur  d' ,  c'eft  à-diro  la  valeur  de  la  puiflance  de  d' 

La  démonftration  eft  évidente  par  la  formation- pré-; 
cédente  du  cube  àcd=a: —  h,  car. ce  cub.e  a  autant 
de  produits  que  le  cube  du  binôme  pofîtif  a  -h  éfy  6c 
ils  font  tous  égaux  chacun  à  fon  correfpondant ,  la  feule 

différence  efl  que  dans  le  cube  de  a *  ,  les  termes 

pairs  ont  le  figne &  font  négatifs ,  &  les  feuls  termes 

impairs  font  pofitifs    au  lieu  que  dans  le  cube  du  bi- 
nôme. pofitifr^^HT,  tous  les  termes  font  pofitifs.      ■ 

Ainfi  fi  je  fubftituë  des  nombres  en  la  place  des  lettres» 
dans  le  cube  4' 34*^-4-34^' ^». 

Soit  4  ==  I  &  ^  =  1.  J'aurai 

I 6  -+-  Il 8==îi3 14. 

Or  de 14  ôtant  -4-  1 5  reftc  < —  7;. 

Si  4=  4  &*==  3 >)'*""» 

2,xixi ^^3x4x5  -+-  JX1X5 3x3x3 

g 3  tf         -4-  y4  17 

Ce  qui  donne  61 ^3  >  q"»  «lonne  pour  refle  —-3" 

tous  ces  reftes  font  négatifs ,  parce  que  i  furpaffe  4. 

Mais  fi  4  ■■ — '  3  &  ^  ===  2"    comme  4  furpaflc  à  , 
on  aura  des  reftes  pofitifs  qui  donneront  une  valeur  po- 
fitivc  du  cube  d*  =  a t* ,  car  on  aura 


3X3X3  3x9X1  -+-  3X3x4 4X1X1 

*7    Î4     -i-3.6 8 


Les 


Livre    second.      •  jtfr 

Les  *  termes  impairs  Les  termes  pairs 

font  Se  négatifs  font 

3^  8 


donc  la  i^^.  fomme  alterna-    donc  la  zK  fommc  alterna- 
tive eft-+-  63  tiveeft —  61 
de  la  1*^^  fomme       -+-  tf  3 

j'ote  la  z^.  fomme  ^ —  6t 


Le  refte  eft 


•     •     •         6$ 


Ou  bien  je  divife  la  plus  grande  fomme  6$  parla  plus 
petite,  le  quotient  eft  i  -4-  7^.  Je  néglige  Tcntier  i  qui 
eft  ici  inutile  ,  &  j'ai  7^  pour  la  valeur  pofitive  de  d* 

Donc  Texccs  ou  la  différence  des  deux  fommcs  alter« 
natives  eft  égale  à  la  valeur  de  la  puiffance  de  ^,  ou  du 

binôme  négatif  a ^  fon  égal.  Ce  qu'il  falloit  démon- 
trer. 

Autrement.  Soit  a b  ==  ^— —  4^  donc  a  ==  1, 

&  h  ==s  4 ,  donc  a b  «=  \. 

J'ai  dans  le  quarré^*  -+-  ^*==5  4  -+-  itf  s==  10  8d 

—  X  ab  ==c 1 6 ,  or  divifant  -i-  10  par  —  i tf  , 

le  qAocienc  eft  i  -i-  -^  ou  5. 

J'ai  dans  le  cube  4'  -+-  ^ab^  ==  8  -4-  9^  ==:  104, 
& 3  4*^ ^^=: 48 64=111. 

Or  divifant \\%  par  -H  104  ,  le  quotient  eft  i 

"— iTTï  enfuite  divifant  m  par  8  ,  le  quotient  eft  14. 
&  divifant  104  par  8  y  le  quotient  eft  13  ^  donc  les  deux 
fommes  alternatives  iiz  &  104  di£Férent  de  7  qui  eft  le 
cube  de  -. 

Corollaire  premier. 
Puîfquc  i/  eft  la  valeur  de  la  diflFércnce  des  deux  par- 

Analyfe  ^     q  q 


3^2^  Analyse    générale, 

ties  du  binôrne  négatifs  b ,  je  dis  que  fi  d  ==  i  , 

toutes  fcs  puifTances  à  l'infini  d\  d''  y  d^  ^  d^  ^  &c.  s=  i. 

donc  fi  la  différence  des  deux  parties  du  binôme  4 b 

"_ — ^  I  ,  la  différence  des  deux  fommes  alternatives  fera 
toujours  =  I  dans  toutes  les  puifTances. 

Mais  fi  d  efl:  moindre  que  Tunitc ,  ce  fera  poùr^ors  une 
fradion  qui  décroîtra  continuellement  dans  toutes  les 
puifTances  de  </ ,  &  qui  deviendra  d'autant  plus  petite 
que  l'unité,  à  mefure  que  fa  puifTance  fera  plus  élevée^ 
donc  fi^=  \  .  d'  =  \,d'  =^\yd^  =^=^6 ,  &c.  donc 
dans  ce  cas  la  diflFcrence  des  fôrames  alternatives  fera 
toujours  moindre  que  l'unité. 

Cêrollaire  fécond. 

« 

Dans  tout  binôme,  foit  pofitif  comme  a  -4-  i,  foît 

négatif  comme  a ^ ,  fi  le  premier  terme  a  furpafTe  le 

fécond  b ,  la  première  fomme  alternative  compoféedes 
termes  impairs  furpafTe  la  féconde  fomme  alternative 
compofée  des  feuls  termes  pairs ,  ce  qui  efl:  évident  parce 
que  je  viens  de  démontrer  que  Texccs  de  cette  première 
fomme  fur  la  féconde  efl  égal  à  la  valeur  pofitive  de  la 
puifTance  de  <i',oudu  binôme  négatifs h  Ton  égal. 

Donc  fi  4  >  ^  on  peut  conclure  dans  le  quarré ,  que 

Et  de  incme  dans  le  cube  que  4*  -f-  5  4  i*  >  j  4*^  ^ 
Hh-  b^  i  raais  c'eft  le  contraire  lorfque^  <  b. 

PROBLEME     L 

Trouver  le  s  formule  s  par  défaut  pour  réfoudre  les  egalitez. 
&  les  puijfances  imparfaites  du  fécond  degré. 

Pour  rcfoudrc  ou  trouver  les  racines  des  égalité»  fie 
des  puifTances  imparfaites  du  fécond  degré  fans  aucune 
cxtraûion  ni  divifion  ^  6c  par  conféquenc  fans  aucun  ta»- 


I 
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tonnemcnc  par  une  Méthode  indéfiniment  plus  courte 
&  plus  approchée  que  la  Méthode  ordinaire  Je  me  fers 
de  la  formule  fuivante. 

Pour  trouver  ces  formules  d'approximation ,  foit  une 
égalité  ou  une  pui (Tance  imparraite  du  fécond  degré , 

Donc  z  =5  V^s^^h. 


Régie  générale. 

1°.  Je  fuppofe  la  valeur  approchée  de  cette  racine 
quarrée  connue  &  égale  à  4 ,  il  faut  connoître  le  reftc 
contenu  dans  h  ,  qui  doit  fournir  deux  produits  &  un 
quarré. 

Je  fuppofe  z,  =sx  -4-  7  4  ,J&  j'élève  cette  valeur  à  1» 
féconde  puiifance. 


=  X  -hî  ^ 


X  z  =  X  -+-i  a 


I  _  „  t    I 


X*  ^=zx'-h  la x-^  ^aa 


la  X 


Z»^  s=  JC*-h  4  X  -h  2  4  4. 


4 


Je  féparc  les  produits  de  ce  quatre  en  deux  fommcs 
alternatives,  la  première  fomme  contient  les  termes  im- 
pairs le  premier  H  le  troifiéme  ^  la  féconde  fomme  aU 
cernati^e  contient  les  deux  termes  pairs ,  le  fécond  &  le 
quatrième. 

Première  Colonne  Seconde  Colonne 

des  termes  impairs*  des  termes  pairs. 

!«•  terme  ^  x*  '  tA.  terme -h  i  4  x 

3C.  terme  ^^±  aa  4^  terme  -4-  ^  a  x 


»«•  fomme  Hhx*  -*•  5  44  z.K  fomme  •+•  ax. 


5^4  Anaiysb    gékbilale, 

5^.  Je  fubftituë  ce  quarré  de  la  valeur  de  z, ,  formé 
par  ropéracion  précédente,  dans  l'égalité   propofée 
x.^  ==  a^  -♦-  b  y  ce  qui  donne  z,^  ==  x^  •+•  ax  -+-  ^  44 


40.  J'égale  la  féconde  fomme  alternative,  ^^ax^zvcc 
la  moitié  du  fécond  membre  de  l'égalité  propofée, c'cft 

a  X  s= ,  &  divifant  tout  par  a  pour  dégager  Tin- 


connuëx==? ,  or  par  rhypothéfez,e=x -+- 1^; 


X  M 


M^  I.   I    1  A 

donc  z,  ===  î  4  H ,  que  je  réduis  à  fa  plus  flmple 

X  ^ 

cxpreffion ,  puifque— —  ==7  ^  '^  ^7  ^  ^'^^  ^^^^ 


4.  a  -4-  T  4  -t ' ,  qui  le  réduit  a  ;2i 


*  *  Xi»  '     *  X*  > 

voilà /4  i^^.  formule  rationelle  d'approximation  trouvée. 

y^.  Si  je  veux  une  féconde  formule  encore  plus  appro- 
chée, je  fuppofe  la  première  formule  rationellc  que  je 

viens  de  trouver  a  -| ===  y* 

Xi»  ^ 

Je  prépare  ^  &:  fa  valeur  pour  la  fubftitiier  dans  la 
première  formule  trouvée ,  comme  il  fuit. 

Puifque  a  H ==5/- 

donc  1 X7 ,  ou  ly  -==>  t  a  H 

pour  avoir  la  valeur  de  y ,  je  quarre  ici  y  Se  ùl  valeur. 

7=:4 


xy 


/=^' 


X4P 
Xi» 


X  4P  4«* 

i»^ 


X  4P 


Xi»(  5» 


doncy  .  .       . 


Livre'  second. 
Or  le  fécond  terme  du  fécond  membre 


donc  f- 


3  4' 


h 


4-« 


%A 


Zét 


S^S 


b. 


-  Quarré  de  j^  &  de  fa  va- 


leur ,  je  compare  ce  quarré  avec  le  propofé. 


z,^  s=  A^  -H-  ^  ,  &  je  trouve^  que  le  quarré  de  la  va- 
leur de  y  excède  le  propofe  de  -i ^ ,  je  nomme  cet 

excès  la  formule  d'excès. 

6^.  Préfentement  je  fubfticuë  7  à  la  place  de  4 ,  &  je 

fubfticuë  la  formule  d'excès 


4M 


mule  d'approximation  trouvée  4 
hh 

y 


j  dans  la  première  for* 
~  ,  ce  qui  donne 


Dans  cette  nouvelle  expreffion ,  à  la  place  de/ ,  ac 
de  ty  ,]c  fubftituë  leurs  valeurs  trouvées  ci-dcflus  ,  ce 

qui  donne  a 


%A 


4a^ 


±a 


Comme  cette  expreffion  cft  fort  compofèe ,  je  la  ré- 
duis à.fcs  moindres  termes ,  comme  il  fuit. 

1^.  Je  cherche  d'abord  le  dénominateur  commun,  en 
^comtnençant  par  la  féconde  fraûion  qui  eft  la  plus  com- 
pofèe, je  multiplie  fon  premier  dénominateur  par  fon 
fécond  44 4X  za:^=:Sa\  ce  qui  me  donne  cette  frac- 
tion compofée  réduite  à  la  fraâion  fimplc  •+.  — 

Or  8  a^  eft  le  dénominateur  commun  trouvé. 

x^.  Je  divife  ce  dénominateur  par  i  a ,  dénominateur 
de  la  première  fraâion  ,  le  quotient  eft  •4-444,  par  le- 
quel je  multiplie  les  deux  termes  de  la  première  fraâion^ 

h     4MS^ 

orHh4^^x— =  îii  • 


^66  AkALYSV      GENERALE) 

J'ai  donc  déjà  les  deux  premières  fradions  réduites  à 
— ^  -H  ^  ,  ainfî  fai  la  première  expreffion  qui  étoit 

4  «i»  ^  ^^ 


^     ee  réduite  a  4  -h  — -, H  jj? 


8^J  8^' -H    2^ 


14P 

Pour  réduire  la  dernière  fraftion ,  puifque  -^  = 


xhxi^ 


za 


14 

je  multiplie  le  numérateur  par  le  dénominateur  .  .  ^ 
ce  qui  donne  4  ^ié  que  j'ajoute  au  dénominateur  8  4' ,  ce 

qui  me  donne  enfin  a  h g^j  -4-4*^   *  ^*^^  ^^  féconde 

formule  rationelle  d'approximation  qui  eft  encore  plus 
approchée  que  la  f  remiére. 

Par  la  même  Méthode  on  peut  trouver  de  fuite  au- 
tant de  formules  qu'on  voudra  qui  feront  toujours  plus 
approchées  les  unes  que  les  autres  &:  cela  à  rinfini. 

Ainfî  pour  trouver  une  troifîéme  formule  rationelle 
encore  indéfiniment  plus  appproçhée  que  les  deux  for- 
mules précédentes. 

i^.  Je  fuppofc  la  féconde  formule  rationelle  trouvée^ 


8  43    -H44^        "^ 


Je  prépare  les  valeurs  de  y  fur  cette  hypothéfe  pour 
les  fubftituer  dans  la  z^«.  formule  comme  nous  le  verrons. 

Amui  y==  z  a  -+--t — : — • 7 

8  4'  HH  4  4^ 

Je  quarre^  &  fa  valeur  pour  comparer  fon  q[uarrc  avec 
le  quarré  propofé  zJ^  ==  ^^  Hh  i. 

^  a  ah  ^  h^ 
84'  4-  4  4  * 


Y^y 
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8  4'  -h  44^ 


^*=4* 


44'^-l--*^^       -♦-    ltf4*^*-4-8  4*^î^^4 


84*^-44^-^.     644*"+. 64 4+^1 6  4^^' 
4  4'  ^  -t-  4  ^  * 


« 


8  4'  -4^  4  ab 


/  ===4^ 


644   -H644+^Hh  ï6a^i^ 

Je  forme  le  quatre  de  la  féconde  formule  d'approxima- 
tion ou  troifiéme  racine  approdiéc  pour  le  comparer  avec 
le  quarré  propofc  a^  -f-  k 

Numérateur.  Dénominateur. 


^a^  b-^  b^  8  45  -t-  414^ 

X  4  4^  ^  Hh  A^  X  8  4^  -f-  4  4^ 


1644^^  .^.  44^^  644*  -H  31  4^^ 

i^+  6/^a^'^64,a^b'+^  l6a^  b\ 


lôa'^b'^^a'-b^-hb^. 


Aaab 


84'  •+»  44^ 


X  a 

8  4^  Hh  4  ab.. 


y 


r 


5^8 


Ahaitse   gbmb&ale. 


^y 


\ 


84> 
s  4' 


44^ 


/^ab 


^uarré. 


%aH 


tab'- 


lea^b^^ia^b^-hb* 


g  4'    -+-44^       '      644*     -+-644'^* 
qui  réduit  à  moindres  termes  donne 


Ua'^b', 


44^ 


8  4^ -h  164^ 


dont  j'ôte  4*  -+•  ^  quarré  propofé.  Le  rcftc  eft  l'excès  du 
quarré  de  la  formule  feconde. 

Donc  Tcxccs  où  la  formule  d'excès  eft 


644^  -+*  644^  ^  •+•  1 6  4^^  i^\ 

1^.  Préfentcment  je  fobftituc  /  à  la  place  de  4 ,  &  la 
formule  d'excès  qui  précède  ^  à  la  place  de  é.  Dans  U 

4  44^--h^'' 


z^c.  formule  a 


h 


y*4^7xr; 


8  4^  H-  44^ 


,    ce  qui  donne 


^4 


644* -4- 644-^-4-  16  a^  h"- 


h    H-ltf4+^^84^^' 

8/^47X- 


b^ 


64  4* -+- 644-^-4- 164 ^\ 

Remarifue  i. Cette  expreffioneftcrès-compofce  ;  avant 
de  la  réduire  à  une  expreffion  plus  (impie ,  il  faut  fnbfti- 
tuer  à  la  place  de/ ,  dc^^  ô:  de/5  leurs  valeurs  ,  ce  qoi 

augmente 
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augmente  les  termes  &  rend  l'expreffion  encore  plus  corn- 
poTee  s  c'eft  pourquoi  il  vaut  mieux  continuer  Tapproxi- 
macion  par  les  nombres  y  puifqu'il  s'agit  de  trouver  en 
nombres  une  racine  approchée.  £t  pour  lors  la  première 
formule  d'approximation  fuffit,  car  après  avoir  employé 
cette  première  formule  dans  une  première  opération  y  il 
fuffit  de  fubftituer  ces  nombres  aux  lettres  de  la  formule 
pour  continuer  indéfiniment  l'approximation  tant  de  fois 
qu'on  voudra  la  réitérer  ,  car  chaque  opération  donne- 
ra toujours  une  racine  de  plus  en  plus  approchée  que  la 
précédente,  P'ailleurs  comme  il  faudroit  poulTer  l'ap- 
proximation à  l'infini  y  pour  trouver  la  racine  exaâe^  ce 
qui  eftimpoflible,  il  eft  inutile  dans  la  pratique  d'aller 
aa^elà  d'une  féconde  approximation  ,  puifque  dès  la 
première  ,  on  eft  parvenu  à  des  parties  moindres  que 
toute  grandeur  fenfible. 

PROBLEME    II. 

Trouver  les  Formules  d'approximation  far  excès ,  pour 
réfoudre  les  é^alitez,  dr  les  puijfances  imparfaites  du 
fécond  degré. 

Toute  égalité  &  puifTance  imparfaite  du  fécond  degré 
peut  s'exprimer  en  général  par  z?-  =sia^  Hh  h.  Ce  qui 
renferme  deux  cas.   » 

Le  premier  cas  eft  ,  lorfque  je  compare  z,^  avec  un 
quarré  moindre ,  ce  que  j'exprime  ainfî ,  x,^  ===  a^  -f-  b 

3  xf  -4-  I  =ts  i6.  Dans  ce  cas  je  cherche  une  racine 


approchée  par  défaut.   C'cft  le  fujet  de  ce  Problème. 
Le  fécond  cas  eft  lorfque  que  je  compare  z^  ==  i6 

==  }é i"^  avec  le  quarré  3  ^  qui  eft  immédiatement  plus 

grand.    Et  pour  ôter  tout  équivoque  au  lieu  de  l'ex- 
primer par  a^ b  y  je  me  fers  d'autres  lettres ,  &  j'écris 

zi^zsssncc ^s=sas  36 ----^  lo==sa  itf  5  daus  cc  cas  jcchcr* 

Analjife.  rr 
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che  une  formule  approchée  par  excès. 

Comme  x6.  ne  diffère  de  15  que  de  i ,  la  formule  par 
défaut  eft  la  plus  prompte  dans  ce  premier  cas  ;  mais  lorf* 

que  j'ai  z,^  ==3  ce  — —  4==  56 i  ==  3 5  .  comme 

l'excès  eft  I  &:  le  défaut  où  la  différence  de  25-f-ie 
c=s=:  5  5  eft  plus  grande  ;  il  faut  dans  ce  fécond  cas  pré- 
férer la  formule  d'excès  qui  fuit  parce  qu'elle  eft  plus 
prompte  &  plus  approchée. 

On  trouvera  les  formules  d'excès  comme  on  a  trouvé 
cy-deffus  les  formules  d'approximation  par  défaut  ,  en 
changeant  (  fi  l'on  veut  conferver  les  mêmes  lettres  de  la 
formule  par  défaut  )  feulement  le  figne  h-*  en  —  ;  ainfi 
on  aura  pour  première  formule  approchée  par  excès, 

z,  ==  a &  pour  féconde  formule  a-^  4  ^^h  -4-  b* 

ou  bien  ;&s=ir — -i  8c  c —  ^^"^^^^  ç^  fe  fervant  des 

lettres  de  la  formule  par  excès  z^  =^€c d^  dans  la- 
quelle ce  repréfente  le  quatre  parfait  plus  grand  ,  ÔC  d 
fon  excès.  * 

PROBLEME     II. L 

Tfâtêver  les  limites  d*êffroximéiti$n  ,  êu  déterminer  U 
Valeur  de  raffreximathm  dans  chaq  ue  formule  du  y?- 
cond  degré. 


Il  s'agit  ici  de  déterminer  l'erreur  par  excès  ou  par 
faut  dans  chaque  fi^rmule  d'approximation  du  xK  degré. 

i^.  ]e  la  déterminerai  dans  la  puiflance.  z^.  Dans  la 
racine  i  8c  la  Méthode  fera  générale  pour  toutes  les  puif- 
lances  imparfaites ,  Ac  pour  coures  les  égalitez  en  géné- 
ral s  car  les  égalitez  afteûées  de  termes  moïens  fe  rédui- 
ient  aux  formules  des  égalitez  pures  qui  font  les  mêmes 
que  celles  des  puiffance^  imparfaites. 


Principe.  II  faiic  remarquer  que  ce  n'eft  ni  par  h  ^lus 
grande  ni  par  la  plus  petite  erreur ,  que  Ton  doit  juger 
de  la  valeur  d'une  Méthode  ou  d'une  Formule  d'approxi« 
macion  ^  de  même  que  dans  les  jeux  de  hazard  on  juge  de 
l'avantage  ou  dit  défavantage  des  joueurs  par  la  fommc 
des  avantages  .&  des  défavantages  de  chaque  coup ,  di* 
viré  par  le  nombre  de  tous  les  coups.  Se  non  point  par 
le  coup  feul  ou  le  plus  favorable  ou  le  plus  contraire  : 
ainfi  pour  juger  fainement  de  la  valeur  d'une  formule 
d'approximation ,  il  faut  divifer  la  fomme  des  erreurs 
par  le  nombre  des  cas  poffîbles. 

Je  me  bornï  à  déterminer  l'excès  ou  le  défaut  dans  les 

formulés  fimples  &  primitives ,  comme  4  ■+•  ~ ,  &  4 

on  c  —  -£  :  mais  comme  je  dirai  quelque  chofe  par  oc- 

cafion  des  formules  dérivées ,  il  faut  expliquer  d'abord  en 
quoi  elles  confiftent ,  fi  j'augmente  ou  je  diminue  de  lu- 


nitc  le  numérateur  ^  il  i ,  j'aurai  a  -4^      ■'  >  ou  4  •+• 


"S 

ou  4  -f*  -t ,  ou  4  Hh  -^ qui  font  des  fiMrmalcs  déri« 

...  * 

vces  de  la  formule  primitive  ^  ■+•  T];* 

On  peut  de  même  tirer  des  formules  dérivées  de  toutes 
les  autres  formules  primivcs  dans  les  cas  où  ces  dérivées 
peuvent  être  plus  exaftes  que  les  primitives ,  dont  la  {im- 
plicite cft  préférable  à  une  plus  grande  exaâitude  que le$ 
dérivées  peuvent  avoir  en  certains  cas. 

lo.  Pour  déterminer  l'erreur  par  excès  ou  par  défaut 
dans  le  quarré  ou  la  féconde  puifTance. 
Premier  Exemple.   Soit  le  quarré  imparfait  fltl? ,  8C 

fk  formule  d'approximation  a  -+-  —  qui  eft  la  première 

racine  approchée* 

rr  ij 
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J'élcvc  au  quarc  '*  •*"  r 


X» 


x<»- 

-À 

*^H 

-rN 

4«« 

■^ 

«» 

^T 

»« 

4^  -H  ifi  -f-  il 


OU  4^  -t-  ^  -f-  il  Quarrç 


4i»i» 


Enfuice  je  compare  ce  quarré  de  la  formule  avec  le 
quarré  propofé    .     •    .    .    4^  -i-  ^ 

o        o 

ôcanc  le  plus  pecic  du  plus  grand  ^  le  refte  eft  Hh  iL. 

Donc  fe  quarré  de  cette  première  formule  excède  le  quarré 

propofé  4* -+^  ^ ,  univerfellement  de  «  .  .  .  IL  que  je 

nomme  formule  d'excès* 

Maintenant  pour  juger  de  la  valeur  de  cette  formule 

d'excès  --^,  j'examine  toutes  les  valeurs  poflSbles  de  hi 

or ,  nous  avons  démontré  que  4^  -+-  xa  -4-  i  eft  la  va- 
leur du  quarré  plus  grand  que  ^  qui  le  fuit  immédiate- 
ment, &  que  tous  les  quarrcz  imparfaits  contenus  entre 
deux  quarrcz  qui  fe  fuivent  immédiatement  ^  étoient 
compris  dans  Tintervale  exprimé  en  général  par  za^  qui 
eft  le  double  de  la  racine  du  moindre  des  deux  quarrez 
que  Ton  compare  \  d'où  il  fuit  que  b  peut  en  général  va« 
loir  fucccflîvcment  i ,  z ,  3,4,  &c.  jufques  à  2^,  enforte 
que  dans  le  quarré  la  fomme  des  erreurs  de  tous  les  cas 

poffibles  eft  J.  H-  JL  H-  ^,  &c.  jufqu'à  ^Jtt ,  . 

4««  4i»i»  *  4*i» 
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dont  la  racine  eft  ^. 

Dans  CCS  fra£bions ,  le  dénominateur  eft  conftanc  c'eft 
444  )  le  numérateur  eft  le  quarré  de  la  fuite  naturelle  des 
nombres  ^  il  n*y  a  donc  qu'à  trouver  la  fomme  dé  ces  nu- 
mérateurs quarrez  i,  4.  9.  16. 6cc.  jufques  à  444  qui  eft 
le  dernier. 

Or ,  par  ce  qui  a  été  démpntré  par  V^allis  &  plufîeurs 

autres ,  cette  fomme  eft  égale  à  ^^  ^6m'^s^  j^  ^[^iÇq 

cette  (bmme  par  le  nombre  des  cas  poflibles  444 ,  ce  qui 
fe  fait  en  multipliant  le  dénominateur  3  x  444  ,  &:  f  ai  pour 
la  fomme  des  erreurs  dans  le  quarré  de  cette  première 


formule  «^  ^^éas^a  ^  divifant  tout  par  4  pour  avoir 


i^sa 


une  expreflîon  plus  fimple ,  j'ai  lîl 


S^t    1^^^ 


lia 


Mais  puifque  le  nombre  des  cas  poffibtes  eft  ^y  jcdi- 
vife  encore  cette  fradion  par^Jf,  en  multipliant  à  cet 
effet  fon  dénominateur  par  J^ ,  ce  qui  donne 


'  — ■  j 


ou  c  -f-  tllîli  pour  Terreur  moyenne 
ou  d*eftimation. 

Mais  comme  la  fr^iâion  t*i^'  diminue  à   Tinfini  à 

proportion  que  lai  valeur  de  4  augmente  ;  il. fuit  encore 
de  là  que  reftimaiion^çncrale&univerfcHe  de  Terreur^ 
eft  feulement  de  j  àans  le  quarré  de  la  première  formulé 
d*approximation. 

Ce  qui  fe  concevra  plus  facilement  par  les  nombres. 
Bxemfle.  Entre  les  quarrez  9  &  16,  qui  fe  fuivcnt  im- 
médiatement, &  dont  les  racîincs  font  3  &  4  ,  il  y  a  (Î5C 
quarrez  imparfaits  ,•  fçavoir ,  lo,  n,ii,  15,  14,15, 

dont  les  racines  approchées  font  5^,57,  3?,36»3  6>3<> 

dontles  quarrez  font  lo—,  il  -n ,  i  z  n,  1 3  7!,  ï47i>  i  î  ?I> 

**■  •-  •         »•■•- 

rr  ttj        . 


Icfquels  furpaffcnt  les  quancz  pttfppfczn imparfaits ,  ' 
lo,  II,  II,  n*  14.  I  j  ,  de  îV ,  1T ,  &c.La  fommç  des 
noméraceurs  eft  ^i ,  ce  qui  donne  ^  pour  la  fomme  des 
erreurs ,  le  produit  en  fraÛion  fi- 


k  par  le  nombre  des  cas  po'flibles ,  c'eft  __-- —  „, 

,  '     i  _(1  ii,.    Voilà  l'erreur  moyenne  en  nombres  dans 
ce  ca$. particulier  pour  îa  première  fprmule  primitive 

d'approximation  a  -+-  — . 

Par  la  même  Méthode  ,  00  trouvera  4"^  Terreur 

moïenne  de  la  fornaulc  primitive  a  — -  —  qui  eft   par 

excès,  ou  de  la  formuTè  dérivée  qui  lui  cft  égale ,  a  -+- 

*+'     cft  «^'-^<^-^-^ — _    ^  par  conféqucnt  cette  er- 

reûr  eft  moindre  quef  ,ainfi  ces  deux  formules ,  la  pri- 
mitive &:  la  dérivée  font  un  peu  plus  exaÛes  que  la  pre- 
mière qui  précède  a  H-  i- ,  mais" elles  fdnt  Un  pçupîus 
compofées  d'un  autre  côté  ,  l'erreur  cft  donc  toujours 
moindre  que  l'anitc  dans  le  quanc. 
.Dans  la  première  formule  primicivc  .»  -*-  —  ,laplu« 
grande  erreur  eft,lorfque  i^xa^cu  alors  le  quarré 


de  cette  erreur  eft  —  =  !• 


Et  la  plus  petite  erreur  cft  lorfque  ^  =  i ,  car  alors 
le  quarré  de  cette  erreur  c^Z7^^^^^4^ 

Au^coûtraire  dans  la  formule  dérivée  a-^^^^t, 
rcrrcur  la  plus  grande ,  cft  lorfque  ^  c=^  i ,  ce  qui  donne 

pour  l'erreur  dans  le  quarré  - 
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Ucrrcur  la  plus  petite  cft  lorfquc  b  t=a  z  4  ,  ce  qui 
donne  pour  Terreur  dans  le  quarré  ^^^^^^^  . 


Si  Ton  fe  fcrt  de  la  formule  dérivée  à  r-i-  — 


4  *^Hp^.'.^,i 

l'erreur  fera  toujours  en  deflus  &  moindre  que  ^.  \  ■  r  -  : 
La  plus  grande  erreur  cft  lorfque  b  =s  4 ,  ou  i 

1/  alors  Terreur  dans  le  quarré ^ft-   ^^    — 


fU)-i    ■> 


Mit  ^-  4^  ^  !• 

&  la  petite  erreur  çft  lorfque  t  =ri  i ,  on  if  s=s=^  if  a 
dans  ce  cas  Terreur  dans  fe  quarré  eft—- 


donc  Terreur  moïenne  dans  cette  formule  dérivée  eft 


de    \^\'V''t^^''  >  elle  eft  donc  univcrfcncmenç  de  i. 

Ainfi  Terreur  moïenue  dans  cette  dernière  formule 
dérivée  eft  précifémcnt  de  la  moitié  plus  petite  que  dans 

la  formule  primitive  a  -i où  Terreiu:  moïenne  cft 

d'un  tiers  :  elle  a  encore  ceci  de  particulier ,  que  Terreur 
eft  égale  ic  toujours  par  défaut  dans  les  deux  cas  où  le 
quarré  imparfait  eft  également  éloigné  de  deux  quarrez 
parfaits  ,  Tun  plus  grand  &  Tautre  plus  petit  ^  dans  Tin* 
cervale  defquels  il  eft  compris. 

Par  exemple,  La  racine  de.  11  eft  5  ^,  &  la  racine  de 
14  eft  5  f  ;  or  II  furpafle  ^  de  x ,  &  14  cft  futpaffé  par 
j  6  auffi  de  1.   ' 

De  même  Irquarré  de  j  7  eft  h>  ^7 ,  qui  eft  furpafle  par 
1 1  de^l ,  &  le  quarré  de  3 1  eft  i  j  ^  qui  eft  furpafle  par 
-r4»uffidcil,  &c. 

x^.  Pour  dét(rmin^r  les  limite/  dans  la  racine. 

..  ^  •— '  »..'>i'r».  '  '. 

Il  eft  plus  difficile  de  déterminer  Terreur  foit  par  dé- 
Tàut  jolt  fâc  excès  dans  la  racine  que  dans  le  quarré^  à 
xaafc  de  Tirrasiqnalfte  cyii.  ùt  tix>iive  dan»  la  racine*  — 


I 

J7f  An  ALT  SE     CEKBRALE, 

Voipi  la  Méthode  qui  m'a  paru  la  plus  fimplc  &  la  plus 
îiaturciïc.  Je  confidére  en  particulier  chacune  des  ra* 
cines  trouvées  par  chacune  des  opérations ,  &  je  fuppofe 
que  celle  ^ui  fuie  e(l  exaâe  par  rapport  à  celle  qui  la  pré- 
ccàê^^  qûè  là  différence  de  ces  deux  racines  eft  Ter* 
reur  dé  la  ppemiére  qui  précède  immédiacemenc 

Ainii'dans  a^  -+-  b ,  la  première  racine  approchée  eft  a, 

la  féconde  tVù^a  -+-7^ 

r       I 

La  quatrième  eft 4 H-  — ,^.^\^^ 

-  •  t 

._ b* 

La  cinquième  eft,  &c. 
Je  dis  1°.  quel  erreur  de  la  première  racine  eft  un  peu 

moindre  que  —  qui  eft  l'excès  de  la  féconde  racine  fur  la 

première, 

20.  L'erreur  de  la  féconde  eft  d'un  peu  plus  de 


30.  L'erreut  de  latroifîéme  çft  un  peu  plus  de 

ic  ainfî  de  fuite  à  Tinfini. 


D'où  il  fuit,  i^.  qiie  Terreur  de  la  première  racine 

4,eftprécifément  — ----j;j77P7JT 

——7-; TT-rz — , ,  X  .  o    Li  en  contmuanc  cette  pro-  ^ 

greifion  à  Tinfini. 

x^.  Que  Terreur  de  la  féconde  racine  4  -H  —,  eft 

,  ^ri  t*  ' h^ 

precifémentg^,^^^^ ,,^^y^,,^^,^^toM^b-^zsbK 

6cc.  en  continuant  de  même  la  progreffîon  à  Tinfini. 
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Fûrmathn  de  la  frogrejfion  des  formules   des  limites 
'     d^afproximation  ^  qui  fervent  s  trouver  les  formules 
d'approximation. 

Chaque  formule  d'erreur  par  défaut  ou  par  excès  eft 
unefraÂion. 

Les  numérateurs  font  des  puiflances  de  b  non  pas  prifes 
de  fuite  ^  mais  en  faucant  toujours  au  quarréde  la  précé- 
dente^,  h^  yb^  ^If^  9  &c.  à  l'infini  ,c'eft  la  multiplication 
de  l'excès  b  précédent^multiplié  continuellement  par  lui- 
mcme,ce  qui  fefait  en  doublant  toujours  l'expofantde  b. 

Les  dénominateurs  viennent  delà  multiplication  con- 
tinuelle du  double  du  numérateur  de  la  racine  préc6-> 
dente,  réduite  auparavant  en  fradion^  &  enfuite  mul^ 
tipliée  par  le  double  du  dénominateur/ 

Ces  formules  d'erreur  fervent  à  trouver  les  formules 
d'approximation  (liivantes  ^  &:  réciproquement  chaque 
formule  d'approximation  fert  à  trouver  la  formule  d'er- 
reur  fuivante. 

Ainfi  pour  avoir  la  féconde  racine  a  H >  je  le 


xm 


double  ,  c'cft  —  ,  je  multiplie  ce  double  i  a  par  fon  dé- 
nominateur I ,  c'cft  xay.1  ==  1  a ,  c'eft  le  dénominateur 

h 
delà  fraâion  qui  zb  pour  numérateur  —  ,  c'cft  la  pre- 
mière formule  d'erreur  ou  des  limites. 

J'ajoute  cette  fraûion    à  la  première  racine  a  \  j'ai 

pour  féconde  racine  &  féconde  formule  a  H 

.  .  *^* 

Pour  avoir  la  troifiéme  racine  ou  troifîéme  formule 

d'approximation  a  h-  i^rijlij^^  ou  fon  égaler 


g^},^^^^  >dont  j'ai  expliqué  la  formation  dans  le  Pro* 


jinaljfc.  ff 
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blême  premier  i  je  peux  encore  la  former  de  la  manière 
qui  fuie  j  qui  efl:  plus  fimple  &  plus  facile. 

Je  forme  à  cet  effet  la  féconde  formule  d'erreur  , 
comme  il  fuit,  fon  numérateur  cft  ^^,c*eft  le  numéra- 
teur i  de  la  première  fraûion  multiplié  par  lui-même, 

Pour  avoir  le  dénominateur,  je  réduis  la  féconde  ra- 
cine y  a  Hh-  —  en  fraâion ,  multipliant  Tentier  a  par  le 
dénominateur  zayOraxta  is=si  i  aa  que  je  joins  à  la  frac*- 
non  — ,  c  eft  - 


L« 


Je  prends  enfuite  le  double  de  ce  dernier  numérateur 
X  aa  •+•  hj  c'eft  444  Hh  2.  h  y  que  je  multiplie  par  le  pre- 
mier dénominateur  précédent  z  4 ,  or  4  4  4  -4- 1  ixta^ 
donne  8  a>  -t-  44^^c'cftle  dénominateur  de  la  deuxième 

formule  d'erreur  3^5  ^^^i^. 

Et  4 4 4  -+-  hx4  donne 444^  -+-  i^  pour  le  numéra- 
teur de  la  troifiéme  formule  d'approximation  qui  a  le 
même  dénominateur  de  la  troifiéme  formule  des  limites^ 
ainfi  la  troifiéme  formule  d'approximation  c&  a 

4anh^b^ 

Pour  avoir  la  quatrième  racine  approchée^  &  la  troi- 
fiéme formule  des  limites  ou  d'erreur ,  le  numérateur  de 
celle-ci  ^^  efl  le  numérateur  de  la  croiGème  formule 
précédente ^^  multiplié  par  b^ ,  or  h^x  b^  s==  b^. 

Le  dénominateur  fe  trouve  ainfi^  je  réduis  la  troifiéme 

formule  d'approximation  a  -H  ^  ^3    «  .^^  en  une  feule 

fraâiiôn ,  multipliant  l'entier  a  par  le  dénominateur  en- 
tier ,  or  4  X  8  4'  -f-  44^  =;=  8  4^  -H  44^  ^ ,  je  joins  ce 

produit  à  la  fraction  entière  -f-  ^^^    .  ^^^  ce  qui  donne 


X  I  r  n  s  9  E  c  ovr.D^.  iff 

Je  double  ou  je  multiplie  par  t  ce  dernier  dénominateur, 

cnfuite  je  le  muitîplio  pat  (c  préoédcAc  dénominateur 
x8  4*  H-  44*. 


»->«i 


■ 


^—Ai 


Produit  II  84^  Hh  i  9%  a^  h -+-  80 45*^-+-  8  ab\ 
cleûi  le.  défiiominaceur  de  la  troiûémc  formule  des  limites. 
ainii  la  troifîéme  formule  des  limites  d'approximation  eu 


Enfuite  pour  avoir  la  quatrième -racine  ou  formule 
d'approximation ,  je  lui  donne  le  dénominateur  trouvé , 
118  4^,  &c. 

Pour  former  le  numérateur  Je  multiplie  par  *,le  déno- 
minateur précédent  doublé  i6a^  -f-  i6a^  h  -+-  xb^>^B^ 
^  III*  I  II    11  _ 

ce  qui  donne  16  a^  B  -4-  \6a-  h  H-  i  h^  -4-  b"^. 

y  ajoutant  b^  numérateur  de  la  formule  d'erreur 

1  z%  a'  -4-  19%  4^  b  -♦-  80  4>  b"-  -f-  8  4  P. 
&  aîoûtanc  4 .  Vai  la  ouatriéme  racine  ou  formule  d'ap« 


proximaiion  4 -H  u8^»-+'^x4s  t  r*^io4>  ^^rh^^*^- 


^TîT 


580  Analyse    gekbualb. 

Formation  de  la  quatrième  Racine, 
•  1184^  +  1914^  ^-h8o  45  ^* --H    84+^5 


X  84^    H- 4  4^ 


64     H-      lôa^è-^é^o    a^i^-+*    64^ a^  h^ 
16  720 

8  •  4    *+^  800 .  «  . 


•    •   •    •    I  ■    •    •    • 


48    .    .      .      560     


•  • 


40 


10144'^-+-.  j48  4'iéHh  1408  4^*^^ H- 3844^^^    dénoinin; 

^z  a^  h^     Commun. 


84^   -4-4  aB. 
X       ^+ 


tH* 


843 ^4 ^^^^î      ,c,  numérateur. 


Ii8  4^-H  1914^  ié^-  80     a^B'^'^i  ab^ 
X     44^^     -4-  i^^ 


31.4^^-*-       847>&'  -H3104^i^5^     }145>+ 

8     •     •    5^ 

4     •    •    •  4 

1 18  4^  i^^-f- 1914^^5-*-    8o4'i5+-H8    4i^^ 


j  II  4'^-H  896  4!  ^^-i- y  II.  4^  pHh  112  4^  i^^      x^t   num. 
84;^*   .    .  -f-    8  4!i^+-+-4     aS\      l^    num. 


5I14*^Hh8^6  4'i^^-H  JIi4'^J-4-lX0  4'^*Hh  114^'. 


PROBLEME    IV. 

Jiffliquer  les  Formules  d' approximation  du  fécond  degré 

a  des  Exemples  en  nombres^ 

Premier  Exemple.  Soie  le  côté  du  quarré  ==  i ,   le 
quarrc  de  la  diagonale  =  i.  Donc  pour  avoir  la  valeur 


\. 


L  1  y  H  B      SBCOKD.  3Sx 

de  là  diagonale  il  faut  tirer  la  racine  quarrée  de  t ,  qu'on 
ne  peut  trouver  exadbemcnt^mais  dont  on  peut  approcher 

à   rinfini   par  la  formule  a  ^  — 

Dans  ce  cas  j'ai  a  ==a  i ,  première  racine  approchée 
de  2  ==  4  H- ^.  Donc  ^  ==;  I. 

Subftituant  la  valeur  de 4  &  i^  dans  la  formule  4 •+•  — , 
j'ai  I  -h  ï  pour  féconde  racine  approchée ,  ou  i. 

Enfuite  je  fubftituë  les  valeurs  de  4  -i-  —  =:  i  •+•7  dans 


1  s 


la  féconde  formule  a  ^  ri^^^  >  ce  qui  donne 

,     4x1x1  -«-  '  ,       4  •!-  X  «  17 

I  Hh  =3=5  I  -t-  -llîl:  =a  I  •+•  TT  OU  rr 

c'eft  la  troifiéme  racine  approchée,  on  en  trouvera  d'au- 
tres à  rinfini  par  la  même  Méthode. 

Autrement.  Ayant  trouvé  la  féconde  racine  d^^  JL 

==:  I  i  1=:  i  s==  c  ,  je  quarre  c  ==  {  fon  quarré  eft  .J 
que  j'ôte  de  4^  *^  ^^  6==  z  quarré  imparfait  propofe ,  ôtant 
le  plus  petit  nombre  du  plus  grand ,  je  fuppofe  le  refte 
s==s  +^  d }  c'eft-à-dirc  ,  je  prends  pour  féconde  racine  ap- 
prochée c —  qui  donne  t  =5  ^  qui  ôcé  de  |  le  refte 

c=  I  =a  i/.    Or  r —  donne  i-i—  i ,  qui  étant  ré- 

duit  à  -fa  plus  fimple  expreffion  ,  donne  n'=  i  -Hà  , 
&c.  à  rinfini ,  &  ainfi  des  autres. 

Second  Exemple.  Soit  propofé  le  quarré  imparfait  200^ 
dont  on  demande  la  racine  approchée^  pour  trouver  par 
exemple  la  corde  du  quart  de  cercle  dont  le  raïon  ell 
10 ,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe  pour  trouver  la  gran»^ 
deur  de  la  diagonale ,  dont  le  quarré  zoo  eft  double  du 
quarré  100,  dont  le  côté  10  eft  donné. 


j'gl^  A  N  A  1  Y  «  fi     C  Eî^ E  K  A  t  E\ 

-   j'ai  donc  fc*  c=î£*4*  -f*  ^  ==«*  zoo.   ' 

or  a  tî=^  14,  14  X   !4:±=«  I^^ssta^^^ 

&  zoo  196  =3  4 ,  donc  ^=9  4.    • 

i^.  Subdicuanc  14  à  ta  place  de  4  ,  &:  4  à  la  place/lc 

h  dans  la  première  formule  ^  -4-  —  ,  j'ai  pour  féconde 

racine  approchée  14-4- j^  qui  fe  réduit  à  14  -H  f,  divi- 
fanc  les  termes  de  la  fraâion  par  fon  commun  divifeur  4. 
♦     2°.  En  me  fervant  de  la  féconde  formule  d^approxi- 

toatiôn  a  -h  ^^ ^    ,  '  ^  ,  j  ai  une  troificme  racme  encore 
plus  approchée  14  ^  4x^^<^x  4-4-t^ 

*  *  *  *         «  X 1744  «4-4x5^ 


en  divifanc  les  deux  tern\es  de  la  fradion  par  leur  com» 
mun  divifeur, 

II  n'cft  pas  néceffaire  de  pouffer  plus  loin  Tappro^^i- 
maciôn  ^  il  fuffit  de  quarrer  cette  racine  pour  la  compa- 
rer avec  le  quarré  donné  zoo,  comme  il  fuit,  i®.  En 
nombres,  i®.  En  lettres  de  la  formule.  . 

1  o.  Pour  quarrer  rapproximation  trouvée  en  nombres, 
je  réduis  d'abord  l'entier  1 4  en  fraâion  en  le  mulcîpUanc 
par  le  dénominateur  y  6c  j'ajoute  le  produit  au  numéra- 
teur 197. 

I94<>4  14 


•M 


19601  5544 

X  3  i6 


J*ai  donc  à  élever  au  quarré  19404 
la  fraction   ^  f; 

19601  138^ 

X 19601  xi38tf 


> 


19^0  1 
I  I  7*6  o  ^  .  . 

19601  . 


•  •  • 


•  •  •  • 
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851^ 
I  I  088 
4158. 
I  38e... 


383 


}i  ^i 99  zo i 
^narré  du  numérateur. 

Divijeur.      ^  Dividende. 
191099^/384195^101 


1.9  xo  996. 
^uarré  du  dénominateur. 

^^uorient. 
z  o  :  0-+ 


19.  to.  9y6 


20...  3S4I9910*        Premier  produit. 

o  00000: 1 .  Refte. 


20:0 


•  •  • 


D'où  il  fuît  que  la  racine  trouvée  par  la  féconde  ap* 

proximation  14  -t-  "rjj  eft  fuffifantc  ,  &  qu'il  n'cft  pas 

néceflaire  de  pouflTer  plus  loin  Topération  pour  en  a ppr 0^4 
cher,  puifquefon  quatre  ne  furpaffe  le  quatre  imparfait 

propofé  que  de  T^^T^JT^  qui  eft  une  grandeur  plus  pe- 
tite qu^aucuhe  grandeur  fenfible. 
,    x<>.  Je  forme  aufli  le  quatre  de  la  formule  pour  le  com« 
parer  avec  le  quarré  propofé  pour  avoir  rapproxinution 
exprimée  en  général  par  des  lettres. 

a 


.w      ■ 


xa 


wm 


Quatre  d^ 


on  a^ 


g^U-f-i^i» 


^  J^<  -+-  44  *^  b^l6  i»  ^> 


^it»-4.t4 


-     8<* 

3"~: — 


4i6 

44  ^ 


or      4^1^  ^-+-> 
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Qe  qui  donne  pour  le  quatre  de  la  troîficme  formule. 


OU  4^  -+-    i^ 


lb^^lh^.JL.h^ 


I  .      I  «>"  -4-  il>    — *•&• 


I 


PROBLEME    V. 

Trouver  les  formules  d'approximation  pour  les  racines  des 

rroijîémes  puijjances  imparfaites.  __ 

C'eft  dans  le  cube  imparfait ,  ou  la  troificmc  puiflance 
imparfaite ,  que  ma  nouvelle  Méthode  commence  à  fe 
développer  dans  toute  fon  écenduë,elle  s'applique  enfuite 
de  la  même  forte  à  toutes  les  puiffances  fupérieures  \  au- 
lieu  que  dans  le  quarré  jqui  eft  la  féconde  puiffance ,  Té- 
galité  de  la  féconde  fomme  alternative  donne  diredc- 
ment  une  valeur  de  x  rationelle^  de  forte  qu'il  e(l  inu* 
tilQ  dans  ce  cas  de  comparer  les  deux  égalitez  pour  en 
tirer  une  troifiéme  qui  feroit  en  même  tems  &  moins 
fimple  &  moins  approchée. 

Mais  dans  le  cube  imparfait^  régalité  de  la  féconde 
fomme  alternative  donne  une  valeur  &  très-approchée, 
&  très-utile  pour  certaines  conftruâions  géométriques, 
comme  nous  le  verrons  dans  la  fuite  ^  mais  qui  n'eftpas 
commode  pour  le  calcul  Arithmétique , ,  c'eft  pourquoi 
il  faut  fui  van  t  Tarticle  fécond  de  la  régie  générale  de 
ma  Méthode ,  comparer  les  égalitez  des  deux  femmes  al- 
ternatives pour  en  tirer  une  troifiéme  égalité  du  premier 
degré,  ou  fimplêmcnt  d'un  degré  commode  ,  c'eft  pour 
cette  raifon  aue  dans  Teffai  de  ma  Méthode  ,  8c  dans 
l'abrégé  que  fai  publié  en  16^1  ^  je  n'ai  point  donné 
d'exemples  pour  la  féconde  puiflance  ,  mais  feulement 
pour  la  troifiéme ,  parce  que  c'eft  dans  la  troifiéme  puif- 
fance ou  cette  Méthode  s'applique  dans  toute  fpn  écendu& 

Soie 


Livre    sec  ond.  jgy 

Soie  en  général ,  une  croifiéme  puiiTance  imparfaite 

I 
quelconque  z,^  ==  4^  H^  ^.  donc  z,  =K  4'  -+*  *• 


iî^/^  générale. 

■ 

Pour  trouver  les  formules  d'approximation  ,  (bit  la 
puifTance  imparfaite  z>  ==  4'  -i-  b.  dont  4  eft  la  ra- 
cine approchée  en  nombres  entiers  ^  donc  x*  eft  entre  é 

&  4  -i-  I  ou  entre  a  &  4 i . 

i«>.  Je  fuppofez.  ==Ar  -+-  \  a. 

Je  fubftituë  cette  valeur  de  z,  dans  Tégalitc  propofée,  ce 
qui  fe  fait  en  l'élevant  d'abord  à  la  trbifiéme  puiilance, 
comme  il  fuit»  .    . 


X  ;&  ==:  X  -+-  î  4 

OU   Z.*  s==3  Jf*  -4-    4  X  Hh-  i  4  4 


X  »  aB=:X  -f-   7  4 

2.3-— ;eJ-4^»  4  X^  -t-i  4*  X  -t-  I  4» 

i4X*-+-t4*X 


2.)  =  X*'  -f-  1  4  X^  -t-  i  4^  X  -♦-  {  4'. 

La  fubAitution  donne  l'égalité  transformée  qui  fuie 

XÎ'-Hi  4  AT* -4- i  4*  Jf  -*^ï  4'  c=  4'  ^  ^. 

2^.  Je  fepare  le  premier  membre  de  cette  égalité  en 
deux  fommes  alternatives ,  que  j'égale  à  la  moitié  du  fe* 
cond  membre. 

i".  fomme  alternative  compofée  du  i«^  &:  3  «.  termes. 


3   ^i.*^v. ^^±} 


x^  ^^i  a"  X 


^  X 


x^.  fomme  alternative  compofée  du  t^.  8c  4^  termes 

4  X     "-t*    X  4^  L  ■'     ■■  " 

Anâlyfc.  tt 
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30.  Pour  tirer  une  valeur  racionelledex  Je  compare 
ces  deux  égalitez  félon  la  Méthode  des  Problêmes  plus 
que  déterminez ,  comme  il  fuit. 

D'abord  j'ôce  les  fraftions ,  ce  qui  donne 
4  x5  •+•  3  .«^  AT  ==  1  4  5  -t-  z  ^. 
«     ôU  tranfpofanc      • 

X  3  4 


IL  ax^  =  6a^  '^  6a b'^^ 9  a}  x. 

f.t  ^rf  AT*^  -i-   I  43 


X 


pu  I X  4  x^  =s  ^  4^  *+*  6  i^  — -  I  a} 

XX..  X  4  X  9  X 

itax^  ==  ^  4^^  -4-  6 4 ^'"  —  9  4' X, 

Je  fais  dans  ces  deux  égalitez  le  premier  terme  égal  y 
&  dans  les  autres  termes  j'obferve  rhamogénïté,  comme 
Jb  eft  du  troifiéme  degré  ,  je  lui  fuppofe  un  expofant  en 
chifres  romains  F^'y  ainû  tous  les  termes  feront  dequatc^ 
dimenfîons. 

A  cet  effet  je  multiplie  dans  la  première  égajiçé  fous 
les  termes  par  3  4  qui  efl  Texcés  de  ix  ax^  fur  4^';  lians 
la  féconde  égalité  je  multiplie  le  premier  terme  par  x  qui 
efl  l'excès  de  x^  fur  x^ ,  je  multiplie  le  fécond  &  le  troi«» 
iiéme  terme  x  4  y  &  le  dernkl^  terme  par  9  x  ,  par  ce 
moyen  j^ai  deux  égalitez  entièrement  égales  &  femblables 
ou  plûtÔD  la  même  égalité  répétée. 

Voilà  la  première  maniéré  dé  comparer  les  égalitez 
tirée  des  deux  fommes  alternatives  ,  qui  me  donne  la 
première  égalité  réduite  i  x  4  ^3  œ»  6  4^-+-é  a  h  — —  ^a^x 
qui  donne  une  valeur  de  x  trop  petite  ;  puifcjuefeîôn  mon 
Trhcoràile  J£  dé  vrois  éfattcx  la  ptôWMéré  foWfrtièx^Hh  4  a^x, 

M$    ijti  fcr^ 

aune  fomme  plus  grande  que       ^,    ,  ff«is  je  (çai  auffi 

que  Terreur  eft  moixwlw  que  T^Mité,  car  par  le  premier 
corollaire  fi  j'égale  la  première  fb'ffimc  alternative  x^  ^\ 


i  « 
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4*  X  ,  avec 1-  j  y  i*aurai  une  valeur  de  x  un  peil  trop 

grande ,  mais  fi  je  l'égale  avec  — ^ — : ,  j'aurai  une  valcue 

de  X  un  peu  trop  petite  ,  mais  toujours  d'une  fraâion 
moindre  que  Tunité. 

4''.  Ainfi  je  compare  la  première  fomme  alternative 
avec  la  moitié  du  fécond  membre'  augmenté  de  7 ,  c'cft 

x' ^HxiT  Ar=a*    -t-î 

je  le  multiplie  x  ii  a  pour  ôtcr  les  fradions ,  j'ai  iz 
ax^  H-9  a>  xi=i  6  4"^  ^^6  a  B'*'  -t-  ^4 ,  &  tranfpofant 
j'ai  itax^:=i6a^'^6ah'"  -+-6a ^^^XjC'eft  la  fé- 
conde égalité  réduite ,  où  >r  eft  trop  grand. 

j«>.  Dans  Içs  égalitez  précédentes  art.  3.  négligeant 
— ^  3  4^  X  comme  une  fraâion  infiniment  petite, 
j^ai  6a>'-i^6  b 6  — —  i  4^  Second  membre  de  la  fé- 
conde égalité. 

5=     ^  a>  -+-  6  B 6  dont  j'ôtc  le  fécond  membre'dc 

a  4^  -+-  z  i^ X  la  première  égalité. 

le  rcfte  5  4^ 

X  X 


donne  3  4'  x  -4-  /^b x  — —  4X« 

c'eft-à-dire  de  y  4^  -4-  tf  ^,  fécond  membre  de  la  i^  égalité, 
ôtant  1 4^  •+-  z  i^,  fécond  membre  de  la  i^.  égalité* 

refte        3  a> 
qui  multiplié  x  x 


donne  3  4^  x  -H  4  ^  at  pour  la  troifîéme  égalité  ré« 
duite  y  où.  X  eft  trop  grand. 

6^.  Pour  avoir  la  quatrième  égalité  réduite,  3  4'  at  -1-4  B  x 
— —  4  X,  il  fuffit  d'otcr  un  demi  de  la  troifîéme  égalité , 

ce  qui  fe  fait  en  ajoutant 4  a:  ,  ce  qui  donne  la  qua« 

triéme  égalité  réduite. 

3  4^  X  Hh-  ^b  X  —  4  x ,  où  X  eft  trop  petit. 


t%%  .  Analyse    générale, 

s7°.  Voici  les  quatre  égalicez  réduites. 
i"^^.  iz4x^s=i6a^'+'6ah  —  sa^x^oùxcG:  trop  petit, 

l,<l^  ixa  x^  s=5  6a^^  6  ab  -+*6a  —  ^a^  x^pàx  cft  trop 

grand. 
3^  1^4x^1=1345  AT •+•  4^  X, où X  eft  trop  grand. 

®.   114  a:5  =  3  4^x -H   4^x 4JC,  où  AT  eft  trop  petit. 

80.  £nfîn  pour  avoir  les  formules  d'approximation  , 
je  compare  la  première  &  la  féconde  égalité  en  négli- 
geant le  premier  membre  qui  eft  par  tout  égal. 

J'ai  é4+  -f-  6a  b ^a^x^==i  ^ a' x  -+-  4^  at, 

donc  6 4^  Hh  6  ab  ==  1  z  4" a:  -4-  ^  bx  ,  &  dégageant 

lmconnucA;,}aiJc  =  ^^.^,^  .==::, ^,^^^ 


aoncjf=f4-f---f^,câri^==i4,&r^Xî'4 


1 4  i^,or  3  4  b — I  4  k=tab  numérateur  delà  fraâion,  qui 


Mh 


réduite  à  moindres  termes  donne  jc==i  4   .        ,    -^ 

*     —  M*  ^-^ 

Voilà  la  première  formule  trouvée. 

De  même  comparant  la  féconde  &  la  quatrième  éga*- 

lité  réduites ,  j'ai 

€a^  H-  €a6  -H  6a 9  a^x=^  a^x  ^^/^bx  —  4X 

ce  qui  donne  par  tranfpofition 

64^  "i^  6 4^-+-  6at=z  iza^x  -f-  j^hx  —  4JCy 

Se  dégageant  x ,  f  ai 

X  ==  -— P- «=    '      7.      , 2—,   ou  X==ï4 


6  a*  ^ib %  > 

car  zbxla  =  14^^34^ i  a  i  s==  i  4  ^,  de  mcme 

2.  X  ï  4  =  I  4  ,  or  I  4 ,  ôcé  de  3  4  ^  rcftc  -t-  z  4  qui  (oac 
les  deux  termes  du  numérateur. 

Donc  la< féconde  formule  d'approximation  pour  les  ra^ 
cines  des  troifiémes  puiflances  imparfaites  eft  x  ==»  {;* 

1  a  b  —f*  1  ^ 
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Remarque.  La  première  formule  efl:  la  plus  fîmple  & 
fuffic  feule  dans  la  pratique,  elle  donne  toujours  une  va« 
leur  de  x  trop  petite  ,  mais  elle  en  approche  indéfini*- 
ment  ^  ce  qui  vient  de  ce  que  le  dénominateur  eft  trop 
grand,  &  le  numérateur  trop  petit. 

Mais  fi  on  compare  la  première  formule  avec  la  fé- 
conde ,  on  trouve  que  la  différence  des  deux  valeurs 

donc  Terreur  dans  la  racine  efl:  d'environ  \  aazM  plus  , 
&:  cette  détermination  efl:  plus  exade  que  celle  qui  fe 
tire  À  polieriori  ,  ert  élevant  au  cube  la  racine  trouvée  y 
cette  Méthode  eft  générale ,  il  efl:  facile  de  l'appliquer  de 
même  à  toutes  les  autres  formules  d'une  égalité  quel- 
conque pure  ou  affcftce. 

PROBLEME      VL 

Vf  Age  de  U  première  formule  d'approximation  pour  les 
puijfances  imparfaites  du  troijiéme  degrés 

r  a  •-*—   - 


Les  régies  précédentes  s'éclaircîront  par  les  exemple» 
en  nombres  qui  (uivcnt. 

Soît  z»5  ==  loo  =  é4  Hh-  l€  =  a'>  -i-  b.  Dono 

Première  racine  approchée  ,  reftç  3^. 

Ponc  ;t=V^ioo  =  V^é4-H  3^=^'^^'-^-*^ 
Donc  ;?:,  ==  jc -+- î^,  or4==4.  Donc z,  ==: jc •+•  t^ 

Dans  la  formule  x  ==  ^  ^  -H ,  «^,  ^  fubftituont  les  va- 
leurs  de  4  &: de  ^ ,  j'ai  x  =  %  ^  3x64^  16' 


DoBC  ;?:.==;  4.  Ht-  7rî=5  75-  >  c'cfl:  la  féconde  racine  aç^ 

*"  •  •  • 

u  tJJ 
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prochéc;  je  cube  ces  deux  nombres,  &  j*ai  99  -4*  ilL* 
qui  diffère  de  100  de  moins  d'une  unité  ;  cette  difFcrence 
cft  jjfl  environ  de  deux  tiers. 

Pour  avoir  une  croiûéme  racine  encore  plus  approchée, 
je  fuppofe  la  féconde  racine  trouvée  4  -4-  f|  =5  4 ,  &  la 
différence  trouvée  j^  ==s  h  ;  enfuite  fubfticuanc  ces  va- 

leurs  dans  la  même  formule  4  -4-  ^z  ,  /  la  fubûitution 


3«'  +  b 
donne 


.  i»    _.         ^  '9  <»^> ^„     S8         j^       '»  6»19 

4  1^  •*•  Z^m^^  >    OW  75 T  ; 

2  w  ^  li.       ,    I  -441»^  y    88^         I       4411 

Pour  continuer  après  avoir  trouvé  la  troifîéme  racine 
approchée,  je  la  fuppofe  ==4,&  fa  différence  égale  à  ^, 
&  fubilicuant  leurs  valeurs  dans  la  même  formule 


a  b 


cherchée. 


, j'approcherai  toujours  à  l'infini  de  la  racine 


PROBLEME     VIL 


Vfa^€  de  la  féconde  formule  pour  Içs  puiffances  imparfaites 

du  troifiéme  degré. 

Une  puiffance  imparfaite  du  troifiéme  degré  peut  être 
comparée  ou  avec  une  troifiéme  puiffance  parfaite  plus 
petite  comme  100  =  ^4  — f  3  <5 ,  &  dans  ce  cas  je  me  fers 

de  la  formule  z.  5==  a  — +     3    .  ^ ,  ou  avec  une  troifiéme 
puiffance  plus  grande  comme  100  =  izj  ——  ij*  ;  & 

dans  ce  cas  je  me  fers  de  la  formule  2»  =  a  —     j ^ 

femblable ,  mais  dont  les  fîgnes  font  contraires. 

Nous  avons  donné  un  exemple  du  premier  cas  ,  en 
voici  un  dans  le  fécond  cas,  ^ 

Soit  ;c^ ss=a 4' — -* £ ,  oua^==sioos=B=  izj  — zy- 
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Doncii=:4 p~j,foik4— y.  Donc*=;iy, 

fubfticuant  ces  valeurs  dans  la  formule  ,  j'ai  _ 

dont  le  cube  eft  i  oo  -+  ^^  qui  approche  de  i  oo  à  moins 
d'une  unité  près. 

Pour  avoir  une  autre  racine  encore  plus  approchée ,  je 
fuppofe  la  racine  trouvée  4^  =  4,  &  la  différence 
r^4  =  ^  >  Js  fubftituë  ces  valeurs  dans  la  formule  zt=*4 


j^5 J  >  la  fubftitution  me  donnera  une  racine  plus 

approchée  ,  &  continuant  de  même  on  eil  approchera 
toujours  de  plus  en  plus  à  l'infini. 

Examen  de  l'avantage  des  deux  formules  d'approximation 
du  troiftéme  degré ,  ou  de  la  formule  généra^  d^approxu 
mation  du  troijiéme  degré. 


Pour  comparer  l'avantage  des  deux  cas  de  la  formule  , 
dont  le  i^*^,  a  le  (îgne  — +,&  le  fécond  ^è  fîgae— ^— ,  je  con- 
(idére  le  rapport  le  plus  fimple  que  j'ai  trouve  pour  la  ra- 

cine  cubique  de  loo ,  la  formule 4  «^  -p — ^m'adonne 

77-  &  la  formule  a jjr^T^  m^  4^n'ief^j^  déduis  ces 

deux  rapports  en  nombres  de  U  dtxtse ,  aJQutgnf  des  zéros 
au  dividende  &  par  la  divîfioxi  je  trouve ,  comme  il  fuit 

19  4*   i.oo.  00.  o  \,     :    -^    - 

&il=:==4î.L.i432L£:+'     1       . 
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PROBLEME    VII I. 

Trouver  les  limites  dans  chaque  formule  d'apfroximdttp» 

du  troiftéme  degré. 

Première  Uétbùde,  Puifqu'cn  général  deux  cubes  qui 

fe 


L  I  7  E.  K     S  B  C  O  N.T>.:   '  jjrj 

fc  fiiivent  immédiatement  font  4^,  £s  4'  — +  5i*''— +  34 
-«(•'  I ,  &  que  tour  cube  impai  fait  s'exprime  en  général 
par  x,^  i==3  d^  ±  ù^  Il  fuit  de  là  que  i  eft  l'çxcès  ou  la  dif» 
férence  du  cube  a^  8c  du  cube  imparfait  z,^  ^£^=1  a^  ^.  à. 
Donc  les  valeurs  de  t  dans  45—+  6  croiflent.  Exemple. 
Depuis  le  cube  zj  au  cube  ^4,  les  valeurs  de  h  croiÏÏeht 
depuis  I  ,  jufques X  ^aa  — +  j  a  incluiivejpieAt  ^  car 
344  >-+  3  4  — +  I  donne    précifemeht  le  cube  fuivant 

au-dcflus  ;  au  contraire  dans  4' b ,  les  valeurs  de^ 

décroiflent  jufqu*à  344 3  4  inclufivement ,  du  cube 

^4  dont  la  racine  eft  4  ^  au  cube  rj'  dont  la  racine  eft  3  , 

j'aL  4==:4,  44:=  l6.  DoUC  J44  z=s  ^  X  1^  =  48  ,  Or 

48 342=: 48 Il  s==  36,  or  64 3^  =srz9 

ty  H-  I. 


!Én  général ,  la  véritable  valeur  de  &  dans  z,> 
cft  entre  {  ^  -H-Kj^-h  ^ ,  &  1  ^  -+Ï^Xïr 

's  ainfi  élevant  à  la  troifîéme  puiflance  chacune 

des  racines  trouvées ,  on  trouve  Terreur  en  les  comparant 
avec  la  troifiéme  puifTance  propofée  y  ce  qui  donne  les  li« 
miccs  par  excès  ou  par  défaut.  ^ 

Seconde  Méthode  ^  four  4voir  les  formules  d*4ffroximMti0n 

des  troifiémes  fuijf4nces  imf4rfaites. 

Soit  le  cube  imparfait  z^  t=s  4'  Hh  b.  dont  la  première 
racine  approchée  eft  4  y  pour  avoir  la  féconde  racine 
approchée ,  je  cube  la  racine  trouvée  4 ,  j'âte  fon  cube  4' 
du  cube  imparfait  propofé  4^  ^  ^ ,  &  je  (uppofe  le  reftc 

ss=ss  c* 

Eofijite  je  prends  la  formule  c  *±_  Tî^pi  &  fubftituant 

des  nombres  à  la  place  des  lettres ,  j'ai  la  fecpodc  racine 
cubique  approchée. 

Continuant  de  même  Topération  ,  j'approcherai  tou^* 
jours  de  plus  en  plus  de  la  racine  defirce, 

An4ljfe.  m  4^ 
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Eadiice  élevant  à  la  croifîéme  puiflance  la  racine  trou- 
vée par  approximation  »  &  comparant  cette  troiûéme  piiifi 
fance  avec  la  propofée  y  on  connoîtra  Terreur  par  excès 
ou  par  défaut. 


SECTION    DEUXIE'ME. 

Méthode  nouvelle  ^  abrégée  pour  t extraction  des 
.  Racines  des  puijfances-  impaJrfaites  de  tous 

les  degrez^à  l'infini. 

DEfinitions.  i©.  Une  puiflance  parfaite  eft  celle  qui 
contient  le  produit  d'un  nombre  par  lui-même  au- 
tant  de  fois  moins  une ,.  que  rexpofantd^  Ton  degré  con- 
tient d'unitez;  ainfi  4  eft  la  féconde  puiflance  de  2  multi- 
pliée une  fois  ;  c*eft  à-dire  deux  fois  moins  une  par  lui-mê- 
me ,  parce  que  i  eft  Texpofant  de  la  féconde  puiflance. 
De  même  comme  Texpofant  de  la  troifiéme  puiflance 
eft  5  ^  S  eft  la  troifiéme  puiflance  de  x  ,  c'eft  Je  produit 

de  2  ijnultiplié  deux  fois  par  lui-même  ou  3 1  fois,  &c. 

a®.  Je  nomme  une  puiflance  numérique  f(7w^/^//^  5  par 
exemple  du  fécond  degré,  celle  qui  eft  exprimée  par  un 
jDtpmbf e  de  chifres  égal  à  Fexpofant  %  du  fecond  degré , 
9U,  à  quelqu'une  des  puiflances  de  cet  expo&nc  1  ,  tels 

i*^.    x^^.    5^.     4^       5^      6«.  puiflance. 
que  font     X,    4  ^    S  ,    16  ^    3^  >  ^4  9  &c- 

Ainfi  49.  quarré  rationel  &  5 1  irrationel ,  font  des  ^viiC- 
fànces  complettes  exprimées  par  deux  clxi&es,  1 5  tf^quarré 
rationnel  ;  2^  15.  04.  quarré  irrationel  font  des  puiuances 
eomplettes exprimées  par  quatre  cKifves  ,  de  même  6u 
66.  96.  09.  quarré  irrationel ,  eft  une  fecorcde  puiffiince 
eomplette  exprimée  par  huit  chifres.     ' 

Pareillement  dans  la  troifiémte  pmfl"ancc  dont  Texpo- 
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(âne  efl  5 ,  je  nomme  croiiiémc-pui'iraiicc  complexe  celle 
qui  eil  exprimée  ou  par  trois  rhifres  ou  par  .un  m>m)dF<| 
de  chifrei  qui  eft  uaç  p^l^Atkot  àç  $  -^.i^tatofi 
i«.    1^.    3^    4«.    pttiiTancc*  . „         ' 

3.     9.    tj.    Ri.  , 

Ainfi  543  efl:  une  {miflatice  parfaite  ou  rationelle  maîl 
complétée ,  exprimée  par  trois  chifres ,  &  4.5  j^  eft  un  tooi- 
iîéme  puifTancc  imparfaite  ou  irra^tionclle  ,  mais  fi§m\ 
f/ette  exprimée  par  trois  chifres. 

De  même  jji.  893.  1(79.  eft  une  ttoifiéme  puiflance 
complette,  parce  qu'elle  efl;  exprimce^par  neuf  chifres^ 
ic  <iue  ^eft  une  puifTance  de  3.  &  ainfi  des  autres*. 

30.  Je  nomme  puiflance  incomfU^^c  celle  qui  eft  ex? 
primée  par  un  nombre  de  cUifres  qui  xCctt  pas  égal  \ 
quelque  puiftance  de  rexpofant  de  fon  degré.  Âinfî  834 
eft  un  quarré  incomplet ,  parce  qu*il  eft  exprimé  par  trois 
chifres ,  or  3  n'eft  pas  une  puiftance  de  fon  expofant  u 
De  même  343  31  eft  une  féconde  puiftance  incomplette^ 
car  elle  eft  exprimée  par  cinq  chifres  »  U  ;  n*cft  pas  une 
puiftance  de  Texpoiant  x. 

Première  formation  des  Tranchéi  de  chifres. 

4^.  Je  coupe  les  puiftances  complectcs  par  des  tranchas 
de  chifres  fr^portionelles  de  gauche  à  droite  ^  au  lieu  que 
dans  la  Méthode  ordinaire  on  coupe  les  tranches  des 
chifres  en  commençant  de  droite  à  gauche;  or  ces 
•cranches  proporcionelles  contiennent  un  nombre  de  chi- 
nes qui  font  dans  la  proportion  géométrique  de  Texpo* 
fànt  du  <legré  de  U  puifTance  \ 

Dans  le  fécond  degré  où/  t=sss  i, 

La  première  tranche  qui  eft  la  plus  à  gâ^uche  aura  dcifx 
chifres  9  car  f  s=3a  2. 

La  féconde  tranche  aura  encore  dtfux  chifres  »  fuivant 
k  formule/^/— -/83BS3ai4— --  ^istm  %. 

em  ij 


^$^  Analyse    générale, 

La  croiiictne  tranche  aura  quacre  chifres  ,  fuivant  la 
formule  p^ '  f-  =  8  4  «==  4. 

La  quatrième  tranche  aura  huic  chifrer,  fuivant  la 
formule />+ /'==  i^ 8t=  8. 

La  cinquième  tranche  aura  feize  chifres  ,  (iiivant  la 
formule/*  — ^/>*  ==  31  ^ —  i^œ»  \6. 
•    La  fixième  tranche  aura  trente-deux  chifres ,  fiiivant 
la  formule jp^ f^s=6/^  - — ja==r=:5i. 

La  feptième  tranche  aura  foixante-quatre  chifres  , 

fuivanc  la  formule/^ — -/*=  jiS 64  ==  64,  & 

ainfi  de  fuite  à  rinnni; 

Ainfi  (i  j'avois  un  nombre  compofe  de  foixante<-quatre 
chifres  y  au  lieu  de  le  couper  en  31  tranches  de  deux 
chifres  chacune  de  droite  à  gauche  comme  dans  la  Mé- 
thode ordinaire  ,  au  contraire  )e  le  couperois  en  com- 
mençant de  gauche  à  droite  en  fix  tranches  feulement, 
fuivant  la  progreffion  fuivante  qui  exprime  le  nombre  des 
chifres 

^^  I  tranche. 

tf ,   j  =  6^  chifres. 

Exemple.  Soit  propofé  de  trouver  la  racine  quarrée 
du  nombre  qui  fuit ,  je  le  coupe  par  cinq  tranches. 

JHortibre  67:  %ii7iy^i9<^<^o  8iyi  :  yoyy,  9498.  9J04. 
tranches  i'«.  z^^.    3^      4*.  j^  tranche 

chifres     i.x«.4.    8..*...    16  chifres*. 

Enfin  la  dernière  tranche  dans  les  puiflances  coni- 
plettes  aura  le  nombre  de  chifres  déterminé  par  certc 

formule^"* ^*     *  dans  laquelle  formule  je  fuppo^ê  , 

que /^exprime  la  fomme du  nombre  des  chifres  propo- 
fé ^c'eft-à-dire  que  le  nombre  ^  eft  une  puiflance  quel- 
conque de  Texpofant^  de  la  puiflance  propofée. 

En  général  dans  les  puiiTapces  cçmplettes ,  j'obrin-ve 
dans  la  diviÛQo  des  franches  la  proportion  gèomé- 


1".  tranche 

[z<fe. 

f' 

[4^ 

S'- 

X. 

1. 

3' 

4- 

5' 
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crique ,  ainfi  dans  le  cube ,  la  première  tranche  a  trois 
chifres ,  la  féconde  (îx  chifres  y  la  troifîéme  tranche  a  dix- 
huit  chifres  ;  ainfî  la  première  contient  trois  chifres ,  les 
deux  premières  neuf  chifres  ,  les  trois  premières  vingt* 
(ept  chifres  ;  ce  qui  fait  cette  progreffion  géométrique , 
3.  5.    27.  ce  qu*il  faut  obferver. 

Dans  le  croifième  degré  ou  la  ttroifième  puiflancedonc 
l'expofant  eft  3  =/  >  je  prends  les  puiflances  de  3  que 
}e  fubftituë  dans  la  formule  en  la  place  des  puiflances 
àc  p. 

Ainfî  la  première  tranche  2  gauche  aura  trois  chifres 
puifque/  ==:  3 . 

La  féconde  tranche  aura  fix  chifres ,  fuivant  la  for* 
mule/^ f  ==  9 3==é. 

La  troifîéme  tranche  aura  dix-huit  chifres ,  fuivant  la 
formule  p^ p^  ==3  %y 9  =  1 8. 

La  quatrième  tranche  aura  cinquante-quatre  chifres^ 
fuivant  la  îotmyAc  p^ y^  c=  81 */  ==  J4,  &c. 

BxempU.  Dans  le  cube  fuivant  j'ai  les  tranches  comme 
il  fuit. 

cube    711.  80^.  34y.  800.  374.  94 j.  8 ri.  pï^-  503* 

tranches  t^\     .     .    z^^ 3^  tranche^ 

nombre  des 

chifres.    3 6   •.••••  i8.  ckifres. 

Pareillement  dans  la  quatrième  puiflânce ,  dont  Vcx^ 
pofant  eft  4  ==  p. 
l'c.  tranche  p  ==  4  chifres. 

z^<  tranche  p^ p  ==?  1 6  — •  4  ==  1 1  chifrctf. 

3^  tranche^' ^i^-^-i^^ jg_-3^^g  chifres, &c. 

De  même  dans  la  cinquième  puifTance  dont  Texpo^i^ 
fant  eft  y  =/  >  on  fubftituë  cette  valeur  &  {es  puif- 
fànces  dans  la  formule  ^  ce  qui  donne  pour  le  nombre^ 
des  chifres  de  chaque  tranche  ;  fçavoir , 

La  première  tranche  /  ==3  y  chifres. 


\ 


J98  Analyse    générale, 

La  Cccoîiàc  ccanchc^^  — -/  ==1  y  — —  j  =  20  chifrc$« 

Latroifiémc  tranche  /'  — /^  =5 1 2,j  — ~x j  ==  100 
chifres. 

Total  1 X  y  chifres  partagez  Osulemenc  en  trois  tranches, 
au  lieu  de  xj  tranches  de  y  chifres  chacune  dans  la  Mc« 
thode  ordinaire. 

Remarque.  La  dernière  tranche  qui  eft  vers  la  droite 
contient  beaucoup  plus  de  chifres  que  celles  qui  (ont 
vers  la  gauche ,  &  il  ed  indéfiniment  plus  difficile  d'en 
trouver  la  racine  que  des  tranches  précédentes  à  gauche 
par  la  Méthode  ordinaire ,  mais  dans  celle-ci,il  efl;  plus 
facile  d'en  trouver  la  racine ,  6£  on  peut  même  négliger 
cette  dernière  tranche  toute  entière  ,  3f  c'eft  un  vrai 
paradoxe,  car  elle  eft  moindre  que  l'unité. 

Divïjion  des  tranches  de  chifres  four  les  fuijfances 

imparfaites .  incomplettes. 

5^,  Dans  les  puifTances  incomplettes ,  qui  font  celles 
qui  font  exprimées  par  un  nombre  de  chifres  qui  n'eft 
point  une  puifTance  de  Texpofantdu  même  degré,  lorf- 
que  le  nombre  des  chifres  furpafTe  une  puiflance  de  l'ex^ 
pofant  dû  même  degré  ^  comme  une  féconde  puiflance 
3S4 ,  qui  efl:  exprimé  par  trois  chifres  »  ôr  3  furpafle 
Fexpofant  %  de  la  féconde  puiflance  ;  alors  la  première 
cranche  contient  ou  autant  de  chifres  que  cet  expofant 
z  contient  d'unitez,  ou  bien  la  première  tranche  con* 
tient  autant  de  chifres  qu'il  en  refte  après  avoir  divifé  le 
nombre  dés  chifres  de  la  puiflance  propofée  [par  Texpo- 
faut  même  de  cette  puiflance. 

Les  tranches  fui  vantes  contiennent  autant  de  chifres 

3ue  dans  les  puiflances  comp4ettes  ci-deflus ,  excepté  la 
erniére  tranche  qui  en  contient  moins. 
Par  exemple  ,  le  quatre  y  a.  58  f  5.  4^^  %6^  14.  J9« 
eft  une  féconde  puiflance  tncomplette ,  puifqa*elle  efl:  ex- 
primée par  14  chifires  ^  U  que  14  n'cHft  pas  une  piiif« 
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fknce  de  Texpcfanc  z  ss=sp  ,  qui  eft  celui  de  la  féconde 
puUTance. 

Sa  première  tranche  proportionelle  eft  y  i ,  de  deux 
chifres  8i  les  autres  comme  dans  l'opération  fuivante. 

Quarrc  incomplet    jz.       38.    y34^-     8^1459. 
tranches    .    .    .      V^.  .    ^^^    3^  .  .  4^  tranche, 
chifres z  •  .     z.      4   .  •    ^    chifres» 

Au  lieu  que  dans  les  puiflances  complectes  la  qua- 
trième tranche  contient  huit  chifres. 

De  même  dans  le  quatre  fuivant  exprimé  par  15 
chifres. 

Quarré  incomplet    z.     38.     554^*     8^1459. 
tranches     .     .     •    i'^^.  z^^     3^.         4^  tranche, 
chifres     .     .     •       i.  .  z.   •  4.  .    .    6  chifres. 

Parce  que  1 3  nombre  des  chifres  étant  divifé  par  1 , 
expofant  de  la  féconde  puifTance  y  il  refte  i ,  &  les  autres 
font  comme  dans  l'exemple  précédent. 

Pareillement  dans  le  cube  incomplet  59.  98515^.  la 
première  tranche  j  6  contient  deux  chifres  ,  Se  la  fé- 
conde contient  fix  chifres. 

En  général  dans  toute  puiffance  incomplette,  c*cft-àp 
«lire  dans  laquelle  le  nombre  des  chifres  n'eft  pas  une 
pui^ance  exaâr*  du  même  degré  que  la  racine  cherchée, 
il  faut  dans  la  divtfîon  des  tranches  obferver  la  propor- 
tion géométrique  la  plus  approchante. 

Par  exemple  ^  foit  une  troifîéme  puiffance  propofée 
exprimée  par  Z4  chifres  ,  comme  z4  n*eft  pas  une  puit 
fance  de  3  qui  eft.  l'expofant  de  la  troifîéme  puiffance  ^ 
inais'fe  tcouve  compvîs  entre  deux  puifTances  confécu- 
cives  de  3  qui  (ont  9  Se  zy^  Se  que  Z4  approche  plus  de 
zr;  qiic  de  9  >  je  divife  le  cube  propofé  en  trois  tranches 
comme  s'il  avoir  zy  chifres ,  alors  la  première  aura  trois 
chifres ,  Se  la  féconde  tranche  fix  chifres ,  alnfî  elles  fe- 
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ront  complccccès ,  mais  la  troifiéme  cranche  (era  incom* 
plecte ,  &:  n'aura  que  les  i  j  chifres  fuivans ,  au  lieu  qu'elle 
devroic  avoir   i8  chi&es  pour  être  complecte. 

Si  le  cube  propofe  n'avoir  que  it  ou  15  chifres,  je  le 
diviferois  feulement  en  deux  tranches  y  comme  s'il  n'a- 
voir que  p  chifres ,  parce  que  i  x  &  i  j  font  plus  proches 
de  9  féconde  puîflance  de  3 ,  expofant  de  la  tioifîéme 
puiffance  y  que  de  27  qui  eO:  la  troifiéme  puKfance ,  te 
dans  ce  cas  je  donne  6  chifres  à  la  première  tranche ,  8c 
la  féconde  tranche  contient  les  autres  derniers  chifres, 
iixou  neuf  reflans  s  mais  alors  il  faut  fuivre  la  Métho- 
de ordinaire  pour  tirer  la  racine  de  la  première  tranche. 

Enfin  fi  le  cube  propofe  contient  1 8  chifres ,  je  peux 
le  divifer  ou  en  deux  tranches  félon  cette  progreflion  géo- 
métrique double  6.  IX.  ou  en  trois  tranches  félon  celle- 
ci  ,  3.  tf.  9.  parce  que  18  eft  également  éloigné  de  9, 
féconde  puififance  de  3  ,  &  de  xj  qui  efl  fa  troifiéme 
puiffance. 

La  première  divifion  6.  ix  eft  plus  commode  &  plus 
abrégée. 

Mais  fi  le  nombre  des  chifres  de  la  puiflânce  propo*" 
fée  n'efl  pas  précifément  un  multiple  de  3,  il  faut  alors 
ou  le  rendre  multiple  en  le  multipliant  par  9.  xj.^c. 
ou  prendre  pour  la  première  tranche ,  trois  chifres  de 
plus ,  ce  qui  efl  plus  commode  que  la  multiplication  y  ce 
qui  eft  général  pour  toutes  les  autres  puififances  fupc- 
rieures. 

Seconde  Manière  de  divifer  far  tranches  une  fnijfamcc 

imparfaite  &  incomflette. 

Il  y  a  encore  une  autre  manière  de  couper  par  tranches 
les  puiffances  incomplettes  ,  elle  confifle  à  prendre  la  pre- 
mière tranche  un  peu  plus  grande  ^  &  à  augmenter  les  au« 
cres  dans  la  même  proportion  ,  enfbrte  que  la  dernière 

cranche 
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tranche  foie  la  plus  grande  qu'il  foie  poffiblc ,  &  qu'il  y  ait 
auifi  le  moins  de  tranches  qu'il  fe  peut. 

Autrement.  Dans  le  quarré ,  par  exemple^  au  lieu  de 
prendre  la  dernière  moitié  pour  en  trouver  la  valeur  par 
(impie  divifîon ,  on  peut  ne  prendre  que  le  dernier  tiers , 
fuppofc  que  la  première  tranciicfoit  plus  petite  que  ij. 

Ainfî  dans  V^  j.  00.00.  &:c.  où  la  première  tranche  du 
quarré  eft  feulement  5 ,  qui  eft  bien  moindre  que  i  y ,  âpres 
avoir  trouvé  les  feize  premiers  chifres,  oti  trouvera  les 

huit  derniers  fuivant  la  formule  a  — *-  -ZT,  &  a 


6^.  Je  nomme  première  tranche  prof  or  tionelle  cpmpUtte  ^ 
celle  qui  eft  telle,  que  la  racine  étant  augmentée  d'une 
unité ,  &  élevée  enfuite  à  la  même  puiffance  y  il  fe  trouve 
au  moins  une  unité  franche  de  plus  dans  le  dernier  chifre 
de  cette  première  tranche  ,  par  exemple  ^  dans  le  cube 
5j8.  j8yiy6. 

La  première  tranche  ^58  eft  complette,  parce  que  la 
racine  de  ce  cube  étant  9%6 ,  (î  je  l'augmente  de  l'unité 
j'aurai  ^87,  dont  le  cube  961  :  J04803 ,  a  pour  fa  prc- 
mière  tranche  961  qui  furpaffe  l'autre  première  tranche 
9  5  8  de  plus  d'une  unité  franche ,  aïant  égard  aux  chifres 
fliivans. 

Mais  dans  le  cube  ^4  :  9^4808  ,  la  première  tranche 
^4  n'eft  pas  complette ,  quoique  dans  le  cube  immédiate- 
ment fuivant  ^5  :  450817  y  la  première  tranche  6^  fur* 
pafle  d'une  unité  l'autre  première  tranche  64,  parce  que. 
les  chifres  qui  fuivent  64  font  plus  grands  que  ceux  qui 
fui  vent  ^5.  *        '^ 

On  verra  dans  la  fuite  l'ufage  de  cts  définitions, 

Thécrénïe  fécond  &  fondamental. 

Si"  oh  élevé  deux  nombres  confécutifs  4  &  <<-Hi  à  une 
puiflance  quelconque  dont  Texpofanc  foit  p  ,  &:  que 
Andyfe.  ^  xx 


é^o%  Analyse   generaiï^ 


m\ 


Y  f.  ibic  égal  ou  plus  pctît  que  ta  première  tran- 
che proporcionelle  de  la  puifTance^  v  je  dis  que  la  première 
tranche  proporcionelle  de  4'  furpaiTera  de  plus  d'une  unicé 
franche  la  première  tranche  proporcionelle  de  ^—j-i'. 


Soic>»=  io,&/=  ^,  on  aura  K";j7" '"^^  î'  ^® 
dis  que  dans  tout  nombre  dont  la  première  figure  eft  y^ 
ou  au-deâTus,  &  par  confêquent  dans  tout  quatre  dont  la 
première  tranche  edx  y  ,  ou  au-deffus  jufqu'a  ^^inclufi- 
vement  y  la  première  moicié  eft  furpaffce  au  moins  d'une 
unité  franche  par  la  première  moitié  du  quatre  prochai- 
nement plus  grand. 

Par  exemple.  Le  quarfc  de  yo  cftzy.  00.  celui  de  y  s 
eft  16.  01  y  dont  la  première  moitié  des  chifres  zS  (ur- 
pafle  d'une  unité  franche  la  première  moitié  2.ydeschi-»^ 
fi:es  dans  2500, 

De  mftne  dans  le  quatre  ck  5  S  5  î,quî  eft  5  40 1«  5  8  5  9.  & 
lëquarréde  jSjz.quieft  3401.  21x4.  La  première  rooiric 
340Z  du  premier  quarré,  furpflc  d'une  unité  franchela 
première  moitié  3401.  du  fécond  quarté. 

Mais  les  quarrez  du  premier  exemple  de  50  &  y  î  font 
les  premiers  &  fes  plus  petits  nombres  où  cette  différence 
ffe  trouve ,  car  le  quarre  dfe  4^  eft  ^401.  &  ceîui  de  yo  eft 
a  f .  oo  ;  il  y  a  moins  d'une  unité  franche  à  caufe  du  dernier 
chifre  i.  qui  eft  le  quatrième  dans  2401. 

Dans  la  quatrième  puiftance  ^  la  formule  eft  |^— * 


V 
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4  • 

La  quatrième  puiftance  de  é[.  300.  eft  1Ç74  «^  ^  SC 
celle  diC  fi joi  eft  tfj% >  «tanche  cherchée. 


Lt^nt    «ECOK0.  i^bf 

Dans  la  3^  pfKfTance ,  (bit  encore  msssià^  6c  f  ss  3 
Ton  aura  • 


^^ 


'1/ 


10.  00 wY 


170. 57  «B  i^t«H)ttJ9)- 


ou 


Dans  le  cube  c'cfi: 


qpiarré  t=ai  y  ^^^^  ^y  ^^  i^i  — h  &  ijj 
cberchée. 

Je  dis  que  dans  tout  cube ,  donc  la  première  tranche 
fft  y  ou  au-deâus  jufqu'à  5^9  inclufivement ,  le  premier 
tiers  eft  furpaiTé  au  moins  d'une  unicé  franche  par  le  pre«» 
micr  tiers  du  cube  prochainement  plus  grand. 

Fàr  exemple.  Le  cube  de  577  eft  19t.  xôô.  035.  &  le 
cube  de  578  eft  193.  100.  yyz. 

Le  premier  tiers  à  gauche  du  fécond  cube  193  (urpadc 
le  premier  tiers  191  du  premier  cube  d'une  unité  franch<^ 
ic  ces  deux  cubes  font  les  premiers  &  plus  petits  nombres 

où  cette  diflfcrence  fe  trouve  ,  puifque  "TUT  —  M^l'+î 

vou  5,78— *-,  car  lé  cube  de  y7^==a  I5i.  ioz.975.  dans 
ieq[uei  ce  rapport  ne  fe  trouve  point. 
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L  E  M  M  E.       * 

Eliver  tout  d'un  coup  »n  binôme  quelc$nque  a  ^  b  4  une 
fuijfancc  d^un  deg¥4 quekonque  dont  l'expofantfoit  p. 

-   Pour  démûintreric  Théorème  précédent ,  j'ai  be/oln 
de  ce  Lemme. 

Pour  élever  tout  d'un  coup  un  binôme  quelconque 
4  ^;2  ^  à  une  puiffance  donc  rexpofant  cft  p.  3Sans  paffcr 

par  les  puifTances  inférieures  &:  fans  le  fecoars  de  la  table 
des  puifTances ,  je  me  fers  de  cette  forme  générale , 

4^ ±/4'~' h'  -H ^^~^  4'~* ^" ±1  ^'—"^ff-^^P-  4^—» b\ 


&c.  &:  ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  la  pre- 
mière moitié  des  termes  dans  les  puifTances  impaires ,  ou 
la  plus  grande  moitié.dans  les  puiffances  paites ,  c'eft-à* 

dire ,  jufqu'à  ce  que  4f     ■  b"".  foit  égal  à  4*    ^  *   dans  les 

pùiffances  paires,&  arr^  h^^  dans  les  puifiances  impai- 
res ,  car  alors  on  reprend  dans  un  ordre  contraire  les 
mêmes  multiplicateurs  pour  les  termes  de  la  puî/fancede 
4  quifbnt  également  éloignez  des  deux  extrêmes  4%  &  b\ 
Exemple.  Pour  avoir  la  fcpticme  puiffance  de  4  -+-  b^ 

alors/  =  7.  Il  y  a  huit  termes  dans  cette  puiffance  puit 
qu'il  y  en  a  toujours  un  de  plus  que  (on  expofanty.  Il  faut 
donc  trouver  feulement  quatre  termes  dans  lefquels  ,  je 
fubftituë  7  à  la  place  dej),  &  les  puiffance^  de  7  à  la  pla- 
ce des  puiifances  de  / ,  ce  qui  donne 

1".  i<  3^  4"- 

14^-4-  jA^b^  ^  xia^  b^ --t^  }^4^  bK  pour  former  les 

quatre  derniers  termes /j^écris  les  mêmes  nombres  dans 
un  or^rç  contraire  y  en  même  tems  je  diminue  de  l'unité 
les  pùiffances  de  4  &  j'augmente  de  l'unité  les  puiffaûces 
de  ^ ,  ce  qui  donne 

J^  6^  7^.  8%       &  dernier 

ri-  3J45^+-4- 114*^' -4- 74'^* -i- I6^      terme. 
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Voilà  tous  les.termes  de  la  fepciémc  p^iiflance  de  d'^t^i 

que  Ton  peuc  ranger  de  fuite. 

Les  puiflancesde  4  &:  de  ^  fe  trouvent  facilement^  dans 
le  premier  terme  Texpcfant  de  a  eft  fcul  &  fans  ^ ,  il 
eft  égal  à  Texpofant  7  de  la  puifTance  déûrée  ;  toutes  les 
autres  puiffances  de  a  décroiffent  de  l'unité  d'un  terme  à 
l'autre  jufqu'au  dernier  terme  ou  a  ne  fe  trouve  plus. 

Au  contraire  h  ne  fe  trouve  point  au  premier  terme  ^ 
dans  le  fécond  terme  (on  expofant  eft  i  ^  qui  croît  de 
l'unité  d'un  terme  au  fuivant  jufqu'au  dernier  terme  où  ^  fe 
trouve  feul  ôc  fbn  expofant  eft  égal  à  celui  de  la  puiftance. 

La  difficulté  confifte  à  trouver  les  nombres  qui  multi- 
plient les  termes  moïens  ,  qui  font 

t     P     PP  —  ip     P^ — IPP-^^P     P^  —  6f^  -^iif^  —  6t' 

Or  ces  numérateurs  font  formez  par  la  multiplication 

continuelle  de  i  x/^=/  ,  defxp — r  i  ==// ip ^ 

de//  —  I  x/.— 1 1=5/5  _3//  ^  xp^  de/?— .5/^  ^  i/x/_5 . 

6=?/^  —  tf/'  -+-  11/"^  —  6f. 

Ainfî  les  multiplicateurs/ — x ,/ — x,/ — 3 ,/ — 4,  &c. 
font  h  fuite  des  nombres  naturels. 

Le  multiplié  du  terme  fuivant  eft  toujours  le  terme  pré- 
cédent tout  entier. 

Les  dénominateurs  fe  forment  par  la  multiplication  des 

nombres  pris  dans  la  fuite  naturelle  i  x  ia==i,  ixi=s3a^ 
I  X  1  X  }  =3  6.   ixxx3X4==  Z4.    1x1x3  X4X  y 
■ —  I £o ,  &:c.  ou  firaplement  i.   i  x  1  s==3 1.  2  x  3  =s=:tf. 
éX4==  14*   24X  y  ==:ixo  ,  &c. 

DcmonfiratiQn  du  fécond  Théorème  f»ndamental. 

Si  ^=ci  ,alors  les  termes  moïens  de  la  formule  générale  des 
puiffances  contenues  dans  le  Lemme  précédent  n'aura  plus 
de  ^,  puifque  Tunité  ne  multiplie  point ,  &  cette  formule 

fera  réduite  à  cette  exprêffion  plus  fimple/4'    '  ^^-^—^ 
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4r  '  Sec.  Or ,  afin  que  la  (bmmcdc  fc$  termes  moïcfts, 
c'cft'à-dire ,  la  différence  des  puiiTances  de  4  &  de^-t-i, 
faflc  dans  le  cas  le  plus  fîmplc  qui  foit  pofliblc ,  une  unité 
de  différence  dans  la  pénultième  tranche  proportionelle 
de  la  puiflance  4^  Il  faut  fuppofer  a  exprimé  par  une  feule 
figure  fignificative ,  fui  vie  d'un  nombre  de  zéros  quelcon- 
que i  car  fi  dans  ce  cas  la  puiffance  de  d-^i  excède  d'une 
unité  dans  la  tranche  pénultième  la  puiliance  femblable 
de  di  il  eft  évident  que  dans  tou8  les  nombres  au-defTus , 
la  différence  étant  plus  grande ,  il  y  aura  toujours  plus 
d'une  unité  de  ditférence.  Il  faut  donc  égaler  la  fbmme 
des  termes  moïens  de  d-^i  avec  i o  ^  ou  généralement 
avec  w ,  &  on  iura  Tégaluc  univerfelle  à  réfoudre 

/4'    '  -+-  tLzZt  a\    *  ijLz.z=sim.  Enfuiie  négligeant 

tous  \ts  termes  excepté  le  premier ,  parce  que  ce  font  des 
Infiniment  petits  qui  n'ont  aucun  rapport  fenfible  avec 
ce  premier  terme.    Il  fufBt  donc  d'égaler  /4'"~'  a=8  m. 


ce  qui  donne  4  ZI  k    ^*    comme  nous  Vsivons  trouvé 

ci-de(fus.    Ce  qu'il  falloir  démontrer. 

Remarque.  1^.  Cette  détermination  de  lavaient  de  4, 
eft  la  feule  qui  puiffe  fatisfaire  univerfellement.  Mais  fi 
on  veut  la  déterminer  en  nombres  rationaux  ,  on  trou** 
vera  que  a=^  y  dans  le  quarré,  que  4  ===6  dans  la  troi« 
fiéme  puiffance ,  que  4  ==3  7  dans  la  quatrième  puiffance^ 
&c.  Ce  qui  revient  au  même ,  &  ce  qui  eft  plus  commode 
pour  chaque  cas  particulier. 

Remarque.  %^.  Comme  la  puiffance  eft  toujours  don- 
née ,  &  qu'il  s'agit  d'en  trouver  la  racine  ,  il  fera  plus 
utile  &:  plus  exaâ  de  trouver  direétement  les  limites  de 
cette  première  tranche  proportionelle  ^  car  on  la  trouvera 
i^«  par  cette  formule  générale  X|?s==  zj  dans  la  féconde 
puiffance» 


i« 


L  I T  K  B    s  B  C  O  M  »«  ig- 

%/ ^ W~'  ^  ^ 

.  Par  ccllc-ci  1/  »ooo.  qoq   -^  1/      . 

tes»  ipi-i-  OU  1^3 dans  la  troifiéme  puiffance. 

3**.  Par  ccllc-ci  1/   'QQQo-  0000.  —  fX 

tes  1 574  -f- ,  ou  I  J7y dans  la  quatricflac  pui/Tance» 

4^  Par  celle-ci  j/l2222?  -  i3î74-t-,l3J7y^- 
•ans  la  cîhquiétne  puîffance. 

-Enfin ,  on  Ja  trouvera  généralement  par  cette  formule 


unîvetfclle     .  ^*.  ^.,  ^^       ,.     . 

>   ou  par  celle-ci 


10' 
ou 


'// 
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racine  ^tme  futjptnce  fuelctnque  far  une  Methdf 
flus  coume  que  U  Méthode  ordinaire. 

i«.  Je  divifé  les  chifres  de  la  puiflance  proposée  cil 
traocbes  proporcioncUes ,  comme  il  cife  explique  ci- 

z.».  le  cire  la  racine  approchée  de  la  première  rrancbe 
Kotemenc ,  par  la  Méthode  des  formules  racionclles  cjb- 
^iattéesi  dans  laipcemiéce  (tQàao.  de  ce  livre. 


4o8  Analyse     gekekalb, 

^^.  J 'ajoute  au  numérateur  de  la  fraâion  trouvée  au« 
tant  de  zér&s  que  la  tranche  fuivante  doit  contenir  de 
chifres  dans  la  racine  ,  c'eft*à-dire ,  autant  que  p  ^^—  i 
contient  d'unitez ,  je  divife  ce  numérateur  par  le  déno- 
minateur ;  la  divifion  (impie  donnera  tout  d'un  coup  tous 
les  chifres  de  la  féconde  tranche  en  entiers. 

40.  Je  tire  la  racine  approchée  des  deux  premières 
tranches ,  j'ajoute  au  numérateur  de  la  fraAion  trouvée 
par  cette  opération  ,  autant  de  zéros  que  la  troiûéme 
tranche  proportionelle  doit  contenir  de  chifres  dans  la 
racine ,  c'eft-à-dire  autant  qjaepp ..— — ^  contient  d'unitez, 
enfuite  je  divife  ce  numérateur  par  le  dénominateur  8c 
la  divifion ,  donne  tout  d'un  coup  tous  les  chifres  de  la 
troifîéme  tranche  ,  &  ainfi  de  fuite  jufqu'au  dernier. 

Les  plus  grands  nombres  qui  tombent  dans  la  prati- 
que, nont  que  trois  ou  quatre  tranches  dans  le  quatre 
&  dans  la  troifîéme  puiflance  ^  8c  tout  au  plus  deux 
tranches  dans  les  puifTances  plus  élevées. 

Je  fuppofe  que  la  première  tranche  eft  complette ,  8c 
que  l'approximation  foit  telle  que  l'erreur^  foit  de  moins 
d'une  unité  près  dans  la  puiffance  i  or  il  efè  toujours  fa- 
cile de  donner  cette  forme  à  la  pulfifance  propofée ,  foit 
par  une  fîmple  multiplication ,  foit  en  prenant  un  chifre 
de  plus  pour  racine  de  la  première  tranche ,  lorfqu'on 
ne  veut  point  faire  de  multiplication  ;  foit  enfin  en  ajou- 
tant ou  en  retranchant  quelqu'unité  dans  le  dernier 
chifre  ,  félon  que  l'approximation  eft  en  deflbus  00  en 
deffus. 

Démonjhration  de  cette  Méthode. 

• 

Puifque  la  racine  trouvée  par  les  formules  d'approxi- 
mation contenues  dans  la  première  feâion  ,  diffère  par 
conftrudion  de  moins  d'une  unité  dans  la  puiffance , 
d'avec  la  première  tranche  proportionelle,  8c  que  (cloa 
rhypothéfe  la  puiffance  femblablc   d^in  nombre  pro-^ 

chaincmcn; 


) 
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chaincment  plus  grand  ou  plus  petit ,  difFcrc  de  plus 
d*unc  unité  dans  cette  même  tranche  proportionelle  ,  il 
fuit  de-là  évidemment  que  la  valeur  trouvée  par  la  Mé- 
thode fera  moïcnne  entre  la  racine  exafte  &  celle  qui 
cft  plus  grande  ou  plus  petite  d'une  unité  ,  donc  cette 
valeur  différera  de  moins  d'une  unité  ,  ce  qu'il  falloit 
démontrer. 

Premier  Exemple  four  la  racine  quarrêe. 

Soit  un  nombre  de  fèizc  chifres ,  dont  on  demande  la 
racine  quarrée ,  i**.  Je  divife  ce  nombre  en  quatre  tran- 
ches proportionellcs ,  comme  il  fuit, 

»"•        i^'.  3*.  4*.  tranche. 

51.  .  .  6x.    .  .     1777.  .  ,  00000000. 


x°.  Je  me  fers  de  la  formule  d'approximation  a 

qui  donne  la  racine  trop  grand» ,  ou  bien  de  celle-ci 

—  qui  donne  la  racine  trop  petite ,  ce  qui  fert  à 

me  régler  pour  les  derniers  chifres  du  quotient. 

3«>.  Je  tire  la  racine  approchée  delà  première  tranche 
31  t=aa^^  ^jc'eft  y  «==4,  or  yxy=  iy==4tf, 
*^  3  ' iy  »  refte  6  r=.  b ,  j'ajoute  zéro  à  6 ,  c'eft  60 

Je  double  y  «=:  *  ;  c'eft  i  o  =  z  4  par  lequel  je  di- 
vife 60  y  c'eft  —  ou  ^  ,  le  quotient  cft  6  qui  eft  la  fé- 
conde partie  de  la  racine  renfermée  dans  la  féconde 
tranche ,  finfuite  je  quatre  tf ,  c'eft  éxé=s3é=aB^4 
que  j'ôte  de  la  féconde  tranche  tfa,refte26=:^^  ,  j^C- 
qu'ici  ma  Méthode  s'accorde  avec  l'ancienne:  Voici  ce 
qu'elle  a  de  particulier. 

•    V'  -^  ^^  ^^^^  ^^  j'ajoute  deux  zéros,  c'eft  xèao  que 
je  divifepar  lu  =:  44=  j^xz,  le  quotient  eft  i a 
Analjfe.  y  y 
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qui  eft  la  troifiéme  partie  delà  racine ,  &  il  refte  14 que 
fajoute  aux  deux  premiers  chifres  de  la  troifiéme  tranche 
trf  ^  ce  qui' donne  pour  cette  troiiiéme  tranche  51  77, 
dont  i*ôte  le  quatre  de  z)  qui  eft  519  ^  &  il  refte  464S 
by  auquel  j'ajoute  quatre  zéros ,  ce  qui  donne  4^48. 


6^.  Je  divife  4.64%  00  00.  =  ^par  1114^  s==  2.s^ 
*=3zxj6i3,&  je  prends  le  quotient  4132  pour  la  /^^^.  par- 
tie de  la  racine  renfermée  dans  la  4"^^  tranche,  &lara« 

i'«.  1^.  3^     4^ 
cine  cherchée  eft  y.    6.    13.    4i3f. 

J'ai  extrait  par  cette  Méthode  en  une  après  dîner  la 
racine  quarrée  d'un  nombre  de  64  chifres ,  &  j'ai  trou* 
vé  les  trente«deux  derniers  par  neuf  additions  {impies, 
&  3 1  fouftraâions  fimples  fans  aucuqe  extraâipn  ni  di- 
viûon ,  c'eft  un  paradoxe  ,  mais  il  eft  aifé  d'en  démon- 
trer la  vérité,  j'en  eââçai  d'ahord  d'un  coup  de  plume  les 
31  dernières  figures  comme  inutiles,  ce  qui  abrège  beau^ 
coup  ,  &:  je  divifai  les  trente- deux  chifres  reftaus  en  ûx 
tranches  proportionelles. 

U/dge  de  €€i  Exemple.  Il  fert  à  trouver  le  Logarithme 
du  nombre  9  ,  le  Logarithme  de  l'unité  étant  o.  oooo. 
oooo.  &:  celui  de  xo,  étant  10.  oooo.  oooo.  il  faut  trou- 
ver vingt- fix  nombres  moïens  géométriques  ^  dont  les 
deux  premiers  extrêmes  font  i.  oooo.  000.  &io.oooo« 
€oo.£c  le  premier  moïen  eft  3.  i^zz.  777  qui  eft  trop 
petit  3  c'eft  pourquoi  on  continue  l'opération  dans  la  Mé- 
thode ordinaire  ,  &  on  multiplie  ce  premier  terme  j, 
t€xx.yjj.  par  lo.  oooo.  000.  U.  du  produit  5.  i6x%. 
777»  oooo.  oooo.  il  faut  tirer  la  racine  quarrée,  &  c'eft  ce 
que  nous  venons  de  faire* 

Second  Exemple  four  te  euh. 

Soit  le  cube  propoft  8ij>,  $%^%^6. 

i^.  Je  le  divife  en  deux  tranches,  la  première  a  trois 


.    Livre    secokd,  •  4.1/ 

chifrcs ,  &  la  féconde  ûx  chifres. 

2^.  Je  cherche  la  racine  de  la  première  tranchepar  là 

formule  d'approximation  4  -4 ,^  .  ^  yoc  la  racine  eu* 

bique  de  8 19  eft  p  ==air ,  dont  le  cqbc  eftyzp  ==  ^'  9 
qui  ôtc  de  819,  il  refie  90  s==^. 

30.  Je  multiplie  90  par  ^^  4  par  ^,  ce  qui  donne  4^ 
810,  auquel  j'ajoute  deux  zéros ,  c*eft  8 1  o.  00,  =  4* 


que  je  divifc  par  34*-+-^  ==  1x77.  le  quotient  3  y  eft 
la  féconde  partie  de  la  racine  contenue  dans  la  fccbndc 
tranche,  donc  la  racine  approchée  de  ce  cube  imparfait 

Il  eft  facile  de  le  vérifier  par  la  multiplication  en  éle- 
vant au  cube  cette  racine  9  3  y ,  car  fon  cube  eft  8 17. 400, 
375  ,  qui  étant  ôté  du  cubepropofé  ,il  refte  2584,  881. 

Remarque.  On  doit  toujours  faire  la  preuve  d'une 
rranche  avant  de  pafler  à  celle  qui  fuit ,  mais  on  peut 
négliger  la  preuve  dans  la  dernière  tranche ,  parce  qu'elle 
eft  inutile  dans  les  puiffances  imparfaites  ou  irratio* 
nelles  qui  font  les  plus  fréquentes ,  &  dans  lefquellcs 
il  fuffit  d'avoir  la  racine  à  moins  de  Tunité  près ,  &C 
c'cftccquc  Ton  trouve  toujours  par  les  premières  tran- 
ches en  fe  fervant  de  ^la  première  formule  d'approxi- 
mation. 

Troijitmt  Extmfle.  Soit  le  cube propofé 496.  ^  x6é^% 3 . 
31864,  003  J07. 3tf4io}7.  qui  a  z7(Àifres  ,  8c  dont  la 
racine  doit  avoir  neuf  chifres. 

1^.  Je  le  divife  en  trois  tranches  proportionelles  ,  fa 
première  contient  les  trois  premiers  chifres  de  gauche 
\  droite ,  la  féconde  contient  fix  chifres ,  &  la  troifîème 
contient  dix-huit  chifres  ^  lefquels  je  néglige  entière- 
ment  comme  inutiles  dans  ma  Méthode. 

z<>.  Je  tire  la  racine  cubique  approchée  des  deiix  pre« 
miéres  tranches  comme  dans  l'exemple  précédent^ fuivant 

la  formule  4  -f-  — ^^        ,  ce  qui  donne  pour  les  deux 


4Tt  AnALTSB     GENBUALt^ 

premières  parties  de  la  racine  les  crois  chifres  S,  Stf. 

5FI1.  603.  911. 


}o.  Pour  trouver  les  fîx  derniers  chifres  de  cette  ra- 
cine approchée  ,  j'ajoute  fix  zéros  au  numérateur  de  ta* 
fradion  reftante  5)iz.  603.  ^iz.  ôoo.  000.  &  je  le  di- 
vife  par  fon  dénominateur  zoS/.  549.  39J  ,  je  trouve 
le  quotient  ^^j.  166  pour  la  troifiéme  partie  de  la  ra- 
.  cxnc^qqe  j*écris  après  lès  trois  premiers  chifres  trouvez 
8.  8^  ,  ce  qui  donne  pour  la  racine  cubique  du  nom- 
bre propofé  8.  S6.  457.  î66.çn  nombres  entiers. 

J'ai  priç  ce  nombre  au  hazard  ,  il  eft  un  des  moins  fa- 
vorables qu'on  puiffe  choifir  fur  un  pareil  nombre  de 
chifres ,  on  peut  comparer  dans  cet  exemple  ma  Méthode 
avec  ta  méthode  ordinaire  ,  &  l'expérience  fera  juger 
quelle  eft  celle  qui  mérite  la  préférence  ;  je  pourrois  en- 
core apporter  pour  exemple  Fextraftion  de  ta  racine  cubi«- 
que  d'un  nombre  exprimé  par  8 1  chifres,  où  je  néglige  en* 
tiéremciTt  la  quatrième  tranche  qui  contient  les  54  der- 
niers chifres ,  où  l'avantage  de  ma  Méthode  paroîtra  en- 
core plus  grand;  mais  l'exemple  précédent  fuffit  pour  jau- 
ger de  fes  avantages. 


SECTION    TROISIE'ME. 

Ré/blution.  des   équations   irrationelles  par  Us 

formules  rationelUs 

LEs  équations  rationelles  de  font  qu'une  partie  in#- 
finimenc  petite  dans  la  férié  infinie  des  équations  poC- 
fibles  dans  chaque  cas  particulier ,  cac  entre  deux  homo- 
gènes quelconques  de  deux  équations  confécutives,  il  y  a 
toujours  en  nombres  entiers  autant  d'homogènes  poflîbles 
qu'il  y  a  d'unitez  dans  la  différence  de  ces  deux  homo^^ 


*'• 


gènes.  Par  exemple ,  entre  les  deux  homogènes  conféca^ 
tifs  204  &  309  ,  dont  le  premier  eft  l'homogène  de  z,^ 
100  z,  -h-  L04,  qui  eîï  une  équation  du  fécond  de- 


gré, donc  la  racine  pofîcive  eft  -h  ioz,&:  la  racine  né- 
gative   z ,  &  le  fécond  qui  eft  l'homogène  de  l'équa- 
tion prochaine  ^^==  100  Jt,  -+-  309,  dont  les  racines 
font  -+-  103  ,  & 3  ,  il  y  a  10  j  homogènes  en  nom- 
bres entiers  compris  entre  les  deux ,  parce  que  c'cft  la 
4lifFérence  (  fans  parler  des  fraâions  )  de  Z04  à  3  09  ;  or  cq$ 
I  o  j  homogènes  ont  leurs  racines  plus  grandes  que  «-i*  lo-x 

ic limais  moindres  que  -t-  103,  & 3  ,lefquelles 

racines  ne  différent  que  de  l'unité  ^  par  confèquent  les 
deux  racines  de  ces  105  homogènes  font  irrationelles  ^ 
c^cft  à-dite,  qu'elles  ne  peuvent  s'exprimer  cxaft'ement 
par  aucun  nombre,  foit  entier  foit  rompu  ou  mixte  ,  il 
s'agît  d'en  approcher  par  excès  &  par  défaut  à  l'infini , 
il  eft  évident  qu'on  peut  trouver  une  férié  infinie  de  nom- 
bres qui  donnent  cecte  racine  approchée  de  plus  en  plus 
par  défaut ,  &c  une  autre  férié  de  nombres  qui  donnent 
cette  racine  approchée  de  plus  en  plus  par  excès ,  dételle 
force  que  le  dernier  terme  dans  l'une  &  l'autre  de  ces 
fériés,  qui  eft  l'infiniticme  terme  auquelil  eft  impoffjble 
d^arriver,^donneroit^exa£tement  cette  racine,  s'il  étoit 
poflible  de  le  trouver ,  parce  qu'alors  le  défaut  ou  l'excès' 
icroit  nul. 

Ainfi  comme  il'eft  impoflîble  à  l'efprit  humain  dfe  trou- 
ver l'infinitième  terme  de  ces  fériés,  ce  qu'on  peut  faire 
JLc  mieux  eft  d'en  approcher  continuel lement  par  une 
£01  conftante  &c  égale  fondée  en  démonftration  ,  &  de 
poufler  cette  approximation  auffi  loin  qu'on  voudra  afin^ 
que  Terreur  foit  infeiïfible  T  c'eft  tout  ce  que  l'on  peut 
défirer  fur  cette  matière^  mais  auflî  on  ne  doit  pas  fe  coti*- 
tenter  de  moins». 


/ 


ji  "> 
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RéfolutUn  des  équations  irrationclles fures  &Jimfl€s  dans 

U  fécond  degré. 

Les  équations  irracionclles  pures  &  fîmples^  font  celles 
qui  n'ont  que  deux  termes  ,  &  dont  l'homogène  eft  un 
quarré  irrationel ,  ou  le  produit  de  deux  racines  irratio- 
nelles  ^  comme  cts  équations  font  afTez  femblables  aux 
fécondes  puiffances  irrationclles  ou  imparfaites  du  même 
degré,  leur  réfolution  fe  fait  de  la  mémo  manière  &:  par 
les  mêmes  formules  expliquées  ci^delTus  \  ce  qui  eft  g6« 
néral  pour,  toutes  les  équations  irrationclles  pures  &  (it2i« 
pies  de  tous  les  degrez  fupérieurs  à  l'infini. 

i^^.  Exemfle  font  U  formule  d^affroximation  far  défaut. 

Soit  une  équation  irrationelle^pure  &  fimple  du  fécond 
degré  zr*^=  ^oo. 

i^.  Par  la  première  formule  d'approximation  par  dé* 
faut ,  j'ai  x!-  =s ^  -+-  b=^\^6 -+-  4  ==: zoo. 

x^.  Je  trouve  que  v^e  ==  44  eft  le  quarré  moindre 
contenu  dans  zoo  ^  (a  première  racine  eft  a  s==:  14,  & 
ôtant  1^6  de  zoo ,  le  refte  eft  4  s=ss  h. 

3^  Je  fubftituc  I4î==i  4,&:  4==a^,àlaplaccdcccs 
lettres  dans  la  première  formule  d'approximation  a 

-+-  —  ,  ce  qui  donne  1 4  ^  ^7,  qui  fc  réduit  à  14  -+-  t 

en  divifant  les  deux  termes  de  la  fraûion  par  leur  com-^ 
mun  divifeur  4.  Voilà  la  racine  approchée. 

40.  Pour  avoir  une  troifiéme  racine  plus  approchée  , 
je  me  fers  de  la  féconde   formule  d'approximation 

4^»-t-f    j^^^  1^ qaelle  te  fubfticuë en nonibces les 
valeurs  des  lettres ,  j'ai  une  troilîéme  racine  plus  appro* 


Chée  14  H-   12ii!ill±lî  :==:  14 -4- 5?^^Î^ 


H-+-  ,4ïr^=  H  -f-  ^=  *  >  <^û  diviûnt  les 

deux  termes  de  la  ftaâion  par  leur  commun  divlfeur  i  tf. 
comme  cette  approximation  eft  immenfe ,  dc  que  Terreur 
eft  moindre  qu'aucune  grandeur  fenûble ,  il  eft  inutile 
de  la  poufTer  plus  loin  y  il  fuffit  de  quarrer  cette  valeur 
dcz,,  &  de  fubftituer  cette  valeur  dans  Téquatibn  pro- 
pofêe ,  pour  la  comparer  avec  le  fécond  membre  aoo« 
jrf>.  Pour  quarrer  cette  valeur  de  *,c=;  14  -|-  jf^ 

14 


X    14  -H     ,j8^ 


I^tf 


^91499^ 


100 


il      1  jfSof 


44  ^  14  ^^^ 

ou  bien  ^  il  faut  ajouter  en  une  ibmoie  rentier  ai^ec  là 
fraâ:ion>  ainfi  je  réduis  d'abord  l'entier  14  en  iraâion 
qui  ait  le  même  dénominatenr^eo  multiplant  1 4  pari  3  8é^ 
ce  qui  donne  au  produit  19  4049auqael  j'ajoute  le  numé- 
rateur 197  )  la  fomme  donne  pour  le  numérateur  19601. 


Ainfî  j'ai  la  fraAioa  7-^  à  élever  à  k  féconde  puiT» 

lance. 

14 


5544 
1586 


19404 
197 


19  ^01 
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5^.  Je  quarre  la  valeur  trouvée  de  j& ,  &  je  la  fubfticnë 
dans  réquacion  propofée,  2»^=saa  2.00.  . 


^4 
X  14 


197 
197 


196 


r7£8  3^^9 

138e 


196 


551^  )8809 


138^       ^      191499^     » 


OU  19^  -H  4=a  ICO ,  je  néglige  la  dcrniéjre  fraûion  qui 
cft  infenfible,ainfi  j*ai  z»*==  zoo.  à  crès-peu  de  chofc  près. 
Autrement.  Pour  élever  à  la  féconde  puifTance  la  ra- 
cine approchée  14  -+-  ~^  que  nbus  venons  de  trouver 
par  l'opération  précédente  fur  la  première  formule  d'ap- 
proximation par  défaut ,  je  réduis  i'éncier  en  ù^diion  , 
en  le  multipliant  par  ce  dénominateur;  or  14x138^ 
donne  Z9404 ,  auquel  j'ajoute  le  numérateur  196  ,ce  qui 

donne  la  fradion  i^fîî.  dont  le  quatre  =  îiii2£ilî , 

fcnfuite  je  divife  le  quatre  du  numérateur  par  le  quarré 
du  dénominateur. 

Divifeur       ^  Dividende  ^  3uoti(nt 

19.  10.  99  6)   58.  41.  99.  xo.  I.  /   200   -+-      ip.  10. 9f^* 

10   •  •  •  •   38.  41. 99.  20. 
o  ••••••  •     refte    o  :  i 


Le  Quotient  eft  200 


^  I 


l^ZO^fê 


Ainfi 
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Alnfî  fubdltuanc  ce  quocienc  qui  eft  Ja  valeur  du  quarré 
zz,  dans  rèquacion  propofée  zz,  ==:  200. 

La  Fradion  infcnfible  .  •  .  • 


19 10996 

eft  la  difFèrence  des  deux  membres  de  Téquarion  y  donc 
la  racine  trouvée  1477^  ^^  très-approchée. 

Second ExemfU.  Sur  la  formule  d'approximation  par 
excès  a  A b. 

Soit  encore  t^  ==i  100.  c=  4^—  L 

1^.  Pour  me  fer vir  delà  formule  d'approximation  par 

excès  aa ^,  je  prends  le  quarré  prochain  tzj==^aa^ 

plus  grand  que  Thomogéne  200 ,  fa  racine  eft  1  y  c==  ^ 
or  xij  s=  100  refte zy  =»^,  donc  la  première  ra- 
cine approchée  eft  i  y  ==:  a, 

1^.  Pour  avoir  une  féconde  racine  plus  approchée , 
je  fubftitue  les  valeurs  trouvées  i  y  ==  a  ,  Se  tj  ==  b 
dans  la  première  formule  d'approximation  par  excès  a 

Tl  y  ^^  ^^^  donne  ly  — r-  jz>  ^'^^  ^^  féconde  racine 

approchée  ;  je  Télcve  à  la  féconde  puiffance  pour  la  com- 
parer à  réquation  propofée ,  en  la  fubftituanc  à  la  place 


de  A*. 

r 

mm                          »■ 

«y  — 

IduUifUcation 

X   15  — 

"     JO 

2,iy  — 

375    ^ 

30 

37f' 

30 

-4-  ~ 
^00 

izy  — 

750   ^ 
30 

^00 

ou  tzy  - 

—  ly 

-{«  7t=i  100  < 

T- 


Anâlyfc. 


$M 


4iS  Akaltsb   cimejlali, 

Snhfiitntion. 

«p  ;&  s=a  ioo  ts=3 1  o  o  Hr-  f  i  or  la  difFércnce  des  deux 
membres  de  cette  équation  eft  d'environ  }. 

j^'.  Pour  avoir  une  troifiéme  racine  encore  plus  ap- 
prochée y  je  me  fers  de  la  féconde  formule  d  approxima- 
tion 4 ^^'^H  Mb  ^  ^^?^  laquelle  je  fubfticue  à  la  place 

des  lettres  leurs  valeurs ,  j'ai  i  ç 4x115x15      <m 

^         «xjm  —  4x15x15    ' 

.    -  900x15  —  ^15  HÎOO  —  ^15 

qui  donne  ly ^7„,_,oxi5 -=M 17135—1500 

qui  fc  réduit  a  15 ~  =  ly — =  ^  ,  c'eft 

la  troifîéme  racine  approchée. 

Préfentement  j'élévc  au  quarré  cette  valeur  ,  t£  je 
fubftituë  fon  quarré  dans  Téquation  z^  ==i  100  pour  con- 
noitre  la  différence. 


f7y:o 

y   ...   yii    y 

^1    y 


<    7^y^x    -f   loyotf  tf  y 


^ 


I  .  .  .  •  77y^ 

o  .   •   .  .   i^yo: tf ;  y 

j .  _^  iZI  IdultiflicatiM. 

10&5 


X  ly 


xzy 
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IJUf 


lOlJ 


%6i  so  y^s^^s 


ou  XI  y  —  2  y  1  ==  loo  — ^  i ,  Terreur  par  excès  eft  de 
î ,  &  le  quarré  du  numérateur  &  du  dénominateur  eft 
d'environ  moins  d'une  unité,  ainfi  l'erreur  n'eft  pas  dans 
le  quarré  de  j  ,  par  conféquenc  il  eft  infenfible  dans  la 
racine. 

On  peut  trouver  une  quatrième  racine  encore  plus 
approchée  en  continuant  fin  une  troifiéme  formule  d'ap» 
proximation  ,  &c  ainfi  de  fuite  à  Tinfini, 

Refolution  des  Equations  irrationelles  du  fécond  degré  , 
comfojees  y  ou  affeiiées  de  termes  motens. 

Je  réduis  toutes  les  équations  compofées ,  ou  affeûées 
de  termes  moïens  aux  trois  formules  fuivantes, 

l^.  .  .  z?-  -H  mz,  h" 


^=  o 
z®,   .  .   z,^  —  mz,  y^  ===  o 


j  •   •  •  z»    ■         mz* 

dans  lefquellcs  l'inconnue  eft  z,. 

m  eft  le  nombre  qui  multiplie  Tinconnuë  linéaire ,  qui 
fe  nomme  improprement  le  coefficient. 

h"  eft  rhomogéne ,  ou  le  dernier  terme  de  l'équation , 
fon  expofant  en  chifre  romain  marque  fes  deux  dimeU'* 
fions  éc  non  pas  une  féconde  puiffance. 

l'employé  deux  Méthodes  pour  réfbudre  ces  équa- 
tions. 

La  première  confîfte  à  transformer  d'abord  l'équation 
propoféedans  une  équation  pure  &  fimple  ^^  t==:  ^6'' ,  en 
faifant  évanouir  le  fécond  terme ,  pour  la  réfoudre  com-* 
les  autres  équations  pures  &:  {impies  par  les  formules 

Z0Z,  ij 


\ 


j^io  Amalysb  gbnehalb^ 

générales  pour  trouver  la  valeur  de  j ,  que  Ton  {ubfticuë 
cnfuite  dans  la  valeur  de  ;& ,  ce  qui  donne  fa  valeur  defirée. 
La  féconde  Méthode  confîfte  dans  des  formules  par* 
ciculiéres  pour  opérer  direâemenc  fur  lequation  pro- 
pofee. 

PREMIE'RE     ME'THODE. 

Refondre  far  transformation  &  fuhflitution  les  Equations 
irrationnelles  du  fécond  degré  qui  font  comfofées ,  ou  af 
feâfées  de,  fermes  moïens. 

Premier  Exemple.  Dans  la  première  formulé  du  fécond 
degré  z.^(  •+-  »^z.— —  hf  =,  q.  Soit  l'équation  propofée 
x*^  -4- loozr— 300==  o. 

Prefaràtion.   D'abord  pour  faire  évanoilir  le  fécond 

terme ,  je  fuppofc  a  =s.y 122L  &  z»z,  r=f- î22f 

y  &  fubftituant  cc^  valeurs  à  la  place  de  ;&  & 


100. 00 


de  z,z  dans  l'équation  propofée ,  je  trouve  une  équation 
pure  6c  fimple  qui  n'a  plus  de  fécond  terme  commeil/iiic, 

Subftitution. 


•      • 


-^  *  4 


looa  r==.  •  •  -i-  roq;' 


2 


joas=  ••►•..•  — •  300 
o    •    •    •    •    •    •   -■       o 


Transformée/^    cy  iooi£?  — —  ^ 

— —     300     . 
ce  qui  donne/*  =  ly.  00  -+-  300,  ou/*  =  28.  00; 


C'eft  l'équation  tranformée  où  il  n'y  a  point  de  fécond 
terme.  L'homogène  z8. 00  efl:  un  quarré  irrationel  ce 
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pris  entre  lès  deux  quarrez  prochains  ^  fçavoir ,  le  moin- 
dre 1704  donc  la  racine  eft  ;  x  ^  &  le  plus  grand  xSo^dont 
la  racine eft  y;. 

Donc  la  racine  irracionelle  de  iSoo  eft  plus  grande  que 
52  j  mais  plus  petite  que  53.  Si  je  prendra  moindre  ra- 
cine j2  qui  eft  trop  petite ,  je  me  fervirai  de  la  formule 
d'approximation  par  défaut  aa  -+-  b\  mais  fi  je  prends  la 


racine  5  3  qui  eft  trop  grande ,  je  me  fervirai  de  la  for* 

mule  d'approximation  par  excès  aa h. 

f 

Première  ofêràtion  far  la  formule  ctapfroximafion 

far  défaut  aa-H  b. 


10.  J'ai  fuivant  cette  formule j^^  ===  zt.  00==» 44 
27.  o4-+-9tf,   Donc^s=5^  fi^4=:  52.    Ceft  la 


racine  par  défaut  approchée  à  moins  d'une  unité  près. 

2°,  Pour  trouver  une  féconde  racine  plus  approchée ,  je 
me  fers  de  la  première  formule  d'approximation  par  dé« 

faut  4  *t-  — ,  &  fubftituant  à  la  place  des  lettres  leurs 

Xi»  * 

Il 


valeurs  trouvées ,  j'ai  y  2  -+-  -^  qui  fe  l'éduit  à  y  2.  .  ^^ 
(  en  divifant  les  termes  de  la  fraâion  par  leur  divifeur 
commun  8  )  Voilà  la  fecoisde  racine  plus  approchée. 

Je  relevé  à  la  féconde  puiffance  pour  la  comparer  par 
fubftitution  dans  l'équation  propofee. 


X, 


y2-+-7f-  -fi  3/12^8 


^  '^  ^...117 

27o^  -1-  £if  -4-  iii  7-8 

âli  o  o 


144 


i6r 


Donc  la  difFcrence  entre  les  deux  membres  de  Tégalitr 


4tX  AKALTSBCEMERAtB, 

eu .«{-.  il|  dans  le  quarré,  qui  eft  leur  différence  par  excès« 
Donc  l'erreur  dans  la  racine  eft  de  moins  de  7—. 

3^.  Pour  avoir  une  troifiéme  racine  plus  approchée  ^  je 
fubfticuë  les  valeurs  dc$  lettres  dans  la  féconde  formule 

d^approximatidh  par  défaut  a  -H  4^^'4*^^  ^e  qui  donne 

-^  8xi4o<îo8-h4xyiX96      *  ' 


II.  24.64 +  49P^  11.2p.  8j^.  ^ 

H-  12£î,  qui  donne  enfin  yz  -4-  î£l.  C^cftla  troifiéme 

441}       ^  ^  27(J 

racine  approchée  ou  troifiéme  valeur  de  j'  que  j'élève  au 
quatre  pour  la  fubftituer  dans  1  équation  transformée 
comfneil  fuit. 

5 1484 

178:4 

6  ...  . l6y  6 


iz  8 


y^ 


Xjr      =«  X  yz 


276 
2jr^ 
vj6 


MnltiflicâfiêH 


y  y  ==5       1704 


iJJi*    -i-  ^0?^ 


276  7617* 

I5JJ2 

27^ 


26^24  _.    <?y53* 


Donc  /  =3  ^704  -1-  9é  ==  X  8.  o  o.    Mais  il  y  a  le 
qnarrc  de  lafxaûion  qui  cft  rcxcédcnt,  ^^  qui  eft  h 
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différence  des  deux  membres  de  Téquation ,  que  Ton  pcuc 
diminuer  à  Hnfini  en  continuant  les  approximations. 
4^.  Puifijue  la  troifîcmc  valeur  de  j^cft  jx  -4-  iil',  je 

fubftituë  cete  valeur  dans  1  egalixc  z»  ==^ ~  pour 

trouver  la  valeur  de  z,^  &:  la  fubfiitution  me  donne 


yx  -4-  J77 ~  ce  qui  donne  ;?i  ==: jo-f-^  yr 


X7< 


^   -H  Hl  &  fubftituant  cette  valeur  fie 
fon  quarrCjdans  Téquation  propofcc;2i^  •+-  loox, 300 


t==î  o. 


X  ;&  s 


%$6 

%j6 


Subftitution. 


x*=  4  -i-    2^4.  .j.  ^^55(5 


276  76176 

ou  zs  =  4  H-   3  -4-  I  «  8. 


100  2»  =3  z  -+-  îi^    X    100  =3  lOO^+^Ql^ssaiOi, 
•  »7tf  '^ 

Donc  2S2i  s=a  -f-        8 
100  z»  s==   -4—   2^1 


300         ci=    — •     300, 


==  o        ?==  o.      Les  deux  membres  de 

réquation  font^  égaux ,  donc  la  racine  cft  trouvée  ;  c'eft 
la  petite  racine  dans  cette  opération. 

Sc€ûnde  Opération.    Suivant  la  formule  d'approxima* 
tîon  par  excès  aa ^ ,  i®.  je  prends  dans  Téquation  trand 

formée^*  =^  28.  00 ,  la  racine  5  3  a==  a  du  quatre  pro^ 
chaln  plus  grand  ,  %%.  09  «==44;  donclerefte  9==^, 
fuivant  la  formule  aa b.  J'ai  ainfi  pour  première  ra- 
cine approchée  par  excès  5  3  ===  a. 

zo.  Pour  avoir  une  féconde  racine ,  je  fubftituë  les  va- 
leurs trouvées  des  lettres  dans  la  première  formule  d'ap- 


4M  AnAIYSE     GENERALE, 

proximation  d L. ,  ce  qui  donne  y  5 ^.  Ccft  la 

fccandç  racine  approchée ,  dont  le  quarré  eft  z%.  09  —  ^ 
-.a==  i8*oo — '-fr-  Donc  l'erreur  par  excès  eft 

de  '—  dans  le  quarré  ,  &  par  conféquent  bien  moindre 
dans  la  racine^ 

l^.  Pour  avoir  une  troifiéme  racine  encore  plus  appro- 
chée ,  je  fubfticuë  encorda  valeur  des  lettres  dans  la  troi- 
fiéme formule  d'approximation  par  excès  a 11— zhi.\ 


ce  qui  donne  y  =  î  3 J_l^=  qui  le  rc- 

'*  8  X  1488^7  **- 4x3-3  xp 


duità55 ioTxx4-h8i     _^    ,    /^;"^^  quifc 

iipioi6-t-ipo8  iipzp24    * 


réduit  enfin  àj'  :=  J3  — ":^y  ou  55 jfj.*,  c^eftla 

troifiéme  racine  approchée  y  que  j'élève  au  quarré  pour 
le  fiibfticuer  dans  l'équation  transformée  ,  c'eft  iS.  09 
4411    .        1764     q^J  donne  x8.  09  ,  ou  10  environ 


à  caufe  de  la  deuxième  fraûion  qui  eft  pofitive;  c'eft  donc 


jl8.  op —  9-f.,ou  zi.09 .10 .  Donc  Terreur  dans 

le  quarré  de  la  racine  eft  à  moins  de  Tunlté  ptès^  &  on 
peut  encore  en  approcher  à  Tinfini. 

4^  Subftituant  enfuite  cette  valeur  de jf  dans  Tégalité 

z  :=àj^ -ip ,  on  trouver»  z,  ==:— —  yo  -f-  y  3  —  47H 

ou  ;^  =  3  .^ —  -^  ,   ou  2i  ==  3 jIt;  &  par  la 

fubftitution  la  valeur  de  z» ,  qui  étant  fubftituce  avec  fon 
quarré  dans  l'équation  propolce^^  -H  lop^-i — 300=30, 
on  trouvera  quelle  eft  U  différence  eijtrc  les  deux  merar 
bres  de  l'équation. 


x»z  ==  — •  loo^t  -+-  300 

9~^r+-|=—  ÎOO—  117-^300 

OU  enfin  9  -f-  300  —  ^  =  300.  Les  fraaions  étant 

z,^  -+-  100  ^r.  évaluées  donnent  la 


4ifférencc  qui  n'cft  pas  fcnfible. 

Second 
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Second  Exemple.  Dans  la  fccondc  formule  du  fécond 
degré  z,^ mz. h^'  ==  o.. 

Soie  réquacion  dans  la  féconde  formule  du  fécond  de- 
gré Zr^-—  loor 3oo==o. 

Préparation.  D'abord  je  fais  évanouir  le  fécond  terme 
en  fuppofanc  z,  ==  y  H-  ~ ,  &  fon  quarré  z,z,  ^s=^f' 

Hh-  looy  H-  I5?i?? ,  &  fubftituant  ces  valeurs  à  la  place 

de  ;&  &  de  5ij& ,  dans  l'équation  propoféc ,  je  trouve  Téqua* 
tion  transfprmée  pure  ^  fimple  fans  fecopd  wrme  ^  com- 
vçkç  il  fuit. 


100.00 

4 
100 

300    a=a      .....       ' 300 


loo;2i  ==,.,  — ^   100^ 


O       .       .      .        ....       s==:  O 


Transformée     j^  oj 


100. 00. 


300 


qui  donne  y^  ^-:— zy.oo 300  ==0 

ou  ^^  ===  ly.  00  -+-  300  ===  28.00. 
Voilà  l'équation  transformée  qui  n'a  point  de  fécond  ter» 
me  &:  dans  laquelle  il  faut  trouver  la  racine  quarrée  de 
%%.  00  qui  eft  compris  entre  les  deux  quarrez  parfaits  & 
rationels  ;  fçavoir  \  le  moindre  1704  dont  la  racine  eft 
52^  &  le  plus  grand  prochain  2809  dont  la  racine  eft  5  3 . 
Première  opération^  Par  la  formule  d'approximation 
par  défaut  aa  h-  h  ,  i^*  j'ai  fuivant  cette  formule  j^*' 


28.  00  ==44 -4- ^  ,t=5 1704 -t- 56.  Donc^s=5^ 


A  c=5  2  ;  c'eft  la  première  racine  approchée  à  moins  d'une 
unité  près. 

20.  Pour  trouver  une  féconde  racine  encore  plus  appro- 
chée ^  je  me  fers  de  la  première  formule  d'approximation 
Analyfe.  444 


j^t6  Analtse   cbkerale, 

a  Hh  -^  dans  laquelle  je  fubfticuë  les  valeurs  trouvées 

âc4  6cJ^  j  ce  qui  donne  5  z  *4-  ^  qui  fe  réduit  en  divi- 
fane  les  termes  de  la  fradion  p^ar  leur  commun  divifeur 
S,  à  yx  -+-  tI".  Qeft  la  féconde  racine  approchée.  Je 
l'élevé  à  la  féconde  puifTance  pour  la  fubftituer  dans  Té- 
quation  propofce ,  &  j'ai 


f  1  -H  — 


^704  -H  ^'  -f-  77?  o^  ^704  -+-  9eî  4-  i;||  =;t;^. 
Or  z,j&c==i8. 00.  Donc  Terreur  par  excès  cft  de  ~ 

dans  le  quarré.  Donc  l'erreur  dans  la  racine  eft  de  moins 

de  ~  par  excès. 

3*^.  Pour  trouver  unetroifîéme  racine  plus  approchée  ^ 

je  me  fers  de  la  féconde  formule  d'approximation 


^Msh'^b''  j^^^  laquelle  fubftituanc  à  la  place  des  let- 
très  leurs  valeurs,  j'ai  j ^  -4-  ±^^2^2!t21ll±2l'12l  qui    . 


donne  Cl -t- i±i?iill±£îl«  =  ji -f- i£^  ou  ji 

"^  Il  24  64  <4- 4PPX.  irip8/^ 


îi'iî  =:±=  yz  -4-  î£f  c'eft  la  troificmc  racine  encore 
•441J       ^  ^  ^7^     y 

plus  approchée ,  que  j'èleve  à  la  féconde  puiflance  pour 

la  comparer  avec  Téquation  propofée. 
/  zy6  <    z66i/^  <    96      Divîfion. 


«^ 


17»:  4 
6 .,.,  1^5':  é 

relie    xx    % 


Livre,   s  e  c  o  k  d.  h^z/ 


X  ya 


»7< 


r704 


lîî»»    .!«     ^yyj^ 


»7^  7^17^ 

75176 


27  04 


a5624       f  .    6ff%6 


^6  76176 

00x704  -h  ^tf — —1 — =s  ZZ ^ÎQQ 

'  10640  10640 

4''.  Je  remarque  dans  y  x  Hh  î^t»!!»  ^^  ^^^  ^^^*  ^^^* 
mes  de  la  fraâion  fe  peuvent  xedukea  77  ,x:ar  Timce- 
cèdent  a  pour  divifeur  exaâi2,&  le  confeqncnt on  dé- 
nominateur fe  divife aufli  exadement  par  i j»  aiofi  j*ai 

D'abord  je  fubftituë  cette  valeur  dans  Téquation  dm*» 
ple2i==7-H  ~,  ce  qui  donne  li  =s*  ipi-|-  jj,dont 
le  quatre  ;&;&  ==  104. 04  -4-  -^^  -f-  i|j ,  qui  fe  réduit  à 
104.  04  -H  188  -4-  ~ ,  endivifant  la  féconde  fraâion 


par  (on  dénominateur  13  >  ce  qui  me  donne  105.  5 r. 


50.  Je  fubftituë  ces  valeurs  en  nombres  de  4^  &  de^;» 
en  leurs  places  dans  l'équation  propofce  ZiZ»  =?»  loc  x 
3  00,  ce  qui  donne 


z^z,  ==  100  ;&  -4-  300 
loy.^x  Hf-775  =====:ioz.5i-+-500s==sioj.^l. 


/  13    {  ^448  -f  i58 


«<«i 


11:4 
%    1.0  4 

1    4:S 
S  104 


/M4  ^' 


4^*.  Analyse   générale^ 

La  différence  des  deux  membres  de  cette  équation  efl: 
donc  -H-  tH  ,  c*cft  Terreur  dans  le  quatre  ,  donc  Ter- 
reur dans  la  racine  approchée  efl:  moindre  que  ^  par 
excès.  ^     - 

Opération 

loo  z,  =  loz  H-  77 


X    lOO 


loi.     GO. 

9^ 


t loo    /    ^  '#        \ 


donc 

loo  z.  ==  ICI.    9z 


iioo 


•   . 


•   •   •  • 


"7 
4 


Z.  S3=3  Ï04  -f-  "Jf 


J         I 


X   »^^     ^  .        t        «»14    _  /^    14*4 


^      ==5   104.   04 


1114 
1) 


jc^  =  104.  04  -4-  ^  (  188  H-  ) 


donc^^  =  ioy.  92  -H  ttI 


144 

1er 


On  peut  encore  continuer  Tapproximaciôn  à  Tinfinî  , 
en  fe  fervant  d'autres  formules  d'approximation  tirées 
des  principes  que  nous  avons  établi  dans  la  première 
Scûion  de  ce  livre.  ,    ,     . 


LiyiL£    SECOND^  42.9 

'  Seconde  opération.  Suivant  la  formule  d'approxima- 
cion  par  excès  a  a — b ,  i  o.  j'ai  fuivanc  cette  formule  dans 

réquation  propofée  réduite j^*^  =  28.  00,  ==  aa b 

s==x8o9,  oii^== 9.  donc  ^==53.    Ccft  lapre* 

miére  racine  approchée  par  excès  à  moins  d'une  unité, 
près. 

i^.  Pour  avoir  une  féconde  racine  plus  approchée ,  je 
me  fers  de  la  première  formule  d'approximation  par  ex- 
cès a  — -  i-  &  fubftituant  à  la  place  des  lettres  leurs  va- 

leurs ,  j'ai  y  5  — •  ~ ,  c'eft  la  féconde  racine  approchée. 
Je  relevé  au  quarré  pour  la  comparer  avec  l'équa- 
tion pure  &  fimple  réduite. 


Î3 


9 

9 
106 


z8.  09  — 

4-77 
l^6 

\       •■ 

■       m  X 

477 

to< 

x8.  09  — 

106     » 

SI 

m  3< 

ou  28op- 

—  9  = 

=  28oo-i 

ces  dans  le  quarré. 

{  "^  {  ^^4  { 


Tfl ,  voilà  l'erreur  par  cx- 


9J4 
<    Si    <    11x^6  <    158 

I  ...       81 

3Ï-Î 
3   .  .  .  X4    3 

70  :  tf 

S  «  •  •  ^4   o 

4 


if^^  //jr 


^j.o  Analyse    g  b  n  e  r  a  t  ê", 

s  o  Préfentcment  poor  avoir  une  troifieme  tacine  en- 
core  plus  approchée  ,  que  les  deux  précédentes ,  je  me 
fers  de  la  ièconde  formule  d'approximation  par  excès , 

^  .-._  l^ïli^dlil    dans  laquelle  je  fubftltuc  les  valeurs 

&  des  lettres  aSc  B  8c  àc  leur  puifTances  trouvées  dans 
les  opératioas  précédentes  ,  &  la  fubftitution  de  leurs 

valeurs  donne  jj — gx.48877-h4x«x„ 


qui  donne  s 5  x„xo.*-m,o»  ^==  î ? ^ÎTIJi; 


î  5  j964tf  5*  5  H^^  ^  5  4«57  ' 

la  troifieme  racine  approchée ,  que  j'élève  au  quarré  pour 
la  comparer  par  fubftitution dans  l'équation ^^»z8oo» 

41 


Î3- 


4i$7 
41)7 


z8.  o^         ^  •+-  171147^^ 


4137 


Ao.  09  —     ^jj^  -r*    171147^^ 

ou  z8o9 10  -H  ou  x8o9  —  9  +"  «=J'  >  ^^^ft  la 

troifieme  racine  approchée. 

4^.  Enfuite  pour  avoir  la  valeur  de  as  &  4e  x^  dans 
réquation  je  fubftituc  d'abord  cette  vateur  de  jr  que  je 
viens  de  trouver  dans  l'égalité  fimple  z  =3  j^  ^ —  i^ , 
ce 'qui  donne  z.  ==:  yo  -4-  yj  —  ~> ,  ou  a  s=^  105 


Pareillement  pour  fubftituet  cette  valeur  en  la  place 
de  z"-  dans  l'équation  propofée  ,  j'élève  au  quarré  cette 
valeur  trouvée ,  comme  il  fuit» 


L  I  V  m  1    s  1  c  o  K  p.  43 1 

691 


z, 


^  =^10609 ^'^'•^ ^~^^,  on  f:,^^=^  10609 10$ 


I  environ. 


or  z,^  =  10609 108  -+-  f  y  donc  z,^  ==S5  loy.  or 


6 

I00J&=:ï0OXIO3 ~  Œ=siOi.OO— (  ^^^^  ) 

101.  005  or  101. 00 -f"  300==  loyoo  . 


Suhfiituiiûn. 


Z,Z,  ==:    100   Z,     -t-  300 

ouio5'.oi -l-|=  loi.  00 -+- 300==:  loy.oo. 

La  différence  dans  le  quarré  cft  i  -i- 1  environ,  mais  oa 

peut  la  diminuer  en  concimianc  Tapproximation  à  TinfinL 

Dans  Utroijiéme formule  des  équations  du  fécond  degré. 

5:.*-+-  ioo;&— -  3oo==o,  ouz.^==iooz.— — 300^ 


comme  clleeftprefquefcmblabîe  à  la  première  formule, 
cela  me  difpcnfe  d'encrer  dans  le  détail  de  Fopératioa 
qui  eft  la  même. 

}'ai  par  les  formules  d'approximation  par  défaut 

z,z^  ==  100  z. joo 

8     s==  ipx    -^—  300 
£c  par  les  formules  d'approximation  par  cxcè^je  trottv* 
—  z^  ==  100  2»  —  300 

• 5  c=:^  ts  I 3  00.  avec  une  différence  infenfibic  qui 

réfulre  de  Tévaluacion  des  fraûions  ,  que  je  néglige 
pour  abréger. 

faraliele  de  raffroximation  fur  un  même  exemple  dans 
les  trois  formules  des  équations  du  fécond  degré* 

Dans  le  rcfultat  je  néglige  les  fraâions  qui  font  itkm 
£enfibles. 


45^  Analyse     générale, 

lo.  Dans  la  première  formule  Zj^  —J-  \ooz»  s==:  500. 

la  première  opération  donne  8   -^-   zjx   ==  300. 

la  féconde  opération  donne        9  -i-   291  ==  500. 
io.  Dans  la  féconde  formule  z^  «=3  100  a^  -+-  300. 

la  première  opération  donne  loyjz  £=?  loifz  -+-  300 

la  féconde  opération  donne  105.  01  -+-  |  =  loz.  00 

HH-  300, 

3°.  Danslatroifiéme  formule  — — 2»^s=îiooz» 300. 

la  première  opération  donne 8==29x 300 

la  féconde  opération  donne 9=  191  •^—  300. 

Ces  équations  irrationelles  font  contenues  dans  Tinter- 
val  des  deux  équations  rationelles  ;  fçavoir ,  réquatlon 
z,^  -4-  100 z,  ==  X04,  dont  les  racines  font  z,  -i-  loz 
o ,  &  2» z  ==  o,&  réquation  z,^  -4-  1 00  j?i  ==  309 


dont  les  racines  font  z,  -4-  103  ==  o ,  z,  —  3  c=  o. 
z,  ~t-    loi  =  o 


X   i&  i  ==   o 


z^  -t-    102,  ;i  —  X04 
2  ;& 


z,^  —h-    100  z.  204 


z*  -i-    103  ==  o 
X  z,  3  ==  o 


z,^  -+-    103   z,  309 

3  ^ 


«.^   —h-    100   z,  309 


z,  xo<,  ==  o 

X  z,   -4-         2   ==   o 


•mi-mm 


z^.  —   lox  ;&  •  204 


H 

-        X  z. 

;&^  - 

—   100  z>  - 

—  204  = 

=  0 

>     «        * 
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lOJ      =5     O 


z,z,  103   z,  309  = 

3   ^ 


z,^  100  z,  305^ 


Z»     -+-     102    ==    O 

X  Z,  H-        i  ==!  o 


2    z»     -+-      204    =2    o 


z»*   —H    104  z.   -4-    204 


;&    H-    103   K 
X  ;&    •^-        3 


;&*  -4-    103  2.  —h-    309 

3   ^ 


5:»^   H-    lod  ;&   H-    309  ==  o. 

Réfolution  des  équations  irrationelles  du  troifiéme  degré 
pures  drjîmfles^par  les  formules  d'approximation. 

Dans  les  équations  pures  ic  fimplcs  du  troifiéme  dc- 
gré,comme z^  =  i oo*  000==:  a^^b , dont  Thomogéne 
n'eft  pas  un  cube  parfait^mais  imparfait  compris  entre  les 
deux  cubes  parfaits  prochains  ;  fçavoir  j  le  moindre  973  3  6 
=345  dont  la  racine  eft  46  :i==  4,  qui  étant  ôtée  de  Thomo* 
gcne  propofée  ==5  a^  -4—  ^,  il  refte  -+-  bs::^=s:%66^\  Se 
entre  le  cube  plus  grand  103.  823  ==45,  dont  la  racine 
cft  47  ==  4,  dont  ayant  ôté  Thomogcne ,  la  différence  cil 
j.  813  == — ^  ^.  - 

Donc  la  racine  z  du  cube  imparfait  propofc  cft  plus 
grande  que  46 ,  &:  plus  petite  que  47. 

Soit  z,^  ==3  100.  donc  ;s;  >  4,  dont  le  cube  ==5  ^4 

jinalyfe.  bbh 


434  Amaltsb    aïKi&ÀLE, 

qui  cft  trop  petit  de  5  ^  »  mais  Toit  z.  £=s  f  ,  Ton  cube 

=aiz5  qui  excède  iQodexj. 

Ircmiérc  ofératian  far  U  formule  d^àffrùximâtion  far 
défaut  four  la  ractne  a  •+•  '   3   .  ^  • 

1^.  Suivant  cette  formule^  foitA'  «==:  ioo=ss4)  -^  ^ 

La  première  racine  cubique  approchée  par  défaut  eft 
4  s==:  4&  ^==30. 

2^«  Subfticuant  ces  valeurs  dans  la  première  formule 
approxttuation  4  -4-  ■    3  .■^- ,  )*ai  4 


donne  4  -H  •-— —  >  ou  4  -f-  ^  •  &  réduifant  les  deux 

termes  de  la  fraâion  à  leur  plus  ûmple  exprei&on  y  j'ai 
4-+-  7;,  c'eft  la  féconde  racine  plus  approchée. 

x^.  J'élève  cette  racine  à  la  troifième  puiflance  pour 
ja  fubfticuer  dans  l'équation  propofée  ,  &  la  comparer 
comme  il  fuit ,  d'abord  je  réduis  l'entier  avec  la  frac* 
tion  4  -H  \^  dans  une  (èule  fra£tion  ff ,  multipliant  ren- 
tier par  le  dénominateur  i^^&  ajoutant  le  numérateur  xz 
au  produit. 

ÉT  ^8147^'  ,      *4îi 


Or  le  cube  de  ~=c  — -^^=99-4-  4^  ,  lequel  ne 


du  cube  propofc  100^  que  de  ^^  ,ce  qtii  donne 
une  racine  très»approchée. 

5^,  Mais  fi  l'on  veut  une  troifième  racine  encore  plus 
^prochée  y  il  faut  fubftituer  les  valeurs  trouvées  ci-- 
dedus  en  la  place  des  lettres  dans  la  féconde  for  mule /ùi- 

vante ,  ^      ,      ^  qui  donne  *     ^  ._>  -  =  ^  ^ 


ce  qui  donne     ^     ^  


5.-' 


ï,  enfuite  fuppofer  la  féconde  racine  trouvée 
==5r  ,  &:  fubftituer  ces  valeurs  dans  la 


f 


I 


L  1  ▼  H.  B      s  1  €  O  N  D.    ..  4^.y. 

féconde  formule  d'approximflcioAda  uoificme4cgré  par 

défaut  r  Ht i— ,  qui  peut  auffi  ctre^  exptimcc  d'une 

manière  abrégée  par  les  ièuls^  lettres  4  &:  ^  ^  en  rcdui- 
fant  le  numérateur  Se  le  dénominateur  à  leur  plus  (impie 
exprefficuL 

On  peut  de  même  continuer  l'approximation  à  Tinfini, 
mais  cette  féconde  efl:  immenfe ,  ainfî  elle  fuffit  dans  la 
pratique. 

Seconde  ofératiên  ^fuivant  la  formule  d'approximation 

par  exch  a ,  ;*%  y. 

■  • 

1°.  Soit  si}=  100==://'— .^is=  iiy— ^ly  ,donc 
a==s  j ,  c'cft  la  première  raciûe  approchée  pac  excès ,  & 

—  ^== zy 

x^.  Pour  avoir  une  féconde  racine  plus  approchée,  je 
fubftitue  les  valeurs  trouvées  de  4  &  I  dans  la  première 

formule  d'approximation  par  excès  4"— *•     \^X>  ^'^^ 

î  X 15  \l$  uy 


/^  qui  fe  réduit  enfin  à  4  -4-  ^,c'c!ft  la  féconde  ra- 
cine  plus  approchée. 

30.  Je  cube  cette  racine  4  -f-  1^,  fon  cube  cû  100  , 
-f-  ^7i  ,  qui  approche  davantage  par  excès  que  l'ap- 
proximation par  défaut  4  HH  «7  trovivée  dans  la  pre- 
mière opération. 

Parallèle  des  deux  apfroximaiioHs. 


L'approximation  par  défaut  4  -^  '^^  doiine  î| ,  qui 
ctâtnt  réduite  en  piartie  décimale  par  l'opéraifion  fui- 

vante  donne  au  quotient  a  »:  4  :  ^^^^ 


L'approximation  par  excès 4  H-  redonne  Inquiétant 

bhb  ij 


^2tf  Analyse    genie-alb, 

réduite  en  parties  décimales  comme  il 

4  •    lOOOO 


,  donne 


Vivifeur. 
19 


{ 


Dividende. 
88  : oooo 


{.^otient. 
4:  tfj.iy. 


8 


i«« 


3 


76 

lz:o 

II   4 
6:0 

•     J 


7 

5  *^ 
I  ^ 
I  I 

►    9 


8 

Divijeur. 
14- 


I    y  :o 
I    y    » 


{ 


€    . 


%    é 


S    . 


Dividende. 
6f :oooo 

5:  o 
8  4 

4:0- 
I    2:0 

.     .      I    I    X 


f  Quotient. 

\  4: 64.  z8.  y 


8:0 


Or  cette  dernière  donne  on  quotient  x-  ==  4 


|0     > 


&c.  qui  eft  beaucoup  plus  approche  par  excès  que  le  pré- 
cèdent  ;6=^4  -H  H  ,  ôic.  n^eft  approché  par  défaut. 
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Refolution  des  éqnations  irrationelles  d»  troijîéme  degré 

affectées  de  termes  motens. 

Régie  générale.  Par  la  différence  des  deux  fommes  al^ 
ternativcs. 

Exemple,  i^.  Soit  x^  ==3-  00.  oox— '  i.  000.  000, 
j*ai  par  cranfpofition  3.  00.  00  x==  i.  000.  000.— —x^ 
donc  5.  00.  oox  >  i.ooo.  ooo. 

D'ailleurs  ;^  >  3  3,  car  3  3  =  3^.^37.  qui  eft  moin» 
dre  que  i.  ooo.  ooo.  la  différence  ell  ^6. 40.  ^3. 

De  même  x  >  34,  car  134  t=39,304*maisx<3y, 

car  3  5  ==41.  875  qui  furpafTe  3.00.00X. 

C'eft  pourquoi  fuivant  la  régie  générale  expliquée  dans 
la  première  Sedion  de  ce  livre,  je  fuppofe  x  =-^-+-j<, 
c'eft-à-dire,  ===  17  -H  y  ,  je  fubflicue  cette  valeur  à  la 
place  de  X,  &  Ton  cube  à  la  place  de  x^  dans  Téquation 
propofcc  ,  ce  qui  donne  la  transformée  y"^  -f-  ^lyy 
^+'  867^-4-  4913==  3,00.  ooj' 49.  00.  oo* 

Je  fais  deux  équations  des  deux  fon;imes  alternatives^ 
la  première  compofée  des  termes  impairs ,  la  féconde 
compofée  àz^  termes  pairs ,  &  j'ai 

1^^5-t-  867^^=15000^ 245.000. 

z°.  ^lyy  H-  4^13  ==  15000^  —  245.000. 
dans  lefquelles  le  fécond  membre  eft  la  moitié  du  fe-* 
cond  membre  de  l'équation  transformée  3.  oo.ooooj 
49.  00.  00. 

30.  Pour  trouver  la  valeur  de^  ,je  peux  mefervirde 
i'une  ou  Tautrc  de  ces  deux  égalitcz.  ]e  me  fers  ici  de  la 

première ,  y"^  -4-  867^  «=  1 5000  j/ 245  000 ,  j'ai  par 

tranfpofîtion^'  =  i  5^000^ 8^77 ^45-  000  ,  qui 

donne  par  fouftraftion  j'^ 141337=245.000. 

D'où  je  tire  la  valeur  de  7:=  17 1LÎLI±J:  donc  x  c=:  34 

*  -^         '   75.11.17.  •*" 

■^'^^'^^'^^-  fuivant  la  Méthode  des  Problèmes  plus  que  do- 
7J,  11.17.  *        ^ 


4}S  Analtsb    ceneraie, 

terminez ,  enfuice  je  fubfticue  cette  valeur  &  fon  cube 
dans  l'équation  propofée ,  la  fubftitution  donne  rhomo- 
gène  propofé  à  moins  d'une  unité  près. 

Subfiitution. 


300.  ooxsssa  I.  041.  S88. 
xî  =:     41.  888. 


7JI.117I 


c=   ....    I.  OOO.    000 

Aulieu  qu'en  fuppofant 

x 6=  5 4,  je  trouve  C  Ecx=J3y 

3.00.00x5=51.010.000.^  .  3.  oo.ooxsss  i.ojo.  ooo* 

—  x^=3  — 39*  304  C  — x's=s  —  41.  87^ 


La  différence cft — 19  3^4^  LadiflFèrcnce  eft  -4-07.  iiy, 
par  défaut.  ^     par  excès. 

Remarque  première.  Il  cft  facile  de  résoudre  toutes  les 
équations  du  troifîéme  degré  &  des  autres  plus  élevées , 
lorfqu'elles  font  affeâées  de  termes  moïens  en  lestranf- 
formant  d'abord  dans  des  équations  pures  &  fimples  ^ 
a^  ^b  pour  faire  évanoîiir  le  fécond  terme  ,  & 


fubftituant  enfuite  la  raleut  de  la  nouvelle  inconnue  &  de 
fes  puiffances  dans  l'équation  propofée ,  pourvu  qu'elles 
fie  renferment  point  d'imaginaires^  Mais  loriqu'il  y  a 
des  imaginaires ,  on  fe  fervira  de  la  Remarque  troifîéme. 

Remarque  féconde.  Dans  r£xemple  précèdent  on  peut 
tirer  de  Tégalité  de  la  féconde  fomme  alternative  yij^ 
-+-  49  1 3  ==»  5.  ooooj'  —  49, 00. 00.  Une  valeur  irra^ 
tionnelledejr  du  fécond  degré ,  qui  pourra  être  exprinaec 
par  le  cercle  &  la  ligne  droite  ,  dont  on  peut  tirer  dos 
conftruâions  très*approchées  &  commodes  pour  la  pra« 
tique ,  pour  la  trifeftion  de  l'angle  ,  la  duplication  du 
cube  y  par  une  Méthode  très^générale. 

Remarque  troijiéme.  Dans  les  Equations  fort  élevées  & 
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a£Fe£ibees  de  termes  moïens  ;  il  eft  toujours  plus  commode 
de  (e  fervir  de  la  formule  générale ,  que  des  formules  par- 
ticulières. Cependant  nous  mettrons  ici  quelques  for. 
mules  particulières  qui  (e  tirent  facilement  de  la  formule 
générale  ci-defTus. 

Pour  réquation  z,^  ==s:fz, ^  ,  la  formule  irratio^ 

ncUe  pour  la  racine  eft  z,  ==  7  a  -i-  JL 

1/ 2L i^":^"'— ^^^^'oubien^^^  \  s 

Mais  la  formule  rationclle  de  la  racine  eft , 

Il«4H-l//> 6  À^  f -"^  é  a  q 

Cette  formule  eft  générale  &  s*écend  même  au  cas  ir- 
réduftibic ,  &  renferme  les  équations  qui  ont  des  racines 
réelles  èc  celles  qui  ont  des  racines  imaginaires. 

Pour  réquation  ;&5  z=s=ijpz»  -♦-  ^,  dans  lecasirréduc^ 

tible ,  la  première  racine  eft  i& = f/  -4-  y^  ^  ^^  -^  i-^ , 

€^ui  approche  par  excès  à  ^^  ou   environ  dans  les  cas 
les  moins  favorables. 

La  féconde  racine  eft  z,  =  7  /  -f-  ^r    1  pp  ^^^LZI4. 

qui  approche  à  — i —  ,  ou  environ  par  défaut.  2£  on 
•^       *  '^  1.00.00 

peut  continuer  de  même  pour  en  approcher  à  Tinfîni. 

Exemple.  Soit  ;&^==7y69  z»  -H  240903  ,  o\xp  racine 
approchée  ==87,  on  trouve  Zr==f  8  -+- V^^|^r=  looy 
qui  eft  un  peu  trop  grande  5  mais  c*cft  le  nombre  entier 
qui  en  approche  le  plus ,  ce  qui  fuffit  pour  la  pratique.   . 

Mais  fi  on  veut  en  approchef  indéfiniment  plus  ,  on 
trouve  par  la  féconde  formule  d'approximation  z,  s=  y  8 

^-ii  de  telle  forte  aue  fi  on  fe  iertde  ces  deo- 
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nicres  formules  pour  avoir  les  racines  approchées  en 
nombres  enciers ,  &  des  formules  d'approximation  pré- 
cédences  pour  approcher  en  fraûion  ,  il  n'y  a  (point 
d'équation  qu'on  ne  puifTe  réfoudre  avec  toute  la  précis 
fion  poffible. 

• 

Formules  générales  foar  le  ttêijîéme  degré. 

Soit  1  égalité  ou  Têquation  z,"^  ==  a^  -+^6  y\z  formule 
générale  rationelle  de  la  première  racine  eft  4  +  '   3^    /■ 

Formules  générales  four  le  quatrième  degré. 


Soit  réquation  z»^  =^  a^  -J-  b ,  &:  foit  %a^  -t-  3  ^  =^c , 
foit  aufli  c  -f-  3  h  c=±  d^  on  trouvera  pour  la  formulera* 


tionelle  de  la  première  racine  z,  ==  a  -+-        '^^^ 
Formules  générales  four  le  cinquième  degré. 


Soit  l'équation  z,^  ==  4*  -f-  b  ^  &  foit  5-4*  s=r,  on 
trouvera  pour  la  formule  rationelle  de  la  première  racine 

"^!''_^y^\'^J''^',  ,  &  pour  la  racine  irratio. 


nelle2.s=i4-+.^^— -— ï — 

Remarque  quatrième.  Par  Tégaliré  de  la  (econde  (bmme 
alternative ,  on  pourra  réduire  toutes  les  égalitez  pures 
&  (impies  du  feptiéme  degré  au  troifiéme  ^  hL  celles  du  on- 
zième au  cinquième ,  &c. 

Remarque  cinquième.  Les  formules  du  troifiéme  degré 
font  plus  compofècs  que  celles  du  fécond,  &  celles  du 
quatrième  degré  plus  compofèes  que  celles  du  troiGéme, 
&  ain(i  de  fuite ,  car  il  eft  impoifible  que  cela  foit  autre- 
menti  mais  aufli  elles  approchent  toujours  davantage  à 

mefure 
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tnefure  qu'elles  fônc  plus  élevéeS|  par  le  premier  corollaire 
du  Théorème  fondamental. 

Remarque  Jixiéme.  Il  eft  évident  que  dès  qu'une  racine 
cft  exprimée  univerfcllement  par  une  formule  d'un  degré 
inférieur  à  l'expofant  du  degré  de  (on  équation ,  &  dont 
lesexpofans  font  des  nombres  premiers  entr'èu;!;;  on  peut 
toujours  exprimer  cette  même  racine  d'une  manière  ap- 
prochée par  une  égalité  du  premier  degré  ^  comme  dans 
rexcmple  précédent,  l'équation  du  j^c.  degré  fe  réduit 
à  une  formule  du  fécond  degré ,  ou  compofée  du  fécond 
degré  ;  c'eft  pourquoi  elle  pourra  toujours  être  réduite , 
à  une  formule  univerfelle  du  premier  degré  moins  appro- 
chée ;  mais  les  puiiïancesde/^  &:  q ,  montent  fi  haut  qu'elle 
n'eft  pas  praticable.  Ainfî  cette  vérité  qui  réduiroit  les 
égalitez  aux  premier  degré  &  à  la  (impie  divi(ion ,  n'cfl: 
belle  que  dans  la  théorie ,  &:  ne  peut  s'étendre  univerfel- 
lementàla  pratique  ^  comme  on  pourra  s'en  convaincre 
par  l'expérience» 

COROLLAIRE     GPNE'RAL. 

Tour  continuer  i  P infini  l'approximation  des  Racines  irra^ 
tionelles  des  Equations  &  des  fuijfances  imparfaites  de 
tous  les  degrez». 

En  général.  Dans  toute  équation  d'un  degré  quelcon« 

3ue  qui  a  des  racines  irrationellcs  ;  après  avoir  trouvé 
eux  valeurs  approchées  en  nombres  entiers  pour  chacune 
des  racines  ,  l'une  par  défaut  &  l'autre  par  excès  ;  on 
pourra  transformer  cette  racine  irrationelle  en  quatre 
fériés  infinies  primitives  &  fondamentales  fondées  fur 
deux  formules  exemplaires  tirées  ,  Tune  de  la  racine 
approchée  par  excès  &  l'autre  par  défaut  y  chacune  de  ces 
feries  contient  la  valeur  approchée  de  la  racine  irra- 
tionelle cherchée  ;  mais  la  meilleure  de  ces  quatre  (eries 
donne  toujours  une  approximation  plus  prompte  &  plus 
Analyfe.  ccç 
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grande.  Comme  ces  (eries  demandent  un  grand  détail^j'en 
fais  le  fujecde  la  Sedion  fuivance.  On  y  trouvera  le  moyen 
de-crans£brmer  en  fériés  rationellcs  infinies  les  racines. 


■•  « 


SECTION  QUATRIE'ME. 

Seconde  Méthode  nouvelle. 

Pour  re/oudre  les  Equations  irrationelles  g^  les 
puijfances  imparfaites  de  tous  les  dtffrex.à  t infini^ 
par  des  Jeries  rationnelles  infinies ,  les  plus 
promtes^  les  plus  convergentes  quifiit pojible. 

Oh  nowveau  calcul  différentiel  &  intégral  réduit  à,  l^ex^ 
freffxan  fenfibU  des  nombres  naturels. 

L'Ufagc  de  cette  Méthode  s*ctend  dans  toute  TAna- 
ly^^  générale ,  &  dans  tout  ce  qui  regarde  les  lignes 
courbes ,  puifqu'dle  renferme  tous  \cs  problèmes  où  J'in- 
connuë  a  des  valeurs  irrationelles  qui  ne  peuvent  s'expri-- 
mer  exaûementen  nombres^  S^  fur  toutes  les  équations 
te  les  puiflances  dont  les  racines  font  irrationelles  ;  ce  qui 
comprend   les  équations  affeârées  de  termes  moyens  , 
comme  celles  qui  font  pures  &  (impies'^  car  on  peut  tou- 
jours réduire  ou  transformer  les  équations  afFcâées  à  des 
équations  pures  &:  fimples  en  faifant  évanouir  le  fécond 
terme  par  les  Méthodes  connues  y  en  fuppofant  rincon^- 
nue  X  ==57  ttl  7  3  ^*i  j^  fuppofe  a  ==  au  ceefficient  an  fé- 
cond terme ,  &  l'expofant  ^  égal  à  celui  de  réquation 
donnée  ;  ce  qui  eft  général  pour  les  équations  de  tousle^ 
degrez  où  il  n'y  a  que  trois  termes  ;  le  figne  ^  cft  tou- 
jours contraire  à  celui  qui  précède  le  cœf&cient  de  Téqua- 
tion  propofée ,  que  je  fuppofe  égalée  à  zéro  ,  car  la  fubfti- 
cution  fait  évanouir  le  fécond  terme. 


Apres  cecte  préparation  on  crouvarot  les  racines* kra- 
tionelies  de  ces  équations  pures  &fimpleS)  comme  celles 
des  puiflancei  imparfaites  de  par  la  même  Méthode. 

Cette  Méthode  confifte  à  exprimer  toute  racine  irra* 
tionelle  propofee  ou  par  deux  fériés ,  Tun^  par  €KC€&  Va\u 
tre  par  défaut  ou  par  une  feule  férié  infinie  de  termes  qui 
expriment  ùl  valeur  alternativement  par  excès  &  par  dé- 
plut y  c'eft-à-dire  par  une  fuite  de  fraâions  qui  approchent 
continuellement  de  la  valeur  défirée  à  Tinfini  avec  la  plus 
petite  différence  qui  foit  poflible ,  foit  par  excès  foit  par 
défaut  ;  enforte  que  dans  l*infinitiéme  terme  la  différence 
foit  nulle,  ic  que  la  fomme  intégrale  de  cette  férié  donne 
cxaâement ,  quoique  d'une  manière  inexprimable,  la  va- 
leur entière  &  exaâe  de  la  racine  krationelle  propofée. 

C'eft-à-dire  que  dans  le  quarré  irrationel ,  comme  il 
eft  impofïîble  d'exprimer  exaâement  fa  valeur  en  nom- 
bres entiers  ni  en  fraâion  ,  on  ne  peut  lui  fubftituer 
qu'une  férié  de  fractions  rationelles  telles  que  le  quarré 
du  numérateur  ,  ait  au  quarré  du  dénominateur  un  rap- 
port continuellement  approchant  Se  le  plus  approchant 
qai  foit  pofEble  &c  le  plus  promptement.  Ceità-dice  c^e 
fi  le  quarré  irrationel  eft  x ,  ou  5 ,  ou  1 3  ^  ôcc.  il  faut  trou- 
ver une  fuite  qui  foit  rationelle  &  par  la  Méthode  la  plus 
prompte ,  la  plus  courte  &  la  plus  fimple  qui  foit  poifible. 
Il  faut  auffi  pour  la  perfeâion  la  Méthode ,  que  lescermcs 
de  la  férié  foicnt  alternativement  par  excès  ôc  par  dé- 
faut y  &  qu'on  puifle  trouver  les  limites  de  chacyac  carme 
en  rélevant  à  la  puiflance  propofée  ;  ou  bien  il  faut  que 
Von  puifle  former  deux  fériés ,  Tune  dont  tous  les  termes 
ibient  par  excès  ôc  dans  l'autre  par  défauts  fi' Hune  de  ces 
deux  fériés  manquoit  ^  ce  ne  feroit  que  U  moitié  de 
Tcavrage  de  fait ,  l'on  ne  doit  rien  (buhaiter  de  plus  i 
mais  atiâEl  on  ne  peut  pas  fe  contenter  de  moins  pour  tr6u« 
ver  la  valeur  des  nombres  ir rationnattx  qui  font  inexpri^ 
mables  en  nombres  par  leur  nature* 

ccc  ij 


444  AnaLTSB     GENERALE, 

On  peut  comparer  cette  Méthode  des  fériés  r&tionel- 
les  comme  celle  du  triangle  des  rapports  au  calcul  diâe* 
rentiel  parce  qu'il  y  a  une  divifion. continuée  à  l'infini  j 
car  chaque  terme  des  fériés  donne  toujours  infaillible- 
ment la  racine  ou  le  rapport  cherché  avec  une  différence 
toujours  décroiffante  d'un  terme  au  fuivarït ,  foit  par 
excès  foit  par  défaut. 

De  même  je  compare  au  calcul  intégral  ;  la  manière 
dont  je  compare  ici  les  quatre  fériés  primitives  pour  faire 
choix  de  la  meilleure ,  Se  entre  les  termes  de  la  meilleure 
ceux  qui  donnent  le  plus  exaâement  le  rapport  cherché; 
à  la  rigueur  l'intégration  de  la  férié  efl  un  vrai  calcul 
intégral ,  nous  en  donnerons  l'intégration  qui  efl  ici 
toujours  poffible  ,  parce  que  la  ferie  eft  décroiffante  ^à 
rinfiiii. 

D'ailleurs  le  quotient  d'un  feul  terme  eft  le  calcul  in^ 
tégral  du  même  rapport. 

Or  dans  le.  choix  des  quatre  fériés  primitives ,  quoi- 
qu'il  faille  toujours  préférer  la  plus  convergente ,  il  y  a 
cependant  des  cas  dans  lefquels  il  faut  s'écarter  de  cette 
régie ^  lorfque  les  termes  des  autres  fériés  étant  réduits 
à  leur  pins  fimple  expteffipn ,  donnent  un  rapport  plus 
iîmple  &  très-approché. 

SECONDE  ME'THODE  GE'NE'RALE, 

Pour  trouver  les  Racines  irrationelles  par  des 

Formules  rationelles.  ' 

AVIS  ^"^  ^^^^  Méthode  eft  générale  pour  les  racines 
\^  de  toutes  les  puifTances  imparfaite!;  &  pour 
les  racines  irrationelles  des  équations  de  tous  les  degrez 
à  l'infini.  Comme  elle  demande  un  grand  détail  nous  nous 
contenterons  de  l'expliquer  pour  le  fécond  degré  feule- 
nient.   Mais  on  peut  l'appliquer  de  même  au  troifiémc 
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dtegré  >  au  quatrième  degré  &  à  cous  les  degrez  fupérieurs^ 
car  la  régie  eft  générale. 

Dans  les  deux  formules  exemplaires  pour  tous  les  de- 
grez )  4  eft  en  général  la  racine  de  l'irracionel  propofé , 
Se  b  repréfence  l'unité  conftance  ,  x  eft  la  valeur  de  la  ra- 
cine propofée  par  excès  ou  par  défaut  ^  icy  eft  toujours  le 
nombre  irraclonel  propofé. 

£n  fuppofant^  i'expofant  d'une  puiflance  d*un  degré 

quelconque ,  les  formules  exemplaires  générales  font  — 

pour  le  premier  terme,  &  === — pour  le  le- 

cond  terme.  Ain  fi  pour  le  fécond  degré  j'ai  -^   Se 


Des  séries  rationelles  en  général. 

Définition.  Les  feries  rationelles  font  des  fuites  de  frac- 
tions réglées  par  une  loi  conftante  fondée  fur  les  racines 
rationelles  de  deux  nombres  racionaux  y  dont  l'un  eft 
moindre  ,  &  l'autre  immédiatement  plus  grand  que  le 
nombre  irrationel  donné  ;  dans  ces  fériés  rationelles ,  il  eft 
encore  de  leur  effence  que  ^la  férié  des  dénominateurs 
croiiTe  toujours  en  raifon  plus  grande  que  celle  des  nu- 
mérateurs y  afin  que  chaque  fradion  diminue  de  valeut 
d'un  terme  à  l'autre  à  l'infini ,  de  telle  forte  que  fa  valeur 
devienne  plus  petite  qu'aucune  grandeur  finie  donnée  ^ 
quand  même  le  premier  numérateur  feroit  fuppofé  plus 
grand  à  difcrétion  dans  le  premier  terme  ^  que  le  déno- 
minateur donné. 

D'où  il  fuit  que  quelque  valeut  qu'on  fuppofe  pour  le 
numérateur  &:  le  dénominateur  du  premier  terme ,  la  fé- 
rié formée  fur  l'Jbypothéfc  la  plus  éloignée  prife  \  volonté^. 

çcc  iij 
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ne  laîflera  pas  d'approcher  dans  la  fuite  de  la  valeur  du 
nombre  irracionel  donné  ,&  en  pooflanc  la  (erieà  l'infini 
elle  donneroit  exaâement  la  valeur  défîrée  en  vertu  des 
formules  que  nous  donnerons  dans  ce  traité* 

L'ulàge  des  fériés  rationelles  eft  très-étendu  ^  puifqu'oa 
rencontre  bien  plus  fbuvent  des  nombres  irrationaux  que 
d'autres  y  lefquels  fe  rencontrent  très-rarement ,  au  lieu 
quelles  premiers  fe  préfentent  naturellement  par  tout. 
Ainfi  ces  fériés  fervent  y 

1^.  pour  trouver  les  racines  des  puiîTances  imparfaites. 
zo.  Les  racines  des  équations  de  tous  les  degrez  a  Tinfini, 
30.  Le  rapport  de  tous  les  nombres  irrationaux. 
40.  Enfin  )  ces  fériés  fervent  généralement  dans  la  réfo- 
lution  de  tous  les  Problêmes  de  géométrie  &:  de  toutes 
les  fciences  Phifico-Mathématiques  s  c'eft  une  Méthode 
univcrfellc  pour  réfoudre  en  nombres  entiers  avec  facilité 
&  fans  aucun  tâtonnement  tous  les  Problêmes  qu'on  peut 
former  fur  les  grandeurs. 

Deux  Méthodes  fcarfarmer  Us  Sérits  en  gênerai. 

J'employe  deux  Méthodes  pour  former  les  feries  ra- 
tionelles. 

La  première  Méthode  eft  celle  des  formules  générales , 
qui  eft  la  féconde  de  ce  Traité. 

La  féconde  eft  celle  du  triangle  des  rapports ,  qui  eft 
latroifiéme  de  ce  Traité. 

Ces  deux  Mérhodes  concourent  enfemble  \  former  la 
(crie  la  plus  parfaite  &  la  plus  exade  qui  eft  la  feule  que 
î!ai  en  vue  ^  &  ces  deux  Méthodes  fe  prêtent  un  fccours 
mutuel  pour  y  parvenir. 

La  féconde  Méthode  qui  eft  celle  du  triangle  des  rap- 
ports donne  direâement  la  (erie  la  plus  exaûe ,  mais  elle 
a  befoin  de  la  première  Méthode  pour  lui  fournir  des  ma- 
tériaux. II  y  a  même  des  cas  où  la  (erie  la  plus  parfaite  & 
la  plus  exade  ne  donne  pas  toujours  le  rapport  le  plus 
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fimple;  &  dans  ce  cas  il  faut  préférer  la  (erie  trouvée  par 
les  formules  quoique  moins  exaûe,  mais  plus  (impie  a  la 
fcrie  trouvée  par  le  triangle  des  rapports ,  lorfqu^lîe  don* 
ne  un  rapport  plus  coœpofe. 

Diê  nombre  des  Formules  dr  des  Séries  four  exprimer 

chaque  nombre  irr4$iomeL 

Chacun  des  nombres  irrationaux  peut  s'exprimer  en 
général ,  (  dans  le  fécond  degré ,  par  exemple ,  )  par 
XX  "+'yc==  41.  Il  en  eft  de  même  des  irrationaux  de  tou» 
les  autres  degrez.  xx  eft  un  quarté  parfait  immédiatement 
ou  plus  petit  ou  plus  grand  que  le  nombre  propofé^  fup- 
po(c  =  4i.  DoncArx*^  y  ==41  tsjg-l-y  ,ou=»4^[ — 8. 
Donc  AT  ==*6 ,  ou  X  =  7. 

La  première  valeur  de  x  ==  6 ,  donne  xx  ==:  3  6.  Donc 
XX  -H  yc=:  j6  -!+-  y  ==141. 

La  féconde  valeur  de  x  =  7 ,  donne  xx  &=  49.  Donc 
XX y  ==  4^ 8  =  41. 

Chacune  de  ces  deux  valeurs  fubftituée  dans  la  formu- 
le générale ,  me  donne  une  formule  particulière  pour  cet 
irrationel4i  ;  &  fubftituant  dans  chaque  formule  parti* 
culiére  Tune  de  ces  deux  valeurs,puis  fautresla  fubftitution 
donne  quatre  formules  qui  fervent  à  former  quatre  fériés* 
primitives  &£  fondamentales  ^  dont  on  peut  tirer  une  infi- 
nité d'autres  (cries. 

D'ailleurs  fî  on  prend  arbitrairement  d'autres  valeurs 
pour  X' ,  Tune  moindre  &  l'autre  plus  grande  à  difcrétion^ 
On  pourra  former  d'autres  (eries  a  l'infini  y  mais  elle  ne 
feront  pas  les  plus  promptes  ni  les  plus  fimplcs. 

Moïen  de  trouver  fromftement  des  termes  fort  éloignez^ 

dans  les  Séries. 

Comme  chaque  terme  de  la  férié  exprime  la  racine  cher- 
chée par  approximation^  ou  par  excès  ou  par  défaut  ^  q« 
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décroKTent  dans  les  ternies  de  la  férié  à  mefure  qu'ils  font 
plus  éloignez  du  premier  terme.  Il  eft  donc  imporcanc 
d'avoir  un  grand  nombre  de  termes ,  ou  d'en  avoir  de  fore 
éloignez  ;  c'efl  ce  qui  m'a  engagé  d'employer  trois  genres 
de  progreffion  dans  la  formation  des  termes  de  chaque 
férié. 

Le  premier  genre  de  progreiCon  que  j'employedans  la 
formation  des  termes  de  la  férié ,  eft  la  progreffion  natu- 
selle  des  nombres.  1. 1.  3.  4.  5  ,  &c. 

Je  me  fers  de  cette  progreffion  pour  trouver  de  fuite 
l'un  après  l'autre  tous  les  termes  de  la  (erie  en  réitérant 
toujours  l'opération  fur  une  mcmeformule. 

Le  fécond  genre  qui  eft  un  abrégé  du  premier  genre , 
renferme  toutes  les  autres  progreftions  arithmétiques  y 
dont  le  nombre  eft  infini  ;  elle  fert  à  fauter  un  ou  plu- 
fieurs  termes  tout  d'un  coup  fans  paffer  par  les  termes 
moyens  comme  du  premier  au  4^.  ou  du  i^  au  6^.  ou  du 
x^.  au  I  je.  &c.  Et  continuant  ainfî  à  fauter  des  termes 
félon  la  progreffion  qu'on  aura  choifî ,  on  arrivera  en  peu 
de  tems  par  deux  ou  trois  opérations  à  un  terme  très- 
éloigné  fans  paffer  par  les  termes  moyens  qu'on  ne 
pourroit  trouver  que  par  un  très-grand  nombre  d'opéra- 
tions réitérées  de  fuite  félon  la  progreffion  naturelle  des 
nombres. 

Le  troifîéme  genre  qui  eft  encore  un  chemin  plus  abré- 
gé que  le  fécond ,  confifte  à  fauter  d'un  terme  quelconque 
trouvé  à  un  terme  éloigne  en  progreffion  géométrique 
quelconque ,  double ,  triple  ,  quadruple ,  &c. 

jixiome  i.  Tout  nombre  entier  comme  4 /qui  eft  une 
féconde  puifTance  parfaite  dont  la  racine  eft  2  ,  eft  en- 
core réellement  &  fans  fiftion  toute  puiftance  quelconque 
à  rinfini ,  dont  les  racines  font  irrationelles ,  mais  ne  (ë 
trouvent  que  par  la  divifion  infinie. 

Axiome  x.  Tout  nombre  entier  ou  mixte  y  quelque  pe- 
tit qu'il  foit  ,  pourvu  qu'il  foit  plus  grand  que  l'unité  ^ 

peut 
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pcuc  eue  élevé  à  une  puiflance  d'un  degré  dcterrninç  , 
telle  que  cette  puirtance  furpaffera  tout  nombre  donné, 
quelque  grand  qu*il  foit ,  par  exemple  la  fraftion  {  peut 
éti'e  élevée  à  une  puiflance  d'un  tel  degré  que  cette  puif^ 
(ance  fera  plus  grande  que  10.  00.  oo.  que  loooo  oooo, 
&c. 

jixUme  5.  Dans  toute  férié  de  fraâîons ,  fi  la  (erie  des 
dénominateurs  croît  en^aifon  géométrique  continue  plus 
grande  que  les  numérateurs  ^  la  fraâion  diminue  de  va- 
leur à  rinfîni ,  &  deviendra  plus  petite  qu'aucune  gran- 
deur finie  donnée  ,  quand  même  le  premier  numérateur 
feroit  fuppofô  plus  grand  à  difcrétion  que  le  dénomi- 
nateur ,  c*cft  une  confequence  néceflaire  de  Taxiôme 
précédent. 

Axiome  4.  En  général  toute  puiflance  eft  parfaite  ou 
imparfaite  ,  &  pour  expliquer  plus  clairement  ce  qui 
convient  à  toutes  les  puiflances,  je  prends  pour  exemple 
le  quarré  qui  eft  la  féconde  puiffance. 

Tout  quarré  propofé  en  nombre  entiers  eft  ou  un  quarré 
parfait ,  dont  la  racine  peut  être  exprimée  exaûement 
en  nombres  entiers ,  ou  un  nombre  compris  entre  deux 
quarrez  parfaits ,  d'où  on  le  nomme  quarré  imparfait  , 
dont  la  racine  ne  peut  être  exprimée  exaâement ,  ni  par 
un  nombre ,  ni  par  une  fraâion ,  ni  par  un  nombre  mixte 
quelconque  ,  ainfi4eftun  quarré  parfait  dont  la  racine 
eft  2 ,  9  eft  auffî  un  quarré  parfait  dont  la  racine  eft  3  : 
mais  entre  ces  deux  quarrez  4&9iilyay,^,7,8, 
qui  font  quatre  quarrez  imparfaits  ,  dpnt  la  racine  eft 
plus  grande  que  x  &  plus  petite  que  ;. 

Cette  racine  eft  irrationellc ,  on  détermine  fa  valeur 
en  général  par  le  fignc  radical,  ainfi  V^'J]  V^TI  V^tT 

On  ne  peut  exprimer  cette  valeur  que  par  une 
dîvifîon  pouftee  à  Tinfini ,  ce  qui  eft  impoffible  :  mais  oa 
y  «Tupplée  pat  une  (crie  infinie  de  ftaâions  ^  dont  l'infi* 
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niciéme  terme  eft  Itti-même  la  racine  défîrèe^  &:  d'ailleurs 
chacun  des  termes  de  la  férié  approche  de  cette  va- 
leur alternativement  par  excès  &  par  défaut. 

Tout  ce  qu'une  intelligence  bornée,  telle  qu'eft  Vcf» 
prit  humain  peut  faire  de  mieux  pour  approcher  de  la 
valeur  exaâe  de  cette  racine  (  qui  ne  peut  être  expri- 
mée exaûement  que  par  l'infinitiéme  terme  de  cette  fé- 
rié infinie  )  confifte  à  former  régulièrement ,  ou  une  feule 
(crie  y  ou  deux  fériés  de  fraâioas  qui  expriment  cette  ra- 
cine alternativement  par  excès  ou  par  défaut  dans  les 


par  excès  ^  k  1  autre  qui 
racine  par  défaut ,  dont  la  di£Férence  foit  toujours  moin- 
dre que  l'unité ,  &  même  la  plus  petite  qui  foit  poiliblc 
avec  des  limites  précifes  &  fimples . 

Or  les  limites  d'approximation  les  plus  fimples  qu'on 
puifie  donner ,  foit  pour  l'excès ,  foit  pour  le  défaut ,  eft 
lorfque  leur  différence  dans  ces  deux  cas  eft  une  partie 
aliquote  de  l'unité  entre  les  deux  termes  de  la  férié  qui 
ne  différent  entre  eux  que  de  l'unité  au  dénominateur , 
par  exemple ,  lorfque  les  limites  d'approximation  font 
entre  ^  &  J. ,  ou  entre  -iy  &  ^ji, ,  &c. 
.  Ainfi  la  perfedion  de  la  Méthode  d'approximation 
des  racines  irrationelles  demande  deux  conditions. 

lo.  Qu'il  y  ait  deux  fériés  ,  l'une  qui  approche  par 
excès  y  l'autre  qui  approche  par  défaut  de  la  racine  dé* 
firée. 

Une  férié  feule  &  unique  par  excès  ou  par  défaut  ne 
fuffit  pas ,  car  puifqu'on  ne  peut  trouver  exaûement  la 
racine  irrationel le ,  on  peut  également  dèfircr  ou  avoir 
befoin  d'approcher  par  excès  ou  par  défaut;  on  ne  doit 
pas  fe  contenter  de  moins  ,  mais  auffi  oa  ofi  peut  rien 
demander  de  plus. 

x^.  Que  chacune  des  fériés  foit  formée  régulièrement. 
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Vfage  de  cette  Méthode  d approximation. 

Cette  Méthode  nouvelle  fer t  généralement, 

10.  Pour  trouver  les  racines  irrationelles  de  toutes  les 
puiflances  à  Tinfini  >  c'eft-à-dire.  les  racines  de  tous  les 
nombres  irrâtionaux  poflîbles. 

£0.  Pour  trouver  les  racines  irrationelles  de  toute 
équation  numérique  quelconque. 

La  préparation  confifte  à  trouver  pour  chaque  racine 
deux  valeurs  approchées  en  nombres  entiers ,  l'unQ  par 
excès ,  &  l'autre  par  défaut,  qui  donnera  aeux  formules 
ex:emplaires  tirées  de  Téquation  propofée ,  enfuitc  fubfti- 
tuant  dans  chacune  de  ces  deux  formules  exemplaires  les 
deux  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  racine  ,  alors 
oh  aura  quatre  (eries  rationelles  dans  lefquelles  la  ra- 
cine fera  transformée /&  au  moïen  de  cette  transfor- 
mation ,  la  différence  de  la  racine  cherchée  deviendra 
moindre  qu'aucune  grandeur  finie  ,  &  cela  fans  aucun 
tâtonnement  ce  qui  mérite  attention. 

II  y  a  un  choix  à  faire  entre  ces  quartes  fériés  primi-- 
tives ,  &  une  infinité  d'autres  fériés  qui  en  peuvent  être 
dérivées ,  comme  nous  le  verrons  dans  la  fuijte  *>  pour  pré- 
férer la  plus  parfaite  de  toutes ,  qui  efl:  celle  qui  fe  trouve 
d  ireârement  par  le  triangle  des  rapports ,  &  qui  concoure 
aTec  celle  des  formules  dans  un  féul  cas ,  c'eft  lorfque 

Remar^iàc.  Dans  ce  Traité  je  ne  parle  que  des  nom- 
bres entiers  qui  font  irrationaux;  mais  la  Méthode  s'é- 
tend également  atout  autre  nombre  rompUvt>u  mixte 
quelconque ,  il  faut  feulement  le  préparer  en  le  rédui- 
fant  en  une  fradion  unique ,  &  tirant  féparément  la  ra- 
cine approchée  du  numérateur  &  celle  du  dénomina- 
teur. 

Ou  bien  par  une  Méthode  plus  fimple  ic  plus  élégante, 
dans  cette  fraâion  je  multiplie  le  numérateur  par  le  dé- 

ddd  ij 
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nominaccur  ;  enfuice  je  cire  la  racine  approchée  du  pro- 
duir  9  &  je  divife  cette  racine  par  le  dénominateur ,  8c 
le  quotient  me  donne  la  racine  déûrée  par  approxima- 
tion» 

E;$  qiàoi  confifie  cette  Méthode^ 

Soit  un  nombre  irrationel  quelconque ,  dont  on  de- 
mande la  racine  quarrée  ,  par  exemple  >  il  s'agit  de 
trouver  une  (erie  infinie  de  nombres  quarrez  en  entiers 
pris  deux  à  deux  comme  une  fraâion ,  tels  que  le  quatre 
du  plus  grand  qui  eft  le  numérateur  de  la  fraâion ,  qui 
compofe  chaque  terme  de  la  (erie ,  ait  au  quatre  du  dé- 
nominateur de  la  même  fraâion  qui  eft  le  plus  petit ,  un 
rapport  continuellement  approchant  &  le  plus  appro- 
chant qu'il  foit  poflible. 

£n  général ,  je  fuppofe  tout  quatre  irrationel  expri- 
mé  en  nombres  entiers  ==  aa^y  =^c. 

Je  fuppofe  A  la  vairur  approchée  de  la  racine  en  en- 
tiers \  moins  d'une  unité  près  ^  fbit  par  excès ,  (bit  par 
défaut ,  d'où  il  fuit  que  y  eft  toujours  entre  i  qui  eft  la 
plus  petite  valeur  poflible,  te  %a  qui  eft  fa  plus  grande 
valeur  >  car  ^y  =  %  a  -i-  i ,  le  quarré  donné  a  a  ^  y 
aé^xa  -i-  I ,  dont  la  racine  exade  en  entiers  eft 


ét^l^lL  par  conféquentle  quarré  donné  nefcroit  jpas 
irrationel,  mais  un  quarré  parfait^  ce  qui  eft  contre  l'hy- 
pothéfe. 

La  formule  générale  exemplaire  qui  doit  fervir  de  Mo* 
déle  pour  trouver  la  racine  quarrée  de  tous  les  nombres 


irrationaux  eft  -^  i">  terme, Et  ^^"l^^f  pour  le  fécond 

terme,dans  lefquels  x  s==  4,  racine  en  entiers  ou  par 
excès  ou  par  défaut ,  h  =  i ,  &  ^  ==  le  nombre  irra- 
tionel donné  ^  ces  deux  valeurs  donnent  la  férié  la  plus 
prompte ,  &  toute  autre  valeur  fubftituée  dans  la  formule 
ne  donne  point  la  férié  la  plus  prompte^ 
Exemple*  Soit  44  ^  y  *==  41- 
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■  1°.  Si  je  prends  le  quatre  moindre  jtf ,  j*ai  41  ass  3^ 
'-*-  S  >  1^^  donne  a  s==  6  ,«mais  fi  je  prends  le  quarré 
plus  grand  49 ,  j*ai  41  =«  49 8 ,  ou  4  =7,  la  pre- 
mière formule  exemplaire  tirée  de  la  racine  6  du  quarré 

x6  moindte  que  41.  cft  j&tldtlii 

I  o.  Suppofant  a  c=5  6  &  ^  s=3  i ,  fubftituant  ces  va- 
leurs dans  la  fotmule,  j'ai  pat  fubfticutionj-sssf  ac 

Xii-f-tfé         IX  «-+.<{  XI î^-fT' n-»cclt  la  pre- 
mière férié  7 ,  rî. 

1°.  Suppofant 4  =7  & ^  =s  I ,  la  fubftitution  donne 

c'eft  la  féconde  férié  | ,  if 

La  féconde  formule  exemplaire  tirée  de  la  racine  7 

du  quarré  49  qui  furpaflc  41 ,  eft  -J-  &  7^"+'^'*  jj^s  \^^ 

quelle  je  fubftitue  les  deux  valeurs  de  4  qui  donneront 
deux  autres  /cries  primitives. 

3».  Suppofant  4  =5  <î  &  ^  t==  I  ,  &  fubftituant  ces 

valeurs  dans  la  féconde  formule  ^  j'ai  ~  •- — ■  i     ^ 


is-^yi:     IX6H-7  XI  —  (.^7  =  Tf>^^ ^"i donne 

la  troifiéme  fecie  f ,  ^. 

49.  Suppofant  4  =  7 ,  &  *  :=a=:  r ,  fubftituant  ces  vx-- 

leurs  dans  la  formule  exemplaire  JL,  &  liltli^  4'ai^ 

7X7-+-41XI 4>-f  41  ».        .    n  I 

,x7-h7ir7 ThPT"  «==  74 >  c eft  la  quatrième  férié. 

Paradoxe.  Quelques  nombres  qu-on  prenne  pour  x 
tcy,  pourvu  que  le  premier  furpaflc  le  fécond ,  ■■  la  for- 
mule  donnera  toujours  néceffai rement  la  racine  dc^ 
,  mais  ce  n'eft  pas  le  plus  court  chemin  ,  &  c'eft  ua 
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vrai  Paradoxe;  c'eft«à*dire  qu'en  conciauanc  la  formule 
fur  des  nombres  pris  arbicuiiremenc  ,  on  aura  roujours 
une  férié  approchée  de  la  racine  déûrée  ^  &  l'infiniciéme 
terme  fera  égal  à  cette  racine  défirée. 

Il  y  a  une  parfaite  analogie  dans  la  férié  des  formules 
rationelles  des  nombres  iriationaux,  comme  on  le  verra 
dans  la  cable  qui  fuit  ^  que  Ton  peut  contin\ier  à  l'infinis 
cette .  cable  comprend  également  les  nombres  ràtionaux 
&  les  nombres  irrationaux ,  ce  qui  démontre  Tunivcrla- 
lité ,  l'excellence  &  la  juftcfle  de  la  Méthode. 

La  conftrudion  des  formules  eft  facile  pour  cous  les 
irrationaux. 

Le  premier  terme  eft  toujours  ~,  le  fécond  ter  me  con- 
tient au  numérateur  &:  au  dénominateur  4  -+*  t  >  avec 
des  cœfficiens  qu'on  détermine  comme  il  fuit  s  dans  le 
numérateur  le  coefficient  de  a  efl  la  racine  approchée 
par  défaut  dans  la  première  formule  ,  c'efl  la  racine  du 
quarré  parfait  moindre  que  Tirrationel  donné  ;  le  coeffi- 
cient de  If  cfï  le  nombre  irrationel  donné  ;  dans  le  déno- 
minateur y  le  coefficient  de  a  efl  toujours  l'unité  confiante^ 
&:  le  coefficient  de  t  efl  le  piême  que  le  coefficient  de  a 
dans  le  numérateur ,  qui  efl  la  racine  approchée  par  dé- 
faut dans  la  première  formule. 

Dans  la  féconde  formule  le  coefficient  de  4  dans  le 
numérateur ,  &  de  ^  dans  le  dénominateur  font  la  racine 
approchée  par  excès  ,  c'efl-à  dire ,  la  racine  en  entier 
du  quarré  parfait  plus  grand  que  le  nombre  irrationel 
donné ,  le  refle  eÂ  de  même  comme  dans  la  première 
formule,  d'où  il  fuie  que  les  quarrez  parfaics  n'ont  qu'une 
feule  formule  qui  fert  à  former  celles  des  irrationaux 
plus  grands  ou  plus  petits.  ^    , 
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rMegénérule  de  U  f»rmation  des  formules  rattonelles 
four  trouver  U  raet»e  ^narrée  des  nombres  rationaux 
&  irrationaux, 

Quarrez^ 

-    I  °-  ï^TT  ratîonel  =  4*  ==:  ï. 
Sa  formule  eft  T^^j^*  il  n'y  â  qu'une  formurc  uni- 
que ,  ce  qui  eft  général  pour  tous  les  quarrez  parfaits 
&  pour  toutes  les  puiflànccs  parfaites  fupcrieures. 

Il  y  a  par  conféqucnc  deux  formules ,  la  féconde  s'éloigne 

trop,lai-&lameiIleureeftf  &|^Jqui  donne   1» 
férié  f^,  ^^    Idr   Jin   JL±     w—    M^-f- 

Ses  formules  font.  -t         *r 

La  première^  &  -fl^  qui  donne  | 

»  j     »  f      >  i7~"  >  ,7—  >  dont  Pexcès  &  le  défaut  dans 

les  quarrez  font  alternativement i ,  -f-  ,'. 

La  féconde  &  la  meilleure  eft  -^  &  >^-^>*      „,,; 
donne --^,  2—    iiir    2ir-    ?'^^—     »«'--     , 

ces  &  leldefaut  dans  les  quarrez  font  alternativement  &c. 
^^  4^J^4  /rationel.  f  &.fl^,  q^i  j^^^  ^^,^_^^ 

H  'r^JnJ^^^j*"^  ^^  ^^*'l"^  ^«""ic  «ft  toujours  1  aJrà 


2. 


V 


4^6:  Analyse    gbnbraie, 

y o.  Ky  irrationcl  t=:  a  a  ±.^  ==  4  •+-  i  jOU  s=  9 —  4, 

La  première  formule  —  &  ^^^^^(^  qui  donne  ~ , 

4      '  17      ^    y*-      • 

La  féconde  formule  —  &:  ^^^,    ,■  qui  donne  &c. 


tfo.  1/^7"  irracionel  ==  4  4  IÎI^=5  4*+^i„ou=^  — 
La  premi/re formule  -^  &  ^^.^^^^  qui  donne  -p^  , 


5—    tt-f-     49-—      »8-+ 

"  ail 


t     '   ,     »  10       >  "iT"  alternativement 1  &  -H  i. 


La  féconde  formule  -j-  &  ^^_^   .  qui  donne  &c. 
70. 1^7"  irrationcl  ==  4  4  ^2  ^  =:  4 -f.  5  ,ou  =  9 — z, 
La  première  formule  -j-  &  *^^^  ^  qui  donne  —  , 

tl—        50-4-         ^H < 

7-  >  î;^ —  >  "sT"  j  alternativement 3,  -^  5,~  Z7, 

81. 
La  féconde  formule  -J-  &c  /J^^^  ^  c'eft  la  meilleure. 


j—     8^«      4j.^      117^- 


qui  dpnne  -j — ,  - —  ,  ^ — ,  -^ —  ,  alternativement 


1, !• 

8^  VT.  irrationel=;4  4HH  ^  =:  4*4*4,  outsa^  —  r. 
La  première  formule  -^  &  is^zk  ^^^  donne  -j —  , 
7—  ,  -7 ,  7 ,  17— ,  77—  alternativement 


&  H-  I. 

La  féconde  formule  la  meilleure  —  &  ^^^^^  qui 

donne  , — ,  -7-' —  .  — excès  i, 

5^  K^T.  rationcl  «==5  44  HH^c=a4Hh  y >  ou 6=55^6533x5. 
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La  formule  eft  -f-  &  77^77  qui  donne  1 ,  t  >  ^>  îrli 

1 1®. y^Tôl  irrationcl  =:iiiHi^=9-Hi,  ou e=  i if --^  tf 


La  première  formule  eft  j-  &  ^^^  >  ^  ^  c'eft  la  meil- 


5 —     i?-+     117 


Icure  qui  donne  ^ — ,  7 , alternativement —  i 


La  féconde  formule  7-  &  -^  ^-4-4^  q^^  donne  ^  &:c- 
1 1^.  y^TT.  irrationel£=5  44HH  ^=:9H-.x,ou=^  16  —  y, 

La  première  forniule  eft  7-  &  ^  ^'  >     ^ ,  €*cft  la  meiU 

leure  qui  donne  i ,  i^ ,  fi ,  ^ ,  1^^  âlterriativfifapv  ^  i, 
ÔC  H-  i  comme  dans  >^  3  •'       ""   ^ 

La  féconde  formule  -eft  7^  &  ^^  l  .^  qui  donne,  &c. 
I^^- ï^îT-  irrationel s=a 44 ^2  ^  ==«  9*-*- 3,ous5=s  i tf -^4* 
La  première  formule  eft  î  &  -^jl'*&   ^^^  donne,  &ç. 

La  féconde  formule  eft  1  &:  - — 7— r  qui  donne.  Sec. 

I30.V^77  irrationel  s=  44  ^2^  =  9-t^4><>ua=itf — j. 
Ce  nombre  irrationel  1 3 ,  eft  le  premier  &  Iç  plus  petit 
nombre  où  Ton  peut  appliquer  la  Méthode  dans  toute  fon 
étendue  &  former  les  quatre  fèries  primitives  &  fonda- 
mentales ,  parce  que  c'eft  te  premier  &  le  plus  petit  des 
nombres  premiers  qui  furpafte  &  qui  eft  (urpafle  de  même 
par  les  deux  quarrez  parfaits  immédiates  9  6c  16  eqtre 
lefquels  il  fe  trouve  ççmpris  ;  car  15  furpafle  9  de  4,  Se 
eftfurpafTé  de  3.  par  i^. 

Donc  V^Tj"  =5=  4  — ,  oa  3  -^-,&  fubftituant  ces  deux 
valeurs  à  la  place  de  4  &  i  à  la  place  de  h  dans  les  deux 
formules  primitives ,  on  formejra  les  quatre  fériés  pri« 
mitives  fuivantes^ 


4 
0 


La  première  formule  pour  v'IT  cft  |  &  tl^  qui 


.,      -.,  .    »•*■    II—    18— !■     119  — 
donne  la  première  Icric  ^  ,  j— ,  - — ,  ^^ —  » 

5«d: ,  &c.  {ûppofant  î  =  f  • 
180     *  *  * 

Et  la  même  i^.  fommlc  fiippofaiat  •  =i=  ^  -donne  la 


i-        j   r'.:-    4—     aJ-^*    8î-^      »?7-4-    ?2l 
féconde icric,^ — ,>--^r— >  ^^       »     ^      >  jj, 


629 


La  féconde  formule  eft  J  &  TT^b  ^^^  ^^^^^ 
Ç  foppofatit  -  5=  *  ^  là  trpificme  férié  toute  par  excès 


Çc  Appofimt  *  =:«  1  ,^  OÙ  aura  la  quatrième  fcrie  toute 
par  défaut  y-  ,  -|^  ,  -^7—.  7^4""  >     *^^- 

La  preroicrc  formule' eft  ^  &  ^^^  ,    ^ 

.   La  féconde  formule  eft I  &    ^^  ^'^  ^ 

I  f *^.  V75"  irrationel  t=  4i  -4-  î  =»  9  •+•  tf ,  ou  =3 1^  —  2. 
.    La  premiçue  formiule  t^ft  î  &  la^^b 

La  féconde  formule  eft  -r  &  ^- ,.  .^ 

itf^  v7?rationcl  î=î 44 2=4x4  =:  itf-  . 
'  ï7^iVI7irrationel===3;^^±*  — i6-*-i,<>u==»z5--9. 

La  première  formule  I  &  ^^^  .^4  fr 


LlTE.1  TECOKTD.  xf* 


LlTE.1  'ÏE  COWD. 

La  féconde  formule  eft  ^  &  Lî±iZJ 

b         I  *-t-5  » 
&C.  &C. 

17°'  l^'  "tioncl  ï=:<rfs=  y  X  y  =  iy. 
iSo.v^ap  irracionels=3  44HK^,&s:xy-t-4,ou£=3  5^- 

La  première  formule  eft  -  &  y^'4->»^  différence 
Hh  i6 —  64.  qui  donne  ^~,  — — ,  ^~  ,    &c. 

La  féconde  formule  eft  ?  8c     ^T.^f,- 

i  I  4 Ht  09 

ip^,  \/J7  irrationel  p=:44H;^^s=2f-H^,  ou 
La  première  formule  cft  |  &;  ^  ^,4^'! V' 

qui  donne  |,  if ,  Hl- 
La  féconde  formule  7  &     ^"JV]:-  c*eft  la  meilleure 

qui  donne  | ,  |f 


7- 

-4 


3^— ^ 


qui  donne  1 ,  If . 

xo.  |/^  racionel  s=  ^/i  •+  ^  :=  fuppofant  ^  s=s  14  ^  i 
=8  y--»-  y-Hi.  ce  qui  donne  £=  zy  -+•  TvJ  H-  i  «=«  3^, 

ou  aa  —  ^  =  4^  —  Ixi-h  iï=«49  —  1}  =3  3^, 
2.0 <^.  v^ijT;  irrationel  =3  44/^  b^=^  36-+-  j  i  ou  49  —  8. 

La  première  formule  eft  J  &  T^TT 
La  cinquième  formule  eft  j  &  ■  ^  ^  /^  -  fiippoiânt 
f  5=5  f ,  la  première  formule  donne  la  prcmicrç  flh 

^•4-  77 —   9f4*^   ii8gi—  146766 '^  r     ^    r 


^**-  77—   ££4-4-   118»—  I4<7<<  -f-  /:,-^„r,„, 

I  tsasa  2'  la  première  formule  domie  la  (èconde  férié  f  , 

Il   leji   1*717   lttf>» 
ti  >  -Kl  '  1997    »  »47«>  * 

En  fuppofant  j  e=s  | ,  la  z^".  formule  donne  la 
troifîémeférie|,iL,iif:,i|f|i.. 

eec  ij 


4éO  AKAtTSE    CEKBKALEi; 

En  fuppofanc  j  =  ? ,  la  féconde  formule  donne  la 

quatrième  férié  I,  ff-/ii|t ,  ^Hl^,«^^^^ 

On  peut  continuer  cette  Table  générale  à  l'infini  i  car 
tous  les  nombres  pris  dans  la  (uite  naturelle  ,  font  ^  ou 
des  fécondes  puiflances  parfaites  comme  1.4.9. 16.25.  5^ 
A^c.  ou  des  fécondes  puiflances  imparfaites. 

Dans  toutes  les  fécondes  puilTances  parfaites  y  il  n'y  a 
qu'une  feule  formule  laquelle  donne  une  racine  exaâe  à 
chaque  terme  de  la  (erie ,  parce  que  toute  puidance  par- 
faite a  fa  racine  exafte.  Cette  formule  n'cft  pas  néceffai- 

it  parT 
'analogj 

les  cœfEciens  dans  les  formules  des  nombres  irrationaux. 
Par  exemple  ,  dans  f^^,  puifque  3  6^  eft  un  quarré  par- 
fait dont  la  racine  eft  « ,  la  formule  eft  t  &  <^^H-s6t. 

Or  la  racine  de  56  efl;  6  quiefl:  une  racine  exacte  Se 
non  pas  approchée ,  d'où  il  fuit  néccffairement  qu'en 

fubftituant  cette  valeur  dans  la  formule ,  on  aura  j 

f .  premier  terme  qui  donne  la  racine  exafte.    De 


même  la  fubftitution  donne  dans  le:^c.  terme  llltil* 


■  ^^"^^^  Or  chaqup partie  de  ce  fécond  terme  donne 

6"4*  6 

encore  la  même  racine  exaâe  6c  en  continuant  la  férié  à 
l'infini ,  on  trouvera  toujours  le  même  rapport  :  mais  ce 
rapport  ne  feconfervc  pas  de  même  dans  les  nombres  ir* 
rationaux  ,  parce  qu'il  eflrimpoffible  de  trouver  exaâe- 
ment  leur  racine. 

Fêrmation  des  Formules. 
Les  irrationaux  ont  toujours  deux  formulés ,  l'iine  par 


L  I  ▼  H  E      SECOND.  4^1 

excès  ^  formée  fur  le  modèle  de  celle  du  nombre  racionel 
plus  grand ,  &  l'autre  formule  par  défaut  formée  fur  ceUe 
du  quarré  rationel  plus  petit  ;  par  exemple  41  eft  un  irra* 
tionel  compris  entre  deux  quarrez  parfaits  y  fçavoir  en- 
tre 3  6  dont  la  racine  eft  6  =3  a, Se  entre  49  dont  la  racine 
eft  7  =  4. 

La  formule  univerfelle  eft  11  pour  le  premier  terme  ^ 
&  pour  le  fécond  terme  ^^"^^^  ,  je  fubftituë  la  première 

*  I  x^é^b 

valeur /i  ==3  tf,&  b=si  i ,  &cc^=i\i ,  quarré  propofé  ira- 
parfait  ,  j'ai  ^^'+'4^J^  ^  enfin  fubftituant  d  en  la  place  de 


X,  fc^aulicude^  J'ai 5  &lfd:il£|, qui  donne  ^«f 

Premier  terme. 

Et  t2L±±i^  =3  tJL±^  =  4±iî.  Second  terme. 

Ainfi  les  deux  premiers  termes  de  la  férié  font  t,  fr> 
£  je  fuppofe  le  fécond  terme  fj-  égal  à  la  première  for- 
mule du  premier  terme  ^  &  fubftituant  fa  valeur  dans  là 


formule  du  fccond  terme  ^^^^jf  ,  j'ai  pour  le  troifiéme 

I  i»-+-0^ 

terme  de  la  (érie  ^^H-iT^  ^^  4fi±4Pî  ^^  p£4^ 

1x77-+.  6x11  77-4-7*  HP 


Suppofant  enfuitc  ce  troiiîémé  terme  21â  ==5  f  pour 
avoir  le  quatrième  terme  en  fubftituant  toujours  fa  va- 
leur =5  t  dans  la  formule  du  fécond  terme  Ifltiii  , 

j'aurai  le  quatrième  terme  Lilii. 

Et  continuant  toujours  de  même ,  on  trouvera  autant 
de  termes  de  la  première  férié  qu'on  voudra. 

Mxem^le.  Pour  trouver  la  racine  de  41 ,  qui  eft  un  quatv- 


4^1  Analyse    gbnbuals, 

ré  imparfait  compris  entre  le  quarré  parfaic  ^6  donc  h 
racine  eft  6  ,  &  le  quarré  parfaic  49  dont  la  racine  eft  7. 
Donc  la  racine  quarrée  de  41  eft  plus  grande  que  6  & 
plus  petite  que  7, 

Ce  qui  s'exprime  ainfi  41  cszaa'+ijf  :  ==  3^  -h-  y  j 

ou  =49 8. 

Donc  v"  ^^  -4.^  ===  4  -+-  \/y  =:  ^  -4-  \/~.  l^  valeur 
de  4  c==  ^. 

.  Donc  v"  ss  — /  =»  4 — v^7"==7  — ^X  x^^  valeur 
de  4  ==i  7. 

La  première  valeur  de  a  ==3  6 ,  donne  la  première  for- 

L*  féconde  valeur  de  a  ==:  7 ,  donne  la  feconile  for- 
mule t  &  2^'-i. 


•j  eft  la  formule  univcrfclle  du  premier  terme  ,  conf* 

tance  6c  invariable  dans  fon  expreffion  ,  parce  qu^elle 
n'a  point  de  cœfficienc  û  ce  n'eft  l'unité  qui  eft  coujours 
fous-entendue. 

La  formule  du  fécond  terme  a  toujours  ^-^"^  cane  au 
numérateiirr  qu'au  dénominateur  avec  des  cœflGiciens  par- 
ticuliers dans  chaque  irrationeh 

Le  cœfficient  de  d  au  numérateur  &  de  ^  au  dénomi«- 
nâceur ,  eft  toujours  le  même  ;  c'eft  dans  la  première  for- 
mule la  racine  approchée  par  défaut ,  c'cft*a-dire,  la  ra- 
cine exade  du  quarré  moindre  que  le  nombre  irrationel 
donné ,  c'eft  6  racine  de  ^6. 

Dans  la  féconde  formule  c'éft  la  racine  approchée  par 
excès  y  c'eft- à-dire  ^  la  racine  exade  du  quarré  immédia* 
cernent  plus  grand  49  >  que  le  nombre  irracionel  donné^ 
ici  cette  racine  eft  7  racine  de  49. 

Le  cœfficient  de  h  au  numérateur ,  eft  le  nombre  irra- 
tionel  donné. 

Le  cœfficient  de  a  au  dénominateur  eft  toujours  Funité. 


L I  y  K I    s  K  c  o  M  i^«  4^1 

Dans  chacune  de  ces  deux  formules  je  fubftituë  les  deux 
valeurs  de  41=  6  e=7 ,  ce  qui  me  donne  quatre  (cries. 

Subfticuant  a  =  6  dans  la  première  formule ,  j'ai  la 
première lerie T ,  —,  -^^  -tîïTj    ii9ii>  ^^* 

Subftituant  4  =3  7  dans  la  première  formule ,  j'ai  la 
féconde  fcricf ,  if,  ^\  i^,  i|iif;  ,  &c. 

Pareillement  fubftituarrt  4  ==7  dans  la  z<^.  formule, 
j'ai  la  troifiémcféric^,  iî  ,  ^^.  i^,  ^^^  ,  &:c. 

Enfin  fubftituant  4  ==  6  dans  la  féconde  formule ,  j'ai 

quatrième  lerie  i ,  77-,  -77;  ,  TîTi^»  TTITT»  ^^* 

JRemar/fue  première  &  Paradoxe.  Sur  la  propriété  des 
formules ,  on  peut  former  fur  chacune  de  ces  deux  for* 


mules  " ^   .  ^ ',  &  ^^  ,  ^',  ,  une  infinité  de  fériés  pri* 


mitives  qui  approcheront  toutes  &:  chacune  en  particu- 
lier de  la  valeur  de  la  racine  de  41 ,  en  fuppofant  4&  ^ 
égaux  à  tel  nombre  qu'on  voudra  avec  cette  feule  con- 
dition ou  reftriâion  que  a"  foit  plus  grand  que  b  ,  par 
exemple  ,  on  peut  fuppofer  4  t==  100  ,  &  fuppofer  b 
==  7 ,  ou  13 ,  ou  91 ,  &c.  ou  519.  L'excellence  de  la  for- 
inulc  eft  telle  qu'on  approchera  toujours  indéfiniment 
de  la  valeur  cherchée  foit  par  excès  ,  comme  de  -y-*" 
==  V^;^,  foit  par  défaut  comme  de  ^  =  V^^  quel- 
qu'extravagante  que  paroifle  d'abord  la  fuppofition. 

Remarque  féconde.  Il  y  a  évidemment  un  choix  à  faire 
de  la  meilleure  des  fériés  poffibles  à  l'infini  ;  la  plus  fimple 
&  la  meilleure  de  toutes  eft  Ja  férié  formée  par  le  triangle 
des  rapports,  comme  nous  le  verrons  dans  la  fuite;  mais 
auparavant  il  faut  expliquer  tout  ce  qui  concerne  ces  fé- 
riés ,  leur  formation  &  leurs  genres  ou  efpéces  difFé^ 
rentes. 

lo.Dans  chaque  nombre  irrationcl  donné,  il  y  a  deux 
formules  générales  s  fur  chaque  formule  on  trouve  deux 
fériés  primitives  ou  fondamentales ,  &  fur  chaque  férié 
primitive  ou  fondamentale  on  peut  former  plufieurs*  fériés 
dérivées  à  Tinfini. 


V 


4^4  Analyse    générale, 

La  rérie  primitive  &  fondamentale  eft  celle  qui  con« 
tient  de  fuite  tous  les  termes  qu^on  a  trouvé  par  la  for- 
mule propre. 

Les  feries  dérivées  font  celles  qui  font  tirées  d*unc 
£erie  fondamentale ,  &  dans  lefquelles  les  termes  ne  fui- 
vent  pas  Tordre  naturel  comme  dans  la  (erie  primitive , 
mais  ils  fuivent  un  nouvel  ordre  d'expofans  y  ou  en  pro- 
greflion  arithmétique  ,ou  en  progreffion  géométrique, 
ou  en  progreilion  quelconque  compofée  de  ces  deux 
progreflîons. 

Ainfî  il  y  a  des  Cries  dérivées  de  deux  genres  diffé- 
rcns,  le  premier  genre  contient  les  termes  de  la  férié  pri- 
mitive &:  fondamentale ,  félon  une  progreffion  arithmé- 
tique quelconque;  c'efl;  à-dire,dont  les  cxpo(ans  font  pris 
non  pas  de  fuite ,  mais  en  fautant  ou  un ,  ou  deux  termes, 
ou  trois  ou  quatre  ,  &c.  félon  une  progreffion  arithmé- 
tique quelconque ,  !•  3.  j,  &c.  ou  I.  j.p.  &Cî  &  comme 
on  peut  prendre  les  termes  de  la  férié  primitive  fuivant 
toutes  les  progreffions  arithmétiques  poffibles  qui  font 
infinies  ,&  d'une  infinité  d'efpéces  ;  cela  donne  autant 
d*efpéces  différentes  .de  fériés  dérivées  félon  la  progref^ 
fi  on  arithmétique. 

Le  fécond  genre  contient  la  progreffion  géométrique 
des  expofans  des  termes  de  la  (erie  fondamentale ,  & 
comme  il  y  a  une  infinité  de  progreffions  géométriques 
à  rinfini ,  cela  donne  une  infinité  d'efpcces  de  fériés  dé- 
rivées en  progreffion  géométrique. 

L'ufege  de  tous  ces  genres  de  feries  en  progreffion  arith- 
métique&  géométrique,confifl:e  à  abrégera  donner  prom- 
tcment  la  pcrfeûion  à  la  férié  la  plus  parfaite  lorfiju'on  l'a 
trouvée ,  par  exemple ,  s'il  faut  trouver  le  centième  terme 
de  la  férié  primitive ,  comme  il  feroit  trop  long  de  réi- 
térer cent  fois  la  fubftitution  &  les  opérations  fur  la  for- 
mule ,  j'ai  recours  aux  formules  des  fériés  dérivées  en 
progteffion  géométrique  qui  donnent  facilement  U  prom« 

temenc 


Livre    second.  ^^y 

cernent  le  ngnante-fixicmc  terme,  car  fi  Ton  prend  le 
troifîcme  terme  de  la  férié  primitive  pour  le  premier  de 
la  férié  dérivée  ,  &  que  Ton  employé  la  formule  de  la 
progreffion  géométrique  double,  on  aura  le  }^Ac6^.  le 
iz^.  le  24^.  le  48^.  le  96^  terme. 

Enfuite  ajoutant  à  la  formule  de  96  la  formule  de  la 
progreflion  arithmétique  pour  fauter  trois  termes  ,  f ai 
96  -+-  4  ==  Ioo^  terme  cherché. 

Ainfi  toutes  les.  feries  dérivées  fervent  pour  abréger 
l'opération  de  la  férié  primitive  &  fondamentale,  &  pour 
avoir  une  approximation  plus  promte ,  de  telle  forte  qu'on 
trouve  en  peu  de  tems  par  leur  moïen  une  férié  dérivée 
de  trois  ou  quatre  termes  extrêmement  convergente ,  8c 
réduifant  ces  termes  à  la  plus  fimple  expreffion ,  lorfquc 
le  numérateur  &:  le  dénominateur  d'un  même  terme  ont 
un  divifeur  commun ,  on  trouve  par  ce  moïen  la  fcric 
la  plus  fimple,  &  en  même  tems  la  plus  convergente  s 
or  c'efl:  par  la  Méthode  du  triangle  des  rapports  que 
cette  (erie  fe  trouve  infailliblement ,  de  forte  que  tout 
ce  que  nous  dirons  ici  fur  les  formules  rationelles ,  n'eft 
qu'une  préparation  qui  fert  à  trouver  les  matériaux  né* 
cefiaires  pour  former  le  triangle  des  rapports  qui  donne 
la  plus  fimple  ,  la  plus  convergente  &  la  plus  parfaite  de 
toutes  les  fériés. 

Mais  les  (cries  dérivées  foit  en  progreffion  arithmc- 
tique  continue  ,  foit  en  progreffion  géométrique  con- 
tinue ,  ou  dans  une  progreffion  quelconque  compofée 
de  toutes  les  deux,fourniffi?nt  un  moïen  court  &  facile  de 
continuer  à  pas  de  géans  cette  (erie  qui  eft  la  plus  par* 
faite  de  toutes,  &  qui  exprime  le  plus  exaftement  &  le 
plus  promtement  qu'il  eft  poffible  en  nombres  entiers 
la  racine  quarrée  dcfirée  :  les  mêmes  termes  de  fériés 
s'étendent  également  pour  trouver  les  racines  des  équa* 
tions  &  des  puifTances  de  tous  les  degrez  à  Tinfini ,  en 
obfcrvant  ce  qui  leur  eft  propre  comme  nous  le  verrons* 
^^afyfe.  fff 


4^^  Analyse    gekehalb, 

Un  point  eiTenciel  qu'il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  » 
font  les  limites  d'erreur  dans  chaque  terme  des  fériés  > 
je  les  donne  dans  le  quarré  &c  dans  la  racine ,  foit  dans 
les  (eries  qui  donnent  l'approximation  par  excès  ,  foit 
dans  les  fériés  qui  donaenc  l'approximation  par  défaut, 
de  force  qu'on  trouve  à  chaque  terme  l'excès  ou  le  dé- 
faut qui  manque  à  l'exaâitude  géométrique  qu'il  eft 
impoffible  de  trouver  par  la  nature  des  irrationaux, 

£nfîn  je  compare  toutes  les  (eries  pour  choifir  la  plus 
parfaite ,  qui  eft  toujours  celle  que  le  triangle  des  rap« 
ports  donne  diredement  ;  mais  pour  former  cette  férie^ 
il  faut  pouffer  les  autres  fériés  aflez  loin  pour  avoir  au 
moins  quatre  ou  cinq  quotients  générateurs  ,  comme 
nous  le  verrons,  qui  ferviront  de  matériaux  pour  former 
le  triangle  des  rapports. 

Pour  expliquer  cette  Méthode  ,  on  pourra  en  faire 
l'application  à  la  racine  quarrée  de  trois  irrationaux  qui 
font  importans  dans  la  géométrie. 

Le  premier  exemple  eft  V~ ,  qui  exprime  le  rapport 
de  la  diagonale  du  quarré  à  (on  côté  s=^  j, 

Le  fécond  exemple  eft  v"" ,  c^ui  exprime  le  rapporc 
du  côte  du  triangle  équilatéral  infcrit  dans  Le  cercle  au 
raïon  du  même  cercle,  &  c'eft  de  ce  rapport  de  V7">  ^ 
I  ,  que  dépend  la  quadrature  du  cercle. 

Le  troifiéme  exemple  eft  v^JT,  qui  eft  un  exemple  choi- 
£  à  deffein  d'expliquer  cette  nouvelle  Méthode  dans  toute 
ion  étendue  dans  les  fériés  primitives  ,  car  c'eft  le  plus 
petit  &  le  plus  fimple  des  nombres  premiers  où  les  va- 
leurs foient  différentes. 

Car  41  r-, — ;  44  -+"  y^  ou  pour  mieux  diftingoer  les  va- 
leurs des  lettres  =  aa^  -+-^  *==»  j^  -+-  5  *==  4^  > 

&=3  ce di=Bi  49 8===  41. 

Où  l'on  peut  remarquer  que  les  quatre  valeurs  4,j^ ,  r,^> 
font  toutes  quatre  différentes ,  puifque  a  «=5=t;  6  >/=  î> 
^=7,^  =  8. 
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Quoique  V^  foie  lui-même  le  plus  petit  &  le  pliisfim- 
ple  des  nombres  premiers  ,  fur  lequel  on  puifie  former 
quatre  fériés  primitives  fur  deux  formules ,  les  quatre  râ- 
leurs ne  font  pas  diflFcrentes ,  mais  il  n'y  en  a  que  deinc 
qui  font  répétées  ;  car  1 5 :=  aA  -f*  y  ^=£^9  HH-  4,  qui 
donne  a  =  3 ,  &^  ==  4 ,  &  le  même  i  j  =^  aa  -^^—^y 

=  16 3  ,  qui  donne  a  ==  4  ,  icy=^  J  ,  àxti%  lel^ 

quels  les  nombres  3^4  fon  répétez ,  car  a  =  3  dans 
Tun  &  =5  4  dans  Tautre ,  de  même  que  / ,  ce  qui  em- 
pêche d'apperce  voir  l'analogie  des  quatre  fériés  des  quat-i 
rez.    * 

Premier  Exemple.  V^T".  Le  rapport  de  la  diagonale  du 
quarré  à  (on  côté  i  ,  s'exprime  par  le  rapport  de  V^». 
à  I  y  c'eft  un  rapport  important  chez  les  anciens  ,  il  ne 
peut  s'exprimer  exaâement  par  aucun  nombre,parce  que 

V^TT  eft  une  fraftion  compofée  de  deux  nombres  pre- 
miers entre  eux ,  par  conféquent  il  n'ont  aucune  mefurc 
commune ,  donc  la  racine  de  z  eft  un  nombre  irratio- 
nel  qui  eft  réellement  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres, 
&  qu'on  ne  peut  connoître  cependant  que  par  la  divi- 
fion  de  %  poufice  à  l'infini ,  ce  qui  eft  impoffible  par  fa 
nature  ,-  ainfi  ce  qu'une  intelligence  bornée  telle  qu'elt 
Tefprit  humain  peut  faire  de  mieux ,  c*eft  d'en  approcher 
le  plus  près  &  le  plus  promtement  qu'il  eft  poffible  par 
deux  fériés  réglées  y  dont  l'une  exprime  ce  rapport  par 
excès  &:  l'autre  par  défaut ,  de  forte  que  cet  excès  2£  ce 
défaut  foient  les  plus  petits  qu'il  foit  pof&ble  ,  comme 
ces  deux  fériés  font  la  même  dans  tous  leurs  termes  , 
excepté  dans  le  dernier  qui  diffère  dans  le  dernier  chifre, 
tout  fe  réduit  à  former  une  férié  qui  foit  la  plus  appro* 
chée. 

Or  on  peut  former  une  infinité  de  fériés  pour  expri- 
mer ce  rapport  ,  dont  les  unes  font  primitives  &  les 
autres  en  (ont  dérivées ,  ce  qui  engage  ^  i  o.  à  donner  le 
détail  de  leur  formation  ;  x^.  à  trouver  leurs  limites  s 

fff*j 


;^^9  Analyse   gine&ali, 

3°.  à  les  comparer  pour  faire  choix  de  la  meilleore  $  40. 
à  porter  la  meilleure  au  degré  de  pcrfeâion  néceflaire  ^ 
pour  exprimer  le  plus  promcemenc  qu'il  eft  poffibie  le 
rapport  cherché  y&c  de  la  manière  la  plus  approchée. 
L'unique  formule  exemplaire  pour  v^"^ 

cft  -^  &  — — j-j,  fur  laquelle  on  peut  former  une  fé- 
rié infinie  incomplexe  ,  fuppofànt  4  ==::  i  6ct  \ — ?  i  ^ 
comme  il  fuit. 


^  I 


j.  ==s  i..  premier  terme. 


77^  ==  7^477  «===î  î.  fécond  terme. 


Jcfuppofe  i  =.  ^,doncî^^=,î^«f  3c.  term. 


Je  fuppofc  }  =  T-  ^^^^  SiPTl  ==  tStc = if-  4"-  term. 


7-h5 

&  continuant  de  la  forte  je  formerai  la  fèrie  infinie.. 

»-+•      J 7-H      I7-H       41+       '99 *J9-f-      ^ 

»  X         >   5         >    Il         >     1^  *     70  ^159  >   *^^* 

Dont  tous  les  termes  ont  alternativement  les  lignes 
-  &  — -  au  numérateur  -,  pour  trouver  ces  fignes  ,  if 
fuffit  de  confidérer  que  le  premier  terme  formé  fur  la 

première  partie  de  la  formule  y-  eft  trop  petit ,  il  Eiuc 

donc  lui  ajouter  par  le  figne  H--'  le  fécond  terme  formé' 
fur  la  (econde  partie  de  la  formule,  maison  ajoute  trop, 

donc  ce  (econd  terme  aura  le  figne pour  marquer 

qull  en  faut  retrancher  le  troifiéme  terme,  &c. 

Autrement ,  chaque  terme  de  cette  férié  exprime  \c 
rapport  cherché  alternativement  par  défaut  &  par  excès. 

Car  le  quatre  du  premier  numérateur  i  ==  i,  eft  fur- 
pafté  d'une  unité  par  le  double  du  quarré  du  premier 
dénominateur  1x1  ==  i ,  puifque  x—  i  =  r  qui  eft 
Texcès  dont  le  double  du  quarré  du  dénominateur  fiir- 
pafte  le  quarré  du  numérateur» 


% 
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Je  trouve  le  même  excès  dans  cous  les  termes  impairs 
^  9  ii  5  7?  >9  j  comparant  le  quarré  du  numérateur  avec 
le  double  du  quarré  du  dénominateur  correfpondant  dans 
chaque  terme. 

Pans  le  premier  terme  i  quarré  de  i  qui  eft  le  pre- 
mier dénominateur ,  eft  furpaflé  de  i  par  \ ,  qui  eft  le 
double  de  i.  quarré  du  premier  dénominateur  y  car  i 

5==  i  X  I 1  =  ^.—  i^ 

Dans  le  troifiéme  terme  ,  49  quarré  du  troifîéme  na« 
méraceur7,  eft  furpaffé  de  i  par  yo  double  de  i^,  qui 
eft  le  quarré  du  troifîéme  dénominateur  5  y  car  4^ 


Dans  le  cinquième  terme  16Î1  ^quarré  du  cinquième 
numérateur  41 ,  eft  furpafïé  de  i  par  i68i,  double  de 
841  qui  eft  le  quarré  du  cinquième  dénominateur  19  i 

car  i6%z  ==  t  x  841  -+-  i  y  Se  ainfî  de  tous  les  termes 
impairs  à  l'infinie 

Au  contraire  dans  les  termes  p^irs  comme  le  fécond, 
le  quatrième  y  le  fixiéme  y  le  huitième,  Ôcc.  Les  quarrez 
des  numérateurs  furpaHent  d'une  unité  le  double  des 
quarrez  des  dénominateurs  correfpondans. 

Dans  le  fécond  terme  9  quarré  du  fécond  numérateur 
3  ,  furpaflc  de  i  le  nombre  8  qui  eft  le  double  de  4  , 
quarré  du  fécond  dénominateur  2^,  car  9  x=  1x4  '•^  i 
s==8  -4-  !• 


De  même  dans  le  quatrième  terme  189  ,  quarré  dir 
quatrième  numérateur  17 ,  furpafte  de  i  le  nombre  i88> 
qui  eft  le  double  de  144 ,  quarré  du  quatrième  dénomi- 
nateur IX  y  czv  ZÎ9  =5AX  144 -+-  I  ==*  z88-4-  1*^ 

Dans  le  fîxiéme  terme  z8oi  ,  quarré  du  fîxiéme  na- 
mérateur  99  ,  furpaife  de  i  Te  nombre  9800  ,  qui  eft  le 
double  de  49  00,  quarré  du  fixiéme  dénominateur  70 ,  car 
5801  ==:  z  X  4900  -+-  I  ==  9800  HH  I  ,  &  ainfî  de* 
Cous  les  termes  pairs  à  l'infinL 


4^0  Analyse   cEKEHAtE, 

Cette  férié  pour  ^T  cft  la  férié  primitive  &  fonda- 
tnontale,  c'eft  une  férié  incomplexe ,  dont  chacun  des 
termes  exprime  le  rapport  cherché  akernativement  par 
excès  &  par  défaut. 

Ccft  la  première  efpccc  dâ  premier  genre  des  fériés, 
qui  comprend  fous  loi  une  infinité  d'efpéces  de  fériés  di& 

fërentes. 

Cette  première  efpéce  peut  fc  ;  réfoudre  d'abord  en 

deux  fériés  complexes  dérivées  de  celle^^ci  ,  Tune  par 
addition  continuelle  faite  au  premier  terme  de  la  diffé-- 
rence  des  termes  excédans  aux  termes  défaillans  immé^ 
diatement  fuivans, 

C'eft  la  féconde  efpéce  du  premier  genre  ou  la  pre- 
mière férié  dérivée  complexe  par  addition  \  le  premier 

terme  -j —  cft  déraillant,  j —  cft  excédant ,  le  fuivanc 

^  cft  défaillant, c'eft» f^^^""— ^  -''"^ 

donc  leur  différence  eft  -^ ,  j'ajoute  cette  différence  au 

premier  terme  j — ,  ce  qui  donne  pour  le  premier  terme 

complexe  de  la  férié  dérivée  par  addition  t  -+-  y?* 
Je  prends  enfuite  y  &  77  qui  font  le  ^^.  &  le  jc.  terme 

défaillans  ,•  or j^^ == — s=s=  -H  747  > 

c'eft  leur  différence. 
De  même  je  prends  le  f.  &  le  7^.  iy  &  t^I  qui  font 

41x1^^  — 1^9  X 19  6919  —  69^1 

tous  deux  défaillans  «=         Z^^         ==       J^Sî 

Y^^  y  ce  qui  donne  la  première  férié  dérivée  \ 
10  "--  177  "**  7^1  >  *^^-  ^"  dénominateurs  10 

I.  I4j==al44  -4-  !• 


La  troifiéme  efpéce  du  premier  genre  qui  eft  la  fé- 
conde férié  dérivée  fe  forme  par  fouftraâion  ,  elle  fe 
nomme  complexe  par  fouftraâion  y  6c  fe  fait  en  ôtanc 
continuellement  du  premier  terme  de  celle-ci  qui  eft  tou«- 
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jours  le  fécond  de  la  ferle  primitive  ,  les  différences  de 
chaque  deux  cermes  immédiatement  fuivans. 

Le  premier  terme  eft  ^^  qui  eft  défaillant ,  le  (e-* 

cond  terme  eft  —-qui  eft  le  premier  des  termes  excé- 

dans  y  je  prends  la  différence  des  deux  termes  qui  fuîvent 
ce  fécond  terme,  c'eft  7  &:  7^  qui  font  le  4«.  &  le  jc.  de 

Icrie  primitive  j  or  tj 7  = 7^^^^ 

£=  îiUlîi  5=  ~ ,  c*eft  le  fécond  terme. 

De  même  j'ôce  la  différence  du  y^-  &  du  tf^  terme 

41 -4-      99-^  ,.  .^  99x19  —  41x70 


>    70        >  ^*    70  19  70  XI9 

,    ^  ,  ^,^\  c'cft  le  troificme  terme  de  la  fe- 

1030  1030  ' 

conde  (crie  dérivée. 

Seconde  féric  dérivée  pour  •T.   \ -^ ~  ,  &c. 

DES    FORMULES. 

Pour^^^  trouver  les  Séries  rationelles  infinies  ,  primitives 

ou  du  premier  genre. 
Tour  exprimer  ou  transformer  les  nombres  irrdtionaux  du 

fécond  degré. 

Soit  propofé  de  trouver  La  racine  quarréede  3.  La 
première  idée  qui  fc  préfente  à  Tefprit ,  eft  que  3  eft  un 
quarré  imparfait  compris  entre  les  deux  quarrez  parfaits 
j  y  dont  la  racine  eft  i ,  &  4 ,  donc  la  racine  eft  z  ;  il  eft 

évident  que  9^  j  eft  entre  i  8d:  i  ^  plus  grande  que  i  ,  2c 
plus  petite  que  z ,  par  confequent  VT  ne  peut  être  re- 

pré(ênté  que  par  une  fr aÛion  |  dont  le  numérateur  a  ^  foie 

plus  grand  que  i^,&  plus  petit  que  z  h\  mais  il  eft  démon- 
tré dans  le  7^  le  8  &  9  Livre  des  Elémens  d'Euclide  ^  que 
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lorfque  a  n*efl:  pas  mefuré  par  é  ^  il  eft  impoffible  que  le 

quarré  dA  y  (bit  mefuré  par  le  quarré  hh  ;  d'où  il  fuie  que 

la  fraâion  t  ne  peut  point  être  exaâe  &  en  même  tems 

rationelle  pour  exprimer  la  valeur  de  V'^.  Ainfi  tout 
ce  que  peut  faire  une  intelligence  finie  telle  qu'efl;  l'e/pric 
humain ,  fe  réduit  à  trouver  deux  fériés  en  nombres  en- 
tiers 4  &  ^ ,  tels  que  a  a  ==  3  ^^  dt  ^  >  enforte  que  la  dif- 
férence c  foit  par  zmch^ ,  ou  par  défaut }  foit  la  plus  pe-« 
cite  différence  poffible . 

Première  série  des  Formules  rAthnelles ,  ou  Série  primitive 
C^  fondAtnentAle  e»  lettres ,  four  V  3 


Premier  (erme* 


4 

7 


Second   terme,       T'^n:  *=*  "!/ 

I  A  -f-  xb  a 


Troifiéme  terme. 


xa  " 

4- J^ 

14- 

xc  H 

\  c  - 
le  - 

h  i'd 
+-?/* 

le  - 

7 

Quatrième  terme.  .    rf^''''^    h 


s 

Cinquième  terme.    ^  ^    .    ^^^^=^  "J" 

y^ixiéme  terme. .  • .  &C.  Ainfi  de  fuite  à  TinfinL 
BxflicAtion  &  formAtîon  de  cette  Série  frimitive. 

Dans  ^  on  peut  fubftituer  tel  nombre  qu'on  voudra  \ 

mais  le  plus  court  chemin  eft  de  fuppofer  a  =3=3  à  la  ra- 
cine du  quarré  prochain  plus  petit  ou  plus  grand  que  le 
quarré  imparfait  propofé  \  ici  je  fùppofe  la  racine  %  du 
quarré  plus  grand  4. 

Dans 
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Dans  le  fécond  terme ,  il  y  a  feulement  deux  lettres 
répctéts  a^B.  avec  des  cœfficiens. 

Dans  le  numérateur  le  coefficient  de  a  eft  la  racine  % 
du  quarré  prochain  4 }  dans  le  dénominateur  le  cœfficienc 
de  ^  eft  z^  car  ces  deux  cœfficiens  font  toujours  égaux. 

Dans  le  numérateur  y  le  coefficient  de  k  eft  toujours 
donné ,  c'eft  3  dans  ce  cas  y  parce  qu'on  cherche  la  racine 
de  3;  en  général  c'efirexpofantdelapuiffance  propofce. 

Le  coefficient  de  a  dans  le  dénominateur  efl  toujours 
Tunité  confiante  i  a ,  dans  le  fécond  terme. 

Seconde  Série  des  Formules  ratio  ne  lie  s  comfofée  des  deux 

feules  lettres  a  c^  b. 

Pour  former  cette  féconde  férié  dérivée  de  la  (crie 
primitive  &  fondamentale,  J'ai  d'abord  les  deux  premiers 
termes  tout  formez. 

Premier  terme.         •       -7- 

h 

Second  terme.  ^' -7 

I  a  -4-  zb 


j  4  —4—  izh 

Le  troifiéme  terme     : 7^  fe  forme  ainfî. 


Je  fubftituc  dans  le  tjroifîéme  terme  *^"^^^,  de  la  féric 

1^-4-»» 

fondamentale  &  primitive  au  lieu  des  lettres  cUdy  leiu: 
valeurs  comme  il  fuit^       ^ 

.^—^-.^ Or     2^=3        44-+-^^ 


Donc 


3  </==         3  a  -4-  6^ 


Z  C  -+-   3  ^==3  74-+-  12.  ^ 
&    ira=3Z4-4-  3  b 


JDonc^ ,  .       / 

ce  qui  donne  pour  le  3^  terme  \^m^ comme  ci-^deflus* 
Andyfe,  gSS 
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Il  eft  facile  âc  continuer  les  termes  de  cette  ferie  par 
la  même  Méthode  y  c'eft  ainû  qu'on  a  trouvé  les  termes 

Quatrième  terme* . -—7 

Cinquième  terme.    ■— : ; r 

&  ainfi  de  fuite  à  l'infini. 

On  peut  auflî  continuer  dircdement  cette  féconde  fcrie 
lorfqu'on  a  deux  premiers  termes  comme  il  fuit. 

Puifque  dans  le  numérateur  d'un  terme  fuivant  quel- 
conque ,  le  coefficient  de  a  eft  compofé  de  deux  nombres 
pris  dans  le  numérateur  du  terme  précédent  ;  ces  deux 
nombres  (ont  le  double  du  coefficient  de  a  avec  le  coefficient 
de  i ,  car  dans  le  troifiéme  terme ,  le  coefficient  de  a  dans 
le  numérateur  cft  7  t==  z  x  a  -4-  3  ,  c'eft-à-dire  ,74 

1x1  a  •+-  y  Otz  &  j  font  les  eoefficiens  du  numéra- 


teur du  terme  précédent. 

Dans  le  dénominateur  le  coefficient  de  f  eft  7 ,  toujours 
égal  au  coefficient  de  fon  numérateur  a. 

Dans  le  dénominateur  le  coefficient  de  ^2  eft  4  compofé 
de  deux  nombres  ;  fçavoir,  du  coefficient  1  de  4  pris  dans 
le  numérateur  du-  terme  précédent  6^  de  2  double  de  i 

coefficient  de  4  pris  dans  le  dénominateur  du  terme  précé- 
dent. 

De  même  dans  le  quatrième  terme  te  ccefficicnf  de  a 
daps  le  dénominateur  cft  15  compofé  de  7-4-  4-*-  4, 
qui  font  les  eoefficiens  de  a  pris  dans  le  numérateur  &  dans 
le  dénominateur  du  terme  ptécédent. 

Dans  le  numérateur  le  coefficient  de  ^ ,  eft  toujours  le 
triple  du  coefficient  de  a  trouvé  pour  le  dénominateur  du 
même  terme  ,  ainfi  ce  coefficient  cft  le  dernier  que  Ton 
trouve  5  ce  qui  fc  réduit  à  trouver  les  eoefficiens  de  a  pour 
le  uumérateur  &lc  dénominateur. 


\ 


LiVRiSECOKD*  1^7  j 

Exempte.  Ayant  le  troificmc  terme  ^^^'^^  pour 

trouver  par  Ion  moyen  le  quatrième  terme ,  je  disT^ 
■^  ^  ^  '=  14  HH  1 1  ==  2tf .  ce  qui  donne  pour  le  nu- 
mérateur 2^4,  &  en  même  tem5  pour  le  dénominateur 

x6  b ,  puifqu'ils  font  toujours  égaux  *^^'^" 

Je  prends  dans  le  troifiéme  terme  les  cœfficiens  de  d^ 

7^-f-  xx44  =  7-f.  8  4=iy4,c'eftlecœfficicnc 
du  dénominateur  i/. 

Enfin  je  triple  ce  coefficient  1^x3  ==  45  ,  c^eftlc 
coefficient  du  numérateur  45  h.    Ce  qui  donne  pour  Ip 

quatrième  terme  cherché  iilrhili. 

-R^^/^  générale. 
Soit  le  terme  précédent  iirtUi^ 

Le  terme  fui vant  fera , 

ic  ^  ^  d  xa   -+^   tf  x/-f-  3  ^  X  ^ 


zJ'^cxa   -+-    zc-+-d  X  h. 


=?I2. 


Soit  r  ==a  7.      ^s==:  4.      3  ^  = 

Donc  2rH-3  <^X4c=a  I4H-IZe=»2tf  4. 
Et         2^H-rX4=3  8--H7a=»I  J  4. 

Memdr^ue.  Pour  continuer  cette  féconde  férié,  ilfuffit 
de  trouver  les  deux  cœfficiens  de  a  ,•  fçavoir ,  celui  du  nu- 
mérateur  &  celui  dû  dénominateur ,  car  le  coefficient  de 
a  du  numérateur  ,  donne  le  coefficient  de  b  dans  le  dé- 
nominateur ,  qui  lui  eft  égal ,  &  le  coefficient  de  4  étant 
trouve  pour  le  dénominateur ,  fon  triple  donne  le  cœffi- 
ciejtit  de  b  pour  le  numérateur. 

L'ufage  de  ces  formules  confifte  à  fubftituer  des  nom- 
bres à  la  place  des  lettres  pour  trouver  en  nombres  entiers 
des  fériés  rationelles  qui  expriment  par  approximation  la 
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racine  du  quatre  imparfait  propofé,  ce  que  j'appelle  transe 
former  la  racine  d'un  quatre  imparfait  dans  une  férié  in- 
finie rationelle. 

il  y  Or  trûis  genres  de  Permutes  peur  les  fériés  ratio  ne  lits 
dans  chacfme  des  quatre  fériés  primitives. 

m 

..  l,e  premier  genre  contient  la  féric  primitive  &  fonda- 
mentale comme  la  précédente ,  dont  les  termes  fe  fuivcut 
par  ordre ,  comme  les  nombres  ordinaires  i.  z.  3. 4.  y.  &c. 

Le  fécond  genre  contient  la  fcrie  àcs  termes  pris  en 
progrei&on  Arithmétique  quelconque  ^  en  autant  ou  un 
terme ,  ou  deux  termes ,  ou  trois  ou  quatre  termes ,  &cc. 
en  progreffion  Arithmétique  quelconque  différente  de  la 
progrcflîon  naturelle  des  nombres  ,  laquelle  fait  feule 
le  premier  genre ,  fans  paflcr  par  les  termes  moïens. 

Exemples.  i«.  Pour  fauter  un  terme  ou  plùfieurs  tout 
d'un  coup  fans  paffer  par  les  termes  moyens  »  il  faut  avoir 
àcs  formules  propres  pour  chacun  des  nombres  de  termes 
qtie  Ton  veut  fauter  :  or  cts  formules  ont  toujours  a&cb 
tant  au  numérateur  qu'au  dénominateur  i  ainfî  toute  la 
difficulté  confifte  à  trouver  les  cœfficiens. 

Pour  trouver  les  cœfficiens ,  il  faut  d'abord  trouver  une 
férié  en  nombres  fur  la  férié  primitive  &  fondamentale 
en  lettres  pour  le  quarré  imparfait  propofé. 

Ainfî  pour  VT^  la  férié  primitive  en  nombres  efl: 


1-1-5—     7-^     iZ—      4>H-     ^^—     Rrc 
t  X    .      S  I*  *P  70 

£xpofans  i.  2.       3.         4.  y.        6.  des  termes. 

Le  premier  terme  étant  j  =  I  la  formule  pour  le 


troifiéme  terme  efl  s^^4^  ,__.  LdH.  ==  Z 


Soppofant  le  troifiéme  terme  ==2  >  =  r  >  la  formule 
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14-t-ïJ 

-  4» 

Donc  le 

cioquieme  terme li. 

Or  le  fécond  terme  de  la  ferle  7  donne  ces  ccefHcienS:, 
car  le  numérateur  3  donne  dans  la  formule  le  cœfHcienc 
3  ^  du  numérateur  ,  ôc  le  coefficient  5.  ^  du  dénominateur. 

Le  dénominateur  2  donne  le cœâ&cient  ta,&c  fon dour 
ble  donne  le  coefficient  4  ^  du  numérateur ,  de  même  pre- 
nant un  terme  quelconque  pour  premier  terme  de  la  férié  ^ 
on  aura  par  la  même  forme  le  troifîéme  terme  fuivant ,  en 
fautant  le  terme  moïen  fuivant  la.  formule  exemplaire 

xo.  Pour  fauter  deux  termes ,  la  formule  exemplaire  cft 
f  &  7^*+.'?^  les  coefficiens  font  tirés  du  troifîéme  terme 

dclaf?rie7carît==:|,&7i-l-io^_7-4-io„i7 


i  b       \         jM^yb  s^7  "     - 

5^.  Pour  fauter  trois  termes,  la  formule  exemplaire  eft 

r  &  17^7^"^^  |ç5  cœfiEiciens  font  tirés  du  quatrième  ter- 
'         ii-Hi7^ 

me  de  la  fttic  nomcrique  îl.  Or  ^7*-^^^  _^  17^-14 

41 

4^.  Pour  fauter  quatre  termes ,  la  formule  exemplaire 
eft  -  &  4i^j+y8^  41  ■+  T»  —  99^^ 

b        x^a-^^ib  IV  ^41  7<^ 

On  peut  continuer  à  trouver  des  formules  à  Tiofini^our 
fauter  tel  nombre  de  termes  qu'on  voudra  ;  ce  qui  aDrégc 
la  formation  de  la  férié  &  la  rend  plus  convergente ,  puif^ 
que  les  termes  les  plus  éloignez  donnent  toujours  unea^^ 
proximation  plus  grande  de  la  racine. 

Si  on  prend  un  terme  éloigné  dans  la  première  ferie* 
ÊDndamentale  pour  premier  terme  de  la  férié  du  fecondi 

Sis  ^'J 
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genre  où  l'on  faute  plufièurs  termes  en  progreffion 
arithmétique ,  dès  le  fécond  terme  on  avancera  beaucoup 
fans  paffcr  par  les  termes  moyens  ;  mais  on  avancera 
encore  davantage  en  fautant  les  termes  en  laprogrefCon 
géométrique  qui  fuit  ,  qui  cft  le  troifiéme  genre  des 
formules. 

'  Le  croifîéme  genre  contient  les  formules  pour  (aucer 
un  nombres  de  termes  moyens  en  progreffion  géométri- 
que fans  paffer  par  les  termes  moyens. 

Ce  troifiéme  genre  comprend  toutes  les  progreflions 
géométriques  à  l'infini  i  il  avance  à  pas  de  géans  Se  rend 
la  (crie  beaucoup  plus  convergente ,  &  par  confisquent 
les  termes  plus  approchés  que  les  deux  genres  précédens. 
Car  la  formulo^  de  la  progreffion  géométrique  double  , 
donne  un  terme  double  du  précédent.  La  progreffion 
triple ,  donne  un  terme  triple.  La  progreffion  quadruple^ 
donne  un  terme  quadruple^  &c. 

La  formule  exemplaire  ,  générale  6c  primitive  pour 
fauter  un  nombre  de  termes  en  progreffion  géométrique 

double  ^  fans  pafler  par  les  termes  moyens  eA^  Se 

2  Mb 

Lorque  le  terme  fimple  èft  impair ,  le  numérateur  de 
la  formule  eft  zaa  -H  i*  Mais  lorfque  le  terme  fimple 

cft  pair ,  la  formule  eft  i  aa i ,  c'efl  la  plus  fimple ,  la 

plus  prompte  &  la  plus  élégante  de  toutes  les  formules 
générales.  Ceft  par  fon  moyea  qu'on  a  confbuit  la  table 
Suivante. 
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m  ^ 

Table  générale  des  formules  pour  trouver  les  termes  en  progrejjion 

Progr.  géom.  géométrique  pour  y~ . 


Simfîe 


Bêuhle 


)kmn^rat€ur 

dinêminateuY 


I  X 


^y 


numérat.     z  x^ 


dénomin. 


z  x^  y 


Tripli 


numéral.  4  x^  ■+*  j  x^ 


dénomin.   ^x'^y^  \y 


^jéadrufU 


8  AT+H-  8x 


%x^y  *H  4Ar^yH^i  y 


^jfintHfU 


\6x 


10  X 


î 


J-^ 


I  ^ -^"^  >  !IÎI  li  -^^H"  1/ 


»  «  I* 


Sextuple 


3ix*:+:48x^-Hi8x^ 


5^-^  y  ril  3iAr^7^-6xïj^ 


Septuple 


64X   31  I IX x' H- y^ AT' 32  7  a: 


^4^^^^  80. v+^ 


x^x'-y 


^y 


a»m 


Oéfttple, 


ii^x*:t^y6x^+i6ox^HH  5ix'^^i 


■Mta 


iiSx^jf^  i9^x^y-f>8ox^j^'+  8x^y 


Nêncuple 


lytf  x^H^  y76x^-f-45zx' 


lxox^-H9^ 


iygx'y"4-  448  x^y  -+- 240  x^^  ;+  40  x^ y 


ly 


mima 


Décuple 


jixx'^  ;+  i28ox*-+-iizo  X  ^400  x^-4-  So-^^^t  i 


yiix'j'H;^  ica4x^  yH-éyix^y  "+  i6ox\y"-H  lox^y 


ondécufle 


ioi4x";+  x8itfx''4-28i6x^;+i  131x^-4-  iiox'H;^  1 1  x 


ioi4x*''^H;2i304X*;'-4-  1792  x^y^^  y6ox+y-h6o  x'^H;;^  i^ 


dodécuple 


2048  X 


1 1 


^I44X 


10 


i9i2x*H;i  3584X  -4-840x^37  2x 


2048x"y'^  y  i20x^y-4-46o8x^>"+i  792x^/ H- 280x^^^34^  I2x^^ 


&c. 


&:c. 


&c. 
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Table  des  numérateurs  des  termes  en  prop'effim  géométriqut 

pour  VT. 


1".  colon. 

jàç.  colon. 

Simple 

lA-i 

Bouble 

rrifle 

4XÎ        ± 

Quadruple 

8x*       H- 

Quintuple 

i6x'      -¥ 

Sextuple 

jix*      -+- 

Septuple 

1              m 

64  x'     H- 

06luple 

128X*   -±^ 

Koncùple 

x^6x*  -h 

Décuple 

iixx"± 

Ondécuple 

t)odécuple. 

2048x'*H- 

3C.  colon^ 


4^*  colon. 


■^rr 


yc.  colon* 


3  «^^ 


i^"*^ 


8x" 


iO  X 


i 


48  ;c 


iixjr 


&P. 


&c. 


ij^x* 


y7.6x 


1180  X* 


i8i£x» 


^I44x 


10 


I 

5^ 

18  X*    ^: 

5^x5      -H 

J^OX+ 

-^ 

431X» 

-+• 

IllOX* 

'•+ 

rSi^x' 

-f 

6911  x'zt 

^.  colon.  l7«,col 


&:c. 


1 10  X'    *4- 


400  X* 

lt}ZX^ 
JÎ84X' 


&C. 


9X 


JOX 


•■—••• 


zzox' 


-' 


840  X' 


&c 


IIX 


71 X* 


&c. 


Tdle 
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Table  des  dénominateurs  des  termes  en  progrejpon  géométrique 

pour  y^T. 

i^  colon.    z<fe. colon.  I  5c,  colon.  .  4e.colon.  jy^  colon.  1  «^  colon,  j 7^.col 


Simple 


^y 


Double 


Triple 

f 

^^adrufle 


xx^y 


4-^V 


^y 


Quintuple 
Sextuple 
Septuple 
OSluple 


SxJ 


i€  x^y 


Noncsêple 
Décuple 
Ondécuple 
J>edécufle 


&c. 


$tx*j>  j; 


ixtx^j 


i^6x'j>  •!• 


5lix*j  + 


ioi4x'^+ 


4*'7 


ixx'-jf 


'/ 


zix^y 


Zox^j 


192.  x^j 


448  xV 


10x4x^-1- 


i304x>-4- 


6x^y 


i4Jf  V 


17 


8ox' jr 


X40X+/ 


éjtx^jffr 


8x7 


40  xV 


1 60  x'7 


i048x'f;':+j  ^ixox*j^ 


&c. 


lyprx*/ 
460  8x^ 


Uc, 


&c. 


j«ox*/ 


i7Pix'. 


&c. 


'/ 


«^i* 


f^m 


lox^jt 


6ox*-j 


Sec. 


V 


180  X^Jf  ^ j  I  ZXj 


&c. 


Anâlyfe, 
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TahU  dis  cafficiens  des  numérateurs. 


z 

I 

4 

3 

S 

8 

t 

* 

16 

iO 

y 

— 

$^ 

48 

18 

T 

64. 

II£ 

5^ 

7 

Z18 

%$6 

1^0 

32, 

r 

z^6 

f76 

43  i 

lio 

9 

yix 

xxSo 

IIZO 

400 

yo 

r 

ZOZ4 

&8U 

iSi^ 

1x51 

2ZO 

IX 

X044 

^144 

^^li 

3584 

840 

7* 

Tit^/?  ^^j  cœffciens  des  démmiinateurs» 


I 

- 

• 

X 

4 

z 

p 

8 

4 

U 

iz 

z- 

3^ 

J* 

tf 

• 

^4 

8^0 

M 

t 

• 

ftS 

r^x 

80 

]r 

*5^- 

448 

X40 

40 

r 

Slt 

10x4 

^7x 

1^0 

TO 

1014 

X304 

rj9z 

ytfo 

éo 

I 

1048 

Jixo 

4^0  S 

1751X 

z8o 

^^ 
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tonJlfuStion  de  ta  Table  des  Formules  rationelles  ,  des  ter^ 
mes  de  la  férié  fondamentale  en  ^rogrejfion  géométrique. 

Comme  choque  terme  delà  (crie  contient  unefraûidrt 
dont  le  premier  terme  eft  le  numérateur ,  &  le  fecond  ter- 
me le  dénominateur  pris  dans  la  férié  primitive  pour  cha- 
que cas  particulier. 

.  Je  fais  deux  tables  dont  Tune  contient  les  numérateurs 
de  la  (crie  primitive  pris  en  progrcffion  géométrique  fans 
pafTer  par  les  termes  moïens. 

La  féconde  table  contient  les  dénominateurs  correfpon* 
dans  au  numérateur  de  chaque  terme. 

On  peut  continuer  ces  tables  à  Tinfini ,  puifqu'il  y  a 
une  infinité  de  progreflions  géométriques  à  llnfïni  >•  je 
me  borne  ici  au  douzième  terme  de  la  progrcffion  ,  ce 
qui  eft  fuffifant  dans  la  pratique. 

Explication  (^formation  de  la  Table  des  ntêmérateurs  four 

la  série  rationelle  de 


Cette  table  contient  fept  colonnes. 

La  première  colonne  contient  les  expofansou  les  noiils 
des  progreffions  géométriques,  fimple ,  double,  triple, 
quadruple ,  &c.  dodécuple. 

Toutes  les  autres  colonnes  contiennent  les  puiflanccs 
de  X  pri(es  de  fuite  avec  des  cœfficiens  ;  mais  ces  puiflan- 
de  AT ,  ne  commencent  qu'après  un  interval  occupe  par 
Tunité  pour  aller  d'une  colonne  à  la  fuivante. 

La  féconde  coloniie  contient  les  puifficinces  de  x  prifes 
de  fuite  avec  des  cœfficiens  qui  font  les  puiffiinces  de  la 
progreffion  géométrique  de  % ,  expofant  du  de^é  de  la 
racine  cherchée  qui  commence  par  l'unité  pour  commen- 
cer d'auffi  loin  qu'il  eft  poffible  ,  c'eft  i.  2. 4. 8.  i  tf .  3  i.  ^4. 
^c. 

La  troifléme  colonne  qui  commence  par  l'unité  à  la 
féconde  cellule  vis-à-vis  le  double  y  contient  dans  les  cel- 

hhhij 
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lidcs  fitlvaDCes  les  puiflances  de  x  à  commencer  par  la 
croifiéme  qui  en  contient  la  première  puiflance  x^.  Comme 
les  autres  puifTauces  font  de  fuite  &  leurs  expo(kns  croid 
jenc  toujours  de  Tunité ,  il  n*y  a  aucune  difficulté  dans  leur 
formation» 

Dans  cette  troifiéme  colonne ,  toute  la  difficulté  con>- 
fifte  à  trouver  les  cœfficiens  numériques  de  chacune  de  ces 
pui£^ces  de  X  ^  le  premier  eft  Tunité  que  )  écris  dans  la 
Seconde  cellule.  Le  fécond  eft  3  égal  à  la  (bmme  1  -t-  r. 
Or  I  eft  le  premier  coefficient,  ou  le  coefficient  du  premier 
terme  précédenc  dans  la  même  troifiéme  colonne ,  &  2. 
eft  le  coefficient  qui  eft  àcôtédans  la  première  colonne, 
auquel  >'a)oute  la  première  puilSonce  dex'  i  ainfi  )'ai  pour 
iecond  terme  }x'  qui  répond  à  la  progreffien  triple. 

Pour  avoir  le  troifiéme  terme  8x^  ,  )e  prends  la  (bm- 
me  des  deux  termes  prècédens  de  la  même  colonne  i  ^  } 
==  4 ,  plus  le  terme  4  à  coté  du  dernier  dans  la  colonne 

pécédente.  Ce  qui  donne  t  -H  j  -+•  4  ==:  8.  avec  la 
îèconde  puiflance  de  y .  c'eft  9x^. 


Le  quatrième  terme  eft  10  x'  ;  or  lo  =  i  -+-  5  *+*  8 
8.  Ce  dernier  8  eft  dans  la  colonne  précédente  à  côté 
du  terme  précèdent. 


Le  cinquième  terme  48x>  vient  de  !-+•  5-f-8-4-  10 
-  U ,  ce  t  ^  eft  à  côté  de  zo.  &  ainfi  des  autres. 
La  quatrième  colonne  commence  vis  à- vis  le  quadruple 
3l  la  quatrième  cellule,  r,  yx,  iSx"^,  ^6x\  i6ox^,Scc. 
Ce  font  les  puiffances  de  fuite  de  x  avec  des  cœfficiens 
dont  le  premier  eft  Funitè ,  le  fécond^  5  vient  du  coefficient 
de  la  même  colonne  i ,  fie  des  deux  cœfficiens  pris  de  la 
colonne  précédente  r  -f-  3  ==4>  ^^  laiffant  8  qui  eft 
à  côté  du  terme  précédent  de  la^quatrième  colonne. 

Le  troifiéme  cœfficient  r  8  vient  de  i  -H  y  »  tf  pris  dans 
la  même  quatrième  colonne  précédente.  Or  6  -4-  n 
r8. 


Le  quatrième  co&fficient  5  6  vient  de  r  H^  y  -(*  18 
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14 pris  dans  la  quatrième  colonne  ,  &  de  x  «-{-  5. 
8  -H  2.0  &=3  5  2.  pris  dans  lar  troifiéme  colonne.   Or 

Il  eft  &cile  de  concinuer  de  même  cette  quatrième 
colonne  ^  les  fuivantes  par  la  même  Méthode. 

Explication  (jr  formation  de  la  Table  des  dénominateurs 
des  termes  de  la  Série  primitive  en  progrejfion  géomé^ 
trique  four  V~. 

Cette  Table  contient  fept  colonnes  comme  celle  àsi 
numérateurs. 

La  première  colonne  contient  les  expofans  ou  les  noms 
des  progreffions  géométriques  ,  double  ^  triple^  qua- 
druple ,  &Cr 

h^s  autres  colonnes  contiennent  les  puiflances  de  x 
pri(ês  de  fuite  multipliées  par  ^  ^  avec  des  ccefficiens  nu* 
mériques. 

.  Les  cœfficiens  numériques  de  la  féconde  colonne  font 
X.  it  4.  8.  \6.  &c.  Ce  font  les  puifTances  de  i^  à  commen- 
cer par  l'unité. 

Les  cœfficiens  de  la  troifiéme  colonne  i.  4. 1 1 , 3  i.&c. 
fe  forment  ainG. 

Le  premier  coefficient  i  eft  à  la  troifiéme  cellule  vis-à» 
vis  du  triple.'  C*cft  l'unicé.  ^ 


Le  fécond  coefficient  4,  =s=  i  -f-  i  -f-  %.  c'cft- à-dire 
4  égale  le  coefficient  i  qui  le  précède  dans  la  troifiéme  co- 
lonne ,  ajouté  à  la  fomme  àc%  termes  de  la  colonne  pré* 
cédente  i  --f*  %  jufqu'au  terme  du  rang  précédent  excita 
fivcment. 


Le  troifiéme  coefficient  rA=  i  -f-  4  -f-  i-H3l-H4^ 
c=:  5  fbmme  des  termes  précédens  de  cette  troifiéme 
colonne  ,  plus  7  fomme  des  termes  précédens  jufqu'au 
pénultième  rang  dans  la  féconde  colonne. 


Le 4«i^  coefficient}!  =£==  i-h4-l^  \%  H-  1-^2-1-4^^^ 
==17  -+-  1 5  ^  fomme  des  termes  précédens  dans  cetter 
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colonne  &  dans  celle  d'à  côcé  non  compris  celui  du  pcaolr 

tiémo  rang ,  &c.  aiivii  des  autres. 

La  quatrième  colonne  qui  commence  à  la  cinquième 
cellule  vis-à-vis  le  quadruple  par  runicc  eft  i  ;,  6.  24.  8o. 
Sec.  Le  premier  coefficient  eft  I. 


Le  fécond  cœfEcient  6  ==*  i  H-  i  -+-  4 ,  c'cft  la  ibmme 
du  coefficient  précédent  de  la  même  colonne  Se  de  celle 
qui  précède  non  compris  le  rang  précèdent. 


Le  troifîéme  ccefïicicnt  14  ==  i  -H  ^  -f-  i  -+•  4-4-  i  x 
ou  7  -{-  17  qui  eft  la  (bmme  des  cœfficiens  précédens  de 
la  même  colonne  &  de  celle  qui  la  précède  noa compris 
le  rang  précédent. 

JLemar^ue.  i^.  Dans  les  numérateurs  contenus  dans  la 
Table  ,  le  dernier  cœfEcient  eft  toujours  impair  ;  ainfî 
dans  le  fimple  où  il  n'y  a  qu'un  terme ,  c'eft  ix  qui  eft 
impair. 

Dans  le  double  c^eft  i  ,  l'unité  fimple  y  dans  le  triple 
c'eft  3^',  dans  le  quadruple  i ,  dans  le  quintuple  jXyScc. 

De  forte  qu'il  fe  trouve  roujours  une  unité  fimple  pour 
dernier  chifrc  d'un  terme  compris  entre  deux  cœfficiens 
de  la  première  puiflance  x^,  lefquels  cœfficiens  font  égaux 
à  l'expofant  du  terme. 

20.  Les  féconds  termes  font  tous  pairs ,  Se  même  tous 
les  termes  excepté  le  dernier  chifre  ou  le  dernier  terme 
feuL 

5^.  Dans  la  Table  des  dénominateurs,  chacun  eft  U 
cœfficient  ou  le  multiplicateur  de^  ou  de  quelque  puif- 
fance  de  x  multipliée  par^.  '^ 

Le  cœfficient  des  termes  pairs ,  eft  toujours  un  nom^- 
bre  pair ,  même  dans  le  double  qui  n'a  qu'un  feul  terme , 
Se  il  eft  égal  à  rexpofant  du  terme. 

Mais  le  cœfficient  de  chaque  dernier  terme  impair  eft 

1»     '^^ 
unité. 

Tous  les  autres  cœfficiens  font  des  nombres  impairs. 
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jHtre  Méthode  four  trouver  les  4:affi4:iens  du  numérateur 
é"  du  dénominateur  des  termes  en frogreffxon géométrique 
four  V"T* 

rélcvc  le  binôme  i  x  -+-  ly  à  la  {lui/Tânce  qui  a  le 
même  cxpofanc  de  la  progreffîon  géométrique  defîrée. 

Pour  U  progrcffion  double  ,  féleve  le  binôme 
I  X  -+  ly  à  la  féconde  puifTance^ 
X  IX  -4-  ij^ 


je  prends  les  termes  alternatifs  pour  en  faire  les  deux  ter-^ 
mes  de  la  fraâiion  de  la  formule  ^  le  premier  terme  ix^ 
Se  le  troifîéme  terme  i^  font  le  numérateur. 

Après  les  avoir  préparé  comme  il  fuit  >  je  multiplie 
Texpofant  z.  de  la  progrcflîon  double  donnée  par  le  cœffi»» 
cicnt  I ,  j*ai  i  x  i  ==a=  x  cœfEcient  du  numérateur  ix* ,  ^ 
je  retranche^  du  dernier  terme ,  laifTant  Tunité  feule ,  ce* 
qui  donne  le  numérateur  zx^  *■**  i. 

Le  fécond  terme  donne  le  dénominateur  z  x'y'  ^  ce  qui 


ix' 


donne  -— -   pour 'le  double^ 

IX  y 

De  même  pour  la  formule  de  la  progreffion  quadruple 
dont  Texpofant  eft  4 ,  féleyc  le  binôme  ix  -^  ij^  à  la^ 
quatrième  puiiTance 

lx^'^^x^y'^^l y-.  Seconde  puiiTance; 

X  1  jr^  ^^-^  1  x^  y  -+*  \y^. 

1  x'y  -H  4  x^y-  -H  -L  x'y 

1x^*4-  ix'y'+^ij'^ 


^mmt^m^amm^Jtm-^' 


)e  prends  les  termes  alterhafift ,  fçavoir  le  i".  le  j».  le  j*.- 
tL  autres  impairs  pour  en  faire  le  numçrateur  après  lcs> 


4^8  AkjLLYSE    eEHERALE^ 

avoir  préparé  comme  ci^deflus  ;  ic  les  termes  pairs ,  fça* 
voir  le  fécond  ,  le  <|uatrîéme  &  autres  pairs  pour  eo  faire 
le  dénominateur  de  la  formule  qui  fuit. 


Or  cette  formule  vient  des 

termes  impairs.  termes  pairs. 

I  x^  4'^'y 

6x^  y  4  x' y 

^^ c   /•  f  8  i^.fûmemeaU 

^  V.jimme  alterna^  •  ^  ^-        j 

8  •      j        iE  .  ternattve    des 

DU  mastu  &Ms  extrêmes,  j^^s  termes  meïfns. 

Ain(î  le  premier  terme  du  numérateur  &  du  dénomi- 
nateur ont  8  pour  coefficient  qui  efl  égal  à  chacune  des 
ibmmes  alternatives  des  cœfficiens,  ce  qui  donne. 

— jj— rr-^: — -r-7 —  Formule  pour  le  quadruple. 

Oeft-à-dire  y  le  premier  terme  impair  donne  le  premier 
terme  du  numérateur  ^  &  le  premier  terme  pair  donne  le 
premier  terme  du  dénominateur  dont  les  cœfficiens  font 
changez  &  égaux  à  chacune  des  fommes  alternatives  des 
cœfficiens. 

Je  retranche  dans  tous  les  termes  pairs  les  puiflances 
àcy  y  en  laifTant  leurs  ccefficiens  ;  de  forte  que  dans  le  der- 
nier terme  qui  eftla  haute  puiflance  de/  ^  j'ai  feulement 
X ,  au  lieu  de  ijr% 

Dans  les  termes  pairs ,  je  laiflTe  feulement  la  première 
puiflance  àcj  ^  c'efty ,  &  je  réduis  à  cette  puiUance  les 
autres  puiflances  de  j^  lorfqu'il  s'y  en  trouve. 

Il  en  eft  de  même  dans  la  formule  de  la  progreifîon  fex- 

cuple. ~  T_  ,  ~ —  &  dans  toutes 

les  aucr^  formules. 

Mais 


\ 


Mais  il  y  a;  de  Tare  à ,  déccrminer  les  cœfficieûs  de^ 
auires  termes  9  comme  nous  Talions  voir. 

Examen  &  formation  dire  if e  des  cœfficiens. 

Pour  connoicre  la  nature  dé  la  progreflron  qui  règne 
dans  ces  coefficiens ,  je  les  écris  dans  leur  ordre ,  dans  des 
cellules  égales  difpofées  fur  un  triangle  reâangle  comme 
ci-defTus  dans  la  quatiéme  table,  afin  de  voir  comment  les 
rnêmes  nombres  fe  répondent  en  ligne  diagonale. 

\^.  Je  trouve  que  les  cœfïîciens  des  numérateurs  con- 
(îdérés  en  ligne  diagonale  donnent  plufieursprogreflions 
arithmétiques  ;  ces  diagonales  fbnt^  !<>•  tous ,  les  premiers 
chifres  de  chaque  colonne,  i^.  tous  les  féconds ,  5<'.  tous 
les  troifiémçs  termes,  &c. 

La  première  diagonale  eil  i.  i«  i.  i.  &c,  dont  la  dif* 
fèrencc  cft  zéro ,  c'eft  la  première  progreflion  arithmé- 
tique de  zéro  degré. 

La  féconde  diagonale  efl:  3.  j.  7.  9.  ix.  &c.  dont  la 
différence  confiante  eft  %  ,  c'efl  la  féconde  progreflion 
arithmétique  du  i^^  degré^&  la  ferie  des  nombres  impairs, 

La  troisième  diagonale  efl  8.  18.  51.  50.  &c.  c'eftia 
troifiéme  progreffion  arithmétique  du  fécond  degré  , 
dont  la  différence  confiante  efl  4.  Il  efl  facile  detrou^ 
ver  de  même  les  progreffions  qui  régnent  dans  les  autres 
diagonales;  maisil  efl  plus  facile  pour  les  trouver  dé- 
crire de  fuite  fur  une  ligne  tous  les  premiers  nombres, en- 
fuite  tous  les  féconds ,  &:  continuant  ainfi  jufqu'à  la  fin, 
&:  négligeant  les  premiers  nombres  de  chaque  rang  ,  . 
parce  que  ce  font  les  puiffances  de  z  ,  &:  prenant  par 
fbuflraaion  les  difierences  de  chaque  rang ,  on  trouvé^ 
ra  le  degré  de  la  progreffion  &:  la  différence  confiante, 
comme  il  efl  expliqué  ci-defTus  dans  le  Traité  des  pro- 
greffions  arithmétiques* 

x^.  On  trouvera  de  même  que  les  cœfficiens  des  dé« 
nominateurs  pris  en  diagonale  font  i.  i.  i.  i.  &c«dotit 
Analyfe.  i  i  i 
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la  différence  conftante  s=s  û  ,  c'eft  une  p'ogreffion  de 
zéro  degré. 

La  fecopde  progrefCon  arithmétique  des  cœfficiens  pris 
en  diagonale  ^  eft  i.  4.  6.  S.  10.  &c.  dont  la  première 

différeoce  coxiftante.  «f»  & ,  les  nombres  gcnéraceors  font 
a  &  2, ,  cette  progreffion  cft  du  premier  degré. 

La  troifiéme  progreiHon  des  cœfEciens  pris  en  diago- 
nale eft  4,  I  u  24.  40.  60.  d^nt  la  féconde  diHerence 
confiante  efl:  4  ^  elle  eft  du  fécond  degré  ,  fes  nombres 
générateurs  font  4.  8.  4. 

La  quatrième  progreffion  prifç  en  diagonale  eft  8.  jz. 
80.  i^o.  iSo.  448.  &c^  la  différence  conftance  ;=  8.  fes 
nombres  générateurs  font  8.  Z4«  14.  8. 

jfutre  f$rmatiùn  des  çit^Uus. 

La  féconde  colonne  contient  lespuiffancesde  la  pro» 
greftion  géométrique  double  de  %  ,  c'eft  i  ^ ,  1  Ar\  4  x^ , 
%x^ y\6  x\  Sec  en  général  pour  Texpcfant  /  dune 
progreffion  quelconque  Je  i".terme  =3 1'"' x',  ainfi 
pour  le  7«.  terme  j'ai  t*    *==  x'  »  64  x^. 

Dans  la  table  des  numérateurs  la  croiiîéme  colonne 
I.  5.  8.  10.  fe  forme  aind 


double  I  s==  I  •         ^^  ^^>^ 


trifU  3==?><    ^ 

quadruflc  8  ==4  x    z 

é^uintnfle  xo  =t=  j  x    4 

fextufle  48  =  ^x    8 

&c.  iiz«=7Xi^ 

57^=5:9x64 

S"       I  » 


•^5 

r=  H- 


L4  V  R  E'  :)  S  ICONP.  ^^f 

Fbtmuie  f  —  »x  ^  /r-^ ,  /  cft  rcxpofaftt  du  terme 
^^cxpofant  de  la  colonne,  foie  le  quadruple  diont/ «sa*  4^ 
j'ai  4 XX  2^ — ^  ou  ix4t=ag. 

Dans  la  Table  des  numérateurs,  la  quatriénie  co- 
lonne àcs  cœmciens  comtpence  au  quadruple  c'eft  z. y.  1 8« 
^6.  Sec.  qui  fe  forment  ainfi. 


quintuple      y  ==  4x1  -4-  1 


■  ■— 


Jextttfle .     18  =5  8  X  i  *-H  ^ 
fiftufU      ytf  =  16x3  -I-  8 


oStufle     I  ^o  B=sB  j  2,x  4  — 1~  3  x« 

&C.        &C.  &C.  &G. 

Formule  pour  trouver  tout  d*ùn  coup  un  têtu»  quel- 
conque ,  f  -:—  n  X  i"^"'— ,  foit  /  TeJcpofant  da  terme 
cherché  :==:7  pour  le  feptuple,  &:  foit>  ,  Texpofaâtde 
la  Colonne  =x3  4. 

Pai^  ;,=:7..--.  4— -:    j. 

or  3  X  I  tf  =s  y  tf ,  donc  le  coefficient  du  feptuple  eft  y  6  x\ 
Or  Texpofant  5  de  la  puiffance  de  x=  7—4=*  5, 

ou  ^ ;?  trouve  ci-dcffus  =  3. 

La  cinquième  colonne  des  cœfficiens  des  numérateurs 

commence  au  feptuple,  c*eft  i.  7.311. 110.  400, 

Sextuple      I  =5  I 


feptufle       7  =4  X  I..-4*  3, 
vifuple      3 1  =  8x4 
noncufle  1 10  ===:  1 1  x  lo. 
décuple  400  =  10  X  zo. 
^/?^/ri8jp.ix32==3izxioo-+»  3ZOU400X3  •+?  Ji< 

&c.  &r.  fifc. 


49ak  Analtsb    gbkc&ale, 

La  Série  des  cœfficiens  de  la  fixiéme  colonne  des  numé- 
rateurs commence  à  Toâuple  ^  c'eft  u^.  50.  12.0.  S40» 

$£fufte  C5SS  r  c==5  r  #/ir  r  x  r 

noncufle  5==; 9  =  4 -+-4  -4-  i  ûm  ^x^ 

iccufle  jo==jxio,    •    .    ^^yxio- 

^^iZ/ris^^r  210  ===  tf  X  70  /  .    .  0«  7  X  30  -4-  la 

dodécufle  $40  =  8  x  80  .    .     ^#  ^x^o  -t-  30 

i»/5^  7X  JO-+-  10. 
&c.  &c.  &c- 

Pour  les  cœfficiens  des  dénominateurs ,  la  féconde 
colonne  de  la  table  qui  efl:  la  première  colonne  des  ccef* 
ficiens  numériques  eft  \  y.  xx^y.  é^x^  y.  8  x^y^  &c. 

.  Les  nombres  (ont  la  progreflion  géométrique  double 
ou  les  puiflances  de  z  ^  à  commencer  par  l'unité. 

On  pourra  trouver  tout  d'un  coup  le  terme  de  cette 
progreflion  correfpondant  à  un  expofant  quelconque/^ 
par  cette  formule  x^^^x  x^^'  xy. 
Si  f  ==7  ;  1^"^  e=x*  ==  i^x^ y 
La  troifîéme  colonne  i.  4.  i  x.  52.  80.  Uc.  font  fat- 
mez  ainfL 

trip/e  I  =  I  X  r 

quadruple  4  ==5  1  x  z 

quintuple        ix=r3X4 
Sextuple  32==4x  8 

Septuple  80  ==  y  X  I  tf 

couple  19  %  =  <  X  3  X 

noncuple  448  =^=  7  x  ^4 

décuple  xox4s==s8x  ii8^ 

êudécHple.  Z3a4==  ^x  156 

dodicuple  y  i zo  ==  10  x  5  ii« 

Donc  rexpofant  quelconque  de  fa  progreffion  étant 
a==s/ ,  le  cœfficient  numérique  du  terme  correfpondant 
dans  la  ccQiûéme  colonne  >  cft  / rxr'    'xx'    ^  y. 


Ainfî  foh/=:7j  on  aura/—»  x  =ss  7  — ^  x  :.,  „,.  ^ 


}.  expofant  de  la  colonne. 

Donc  p z  X  z  '~  '  ==3  80 ,  auquel  ajoucanc  x  ^~'  t 

yziiox^jf  pour  le  fepcicmc  terme  cherche.  ^ 

La  férié  des  eoeffïciens  de  la  quatrième  colonne  cft 
1.  6.  z4»  8q.  qui  fc  forment  ainfî  en  commençant  au 
^quintuple. 

quintuple  1  ==8 1  x  f  x  o 

fextupU  6  =  1x5x1               p ^ 

ftptufU  14  =  3x4x1]           x/ j 

ûifuple  80  =  4x5x4               -7 ■  ■     ■  "•  • 

noncupU  140  ==  5x^x8  ^  """^  ^-^ 

décuple  6y%  =  6  x  7  x  i  tf  '        j/       

0ndécupte  1791  ==7  x  8  x  3 1.  /*  —  7/-+-  n* 

do  décuple  460  8  ==:  8^  x  9  x  ^4 

L'expofant  quelconque  d'un  terme  de  la  progreflîoa 
étant  =/,  le  terme  correfpondant  dans  la  quatrième 
colonne  fera/ 4  x/ 3  x  z**"^  x  ;^'^'  xj^. 

Soit/=7./ 4=^7 4  =  J- 

/—  3  =  7 ^  >='4>  or  3x4=  n. 

X  a'    ^=j  1  ^    ^  =^^.  or  II  X  z=  i4,c'eft  lcccef& 
cien  numérique  cherché. 


IZ 


donc  le  7^.  terme  de  la  progreflîon  cft  14  x^y. 

Autrement,  Soit  Texpofanc  ==  p  =s  7 ,  le  terme  cft 

// 7  /  -i-  I  z  X  z*^*  X  X  "^^  X  J'. 

//=  49 ,  —  if^=^  —  49  =  o. 

-+•  I  z  X  z*^^  «=s  Z4  x^j.  Voyez  la  multiplication'  ci- 
deâu&. 


La  {èti€  tie$  c<£<fii:iens  de  la  cinquîénie  cotomie  qui 
commence  au  feptuple  cft  i.  S«  40.  1^0.  &c*  ft  fùttoÈ 

ainû. 

feftuplè  '         1  =  1x1 

noncttfle       40  =:  j  x  %jOu  4-+«  i  x  4  x  x. 
décuple        i6o=^ioxi6,ûu^xzx  i6,ûu9^zxi6 
ondécupU   5  ^0=5  X7  X 1 6^ou  17x3  z-4- 1  tf, 
dodécuflcij9z=^i% x  ^4-t- ^4,  ^i!^7 x  8  X  3 x. 

Pour  avoir  un  terme  quelconque  du  cœfEcient ,  foîc^ 
rexpofànc  du  terme  cherche  t=  9  ^  ï^  expofans  ncga* 
tifs  de  la  colonne  font  5^46^  le  double  8. 

/— y  x^ 4xz''~'  xx**"'  xj 

9  •— r  5  X  9^—  4  X  2^  x  x^  xy 

ou  4  X  y  X  X  ==^  40  X  x^y  ,  ou  40  x^y. 
Soic^=:i2.,  &les  expofans  négatif  — '  y  ,—-  4, 
—  8, on  aura  ii yx  ix 4xz'*'"^xx"**^xj^. 

ou  7  X  8  X  ixxx^y. 

or7x8==:y6,&  ytfx  32==:  1752. 
Soic/=ii.    II—  tfx  II — *^4Xl*~^. 

ou  JX7X  a'*     '^ (  ou  x^=i  i^^xx'^^^x^ 

La  férié  de  la  (îxiéme  colonne  eft  i.  lo.  €0.  aSo. 
I  izo.  à  commencer  au  noncuple  &  fe  forme  ainfî. 

nmtuple  i  s==  i  x    i  x    o 

décuple  io==ix    îxio 

ondécufle  60  =3«  x  x  3x10 
dêdéfuplf  28os=4X  7X  10 
trédécupleiixo  =  %x  1^x10. 

Il  eft  facile  de  trouver  la  formule  pour  avoir  un  terme 
quelconque. 

Hemdrque.  Ayant  trouvé  les  cœfficiens  des  numéra- 


teursr><vi  «ira  pv  (impie  addicioi»  du  (ertac  qui  <ft  à  côté 
les  cjQQfSciens  des  dénominateur^  pour  la  colonne  qui  a 
le  qtfrme  expdïanL  1 
Trolfiéme  coloane  . .  Troifiéme  colonne 

des  numérateurs.  êlcs  dénominateurs. 

dmtU     I      ^    IL   •. 

trifle  j  d^nM       .  1 55»^    i  *+*    o 

quadruple    8    .....    •  4'==    *  "4*     J 

quintuple  %o    .....  i;î,=?    4  H-    S 

jfixtufU    4$^    ...    «    .  ji=«ffc -+- jto 

fepfufleiii *         8d=3z-i-48 

Jî^jf/^  /^»r  les  fi^ti  des  formules  en  frogreffion 

géométrique. 

La  table  générale  contient  dans  t$ou$  les  termes  pairs 
les  deux  fignes  +  ,  parce  que  ces  formules  peuvent  fer- 
vir  généralement  pour  le  binôqie  pofitif  4  -4-  b  y  fc 
pour  le  bin&me  négatif  4 — ^^,  ainfiilfaut(uivrelarégle 
générale  des  fignei'pour  les  puiflances  4e  ces  deux  hi*» 
nômes5  or  dans  les  puifTances  du  binôme  pofitif  3  tous  les 
çe^mes^  ont  le  figue  -4^  ,  mais  dans  les  puifTances  du  bi« 
nome  négatif  ^  1q$  termes  pairs  font  précédez  du  ligne 
^  ic  tous  les  termes  impairs  font  précédez  du  iignc 


• 


Méth^  ir^s-'fromte  four  continuer  la  férié  des  Formules 

four  1^7. 

Soit  donné  le  cinquième  terme  ;—  =x3  '^.  Pour  avoir 

le  iixiéme  terme ,  je  fubftituë dans  la  formule  ^^^/ ^^ 

les  vateofs  trouvées  ci- deiTus  de  4  &  de  ^  dont  jefbrme 
deux  colonnes. 


/ 


^^$  Analyse'  oese'rale, 

,td   ssssL    714      I  14't=t=a    jKi 

2,4  -l-  j^  ==s  I3îir    I    Donc  I  a  -t-  x  i^  :;=«  780* 

Donc  le  fixicmc  terme  cft  ^.  =  j. 

Pour  trouver  le  fepticnoie  terme  fur  la  même  formule^ 
)e  fubftituë  la  dernier  e  valeur  de  ces  lettres  4  &  ^. 


Z4    ===    17.  01 

j^  ==  L5>  40 


14    =    13   JI 


X  4  -*-  3  ^    ==    yO.  41    J  14  -4-     2  ^    s=    25^  1 1 

ce  oui  donne  le  feptiéme  terme  î£l?  ==  f. 

Je  prends  ces  valeur,s  de  4  &  ^  pour  avoir  par  Tubfti- 
tution. 


2  4  ==  10084 

^^3^  =  18817 


I  4   2=    5041 

2^  =  ySii 


l4-t-  Z  ^  ==;  10864 

ce  qui  donne  par  le  huitième  terme  ii!iZ.. 
^  *  108^4 

Vfrgt  de  U  Téible  générale  des  Fûrmules  des  termes  tn 

frogre^iùn  géométriqi^. 

La  première  table  des  termes  en  progreflion  géomé- 
trique eft  celle  dont  nous  parlons  ici  i  elle  contient  pour 
chaque  progreffîon  le  numérateur  avec  le  dénominateur , 
&  les  deux  tables  fuivantes  où  ils  font  feparez  ne  fervent 
qu*à  éclaircir  la  conftrudion« 

Eiçemfle^  Soit  la  fcrie  primitive  pour  V  ,  fçavoir 
1^  1^.     3^.    4^     y*^.     ^. 

1  f  7  17  41  99 

7>     i>     7>îT>i9»     TT» 

Pour  continuer  indéfiniment  cette  (crie  ta  fautant  d'un 
terme  à  un  autre  en  progreflion  géométrique  fans  pafler 
par  les  termes  moyens.  Par  exemple  ^  pour  trouver  un  ter- 
me en  progreffîon  géométrique  triple. 

Si 


Ll.yiLB     SIC  ON  D.  49^ 

Si  je  prends  le  premier  terme  \  dont  rexpoftnt  eft  im- 
pair pour  premier  terme  de  la  progrcffion  i.  j.  6.9.1  z.  &€• 

Je  prendrai  dans  la  table  les  formules  qui  ont  ces  nom* 
bres  pour  expofans ,  il  fuffit  même  4e  prendre  les  deux 
premières. 
Simple,         Triple. 

IX  4  x'  -4-  5  x' 


Le  premier  terme  de  la  fêrie  y  =  - ,  donne  x 
&^c==  I.  Suftituant  ces  valeurs  dans  les  formules,  j'ai 

1x1        4x1  -4-i}  XI 


i^i     4x1x1-4-1x1  ' 


i".    Triple. 

ce  qui  donne   i    ilhi  5=  ?.   a*,  terme. 

Si  je  veux  continuer  la  férié  fur  la  même  formule  ;  je 

fuppofc  Z  z=s  fL  .  &:  fubftituant  cette  valeur  dans  la 
s         y 

formule  triple  3 2-^  ,    j'ai  ^   ^         .    .     .^ 

4XV-+-1J'  4x49x5-^1x5 

^^^^^^"^  ^  iiZi±liL  =  im6^terme 

4X^4y-^.y  5>8o-+.5  pSy 


&  ainfi  de  fuite. 

Si  je  prends  pour  premier  terme  de  la  progreffion  triple 

celui  qui  eft  le  fécond  dans  la  férié  primitive  i  œ  t 

dont  l'expofant  eft  pair ,  je  trouverai  mettant  le  fignc  — ^ 
dans  la  formule  des  termes  triples  \  expofant  pair  ^  la 
6^.  car  3xx=s^,  la  18^.  car  3  xtf  ==  18.  la  54^  car 
3x18  ==s  54 ,  &c.  Mais  il  fuffird'cn  trouver  d'abord  unç 
qui  eft  ici  la  fixiéme  ^  de  réitérer  à  fubftituer  des  nom- 
bres en  la  place  des  lettres  comme  dans  Texemple  précç* 
dent ,  pour  avoir  toutes  ces  progreffions. 

AnAlyfc,  kkk  . 


j&^  AmALTSB      GBUrEKALB, 

jc,  j  *,  formule ,  ou  triple  avec  le  figne 

J  »  4x^jf  —  tjf  4x^x1, —  ixj. 

=   l2!ziiL  =«  ££.  Ccft  le  fixicmc  terme. 

robfcrvc  de  mettre  toujours  le  fîgnc  — ?  dans  la  formule 
de  la  progreflion  géométrique  lorfque  rexpofant  du  ter- 
me pris  dans  la  férié  primitive  poui:  le  premier  de  celle- 
ci  cft  pair. 

^.  terme. 

De  même  fuppofant  2L  =5  5 ,  &  fubfticuant  cette  va- 

leur  dans  la  formule  triple  Î-- — i —     la  fabftitution 

donne  4X£9^  =»  3x99      4x8043^7— ^»7 

4X9^'x7o-lX7o  4x8649x70— 7<> 

=  5JiZ4l«~^>7_  ^  iiiZiil    ,s'.  terme. 

34J9ÉX70 — 70         X4i i^yo 
2.  411710 70. 

Ainfi  û  Ton  a  plufieurs  termes  dans  la  férié  primitive^ 
&  qu'on  fubflituë  le  cinquième  terme  ou  le  dxiéme  dans 
la  formule  décuple  on  aura  tout  d'un  coup  le  cinquan- 
tième terme  ou  le  foixantiéme  ,  car  y  x  lo  =3  yo  ^  & 
C  X  I  o  =s.  60  j  6c  continuant  fur  la  même  formule ,  on 
jaura  dès  la  féconde  opération  un  terme  incomparable- 
ment plus  avancé,  cari  ox  50s yoo,  &  lox  6oi=f6oo. 
Ceft  ain£ii.qu'en  peu  de  tems  on  avance  à  pas  de  geans 
dans  ta  férié  fans  pafTer  par  les  termes  moïens ,  ce  qui 
épargne  beaucoup  de  tems  ^  6c  ce  qui  abrège  extrêmement 
le  calcul. 

RtmArqM  fur  te  nombre  des  termes  de  chsqueférie^ 

Il  eft  toujours  avantageux  de  former  quatre  fériés  en- 
femble  pour  chaque  nombre  irrationcl  propofé  \  fçavoir  y 


LiT&E   SECDtlD*  4fp 

^cvLX  fériés  iiit  chacune  des  deux  formules  exemplaires  ; 
donc  la  première  ell  cirée  de  la  racine  du  quarré  parfaic 
moindre  que  l'irracionel  propofé ,  6c  la  (êconde  efl;  cirée 
de  la  racine  du  quarré  parfaic  immédiacemenc  plus  grSnd. 
On  peuc  concihuer  chaque  férié  indéfinimenc  ;  mais  pour 
Tufage  il  fuffic  de  crouver  un  nombre  fuffifanc  de  cermes 
pour  conftruire  le  criangle  des  rapporcs ,  c'eft-à-dire  que 
le  dernier  crouvé  foie  un  nombre  capable  de  donner  plu- 
(îcurs  quociencs ,  comme  nous  le  verrons  dans  la  Seâion 
fuiva;nce  ^  lequel  donne  la  férié  la  plus  exacte  ,  la  plus 
convergence  &  la  plus  parfaire  pour  exprimer  couce  racine 
irrationelle. 

JRéglc  four  les  fignes  {^  Us  limites  de  chaque  terme 

des  séries. 

En  général  pour  décerminer  les  limices  d'erreur  ou  d'ap- 
proximacion ,  foie  par  excès  foie  par  défauc. 
i^^  terme  2<*.  cerme.  3^ 

le  dis  qu'en  comparanc  le  quarré  du  numéraceur  du  (c* 
cond  cerme  444  -+-  izalf  -+-  9^^,  avec  le  criplc  du 
cuarré  du  dénominaceur  344  -j-  iialf  -f*  n  ^^,  la  di£i 
férence  eft  *-H  44  ^  3  ^^  ^  félon  le  rapporc  qu'on  flippo«» 
fera  encre  a&c  b. 

Ainfî,  (14  «=a  b=^i  ,  la  difïerence  confiance  fera 

-t-  I  aa  — —  3  bb  = !• 

'  Mais  fi  4  s==:  ^y  bc  b  ==s  I  ^  la  différence  confiance 
fera  H-  1 44 3  bb  a==  i. 

De  même  le  croifîéme  cerme  efl  7^*4"  «>f  ^  fo^  quarré 


criple  du  quarré  du  dénominaceur  48  44  h-<  1^8  4^  -f-<  147 
^^  écanc  ôcé  du  numéraceur  ^  la  différence  efl  encore 

kkk  ij 


^ao  Akaltsi    gbnehale/ 

^iddj^  i  bh^  comme  ci-defTus ,  &  ainfi  de  faite  à  rinr* 

fini. 

La  difFcrcnce  dans  le  numérateur  HH  i  ^^  Hk  3  ^^  >  cft 

toujours  confiante  ^  mais  le  dénominateur  augmente  con- 
tinuellement &  indéfiniment  ;  ainfî  prenant  deux  nom* 
bres  quelconques  pour  la  valeur  de  4  &  de  ^ ,  quelqu  éloi- 
gné que  foit  leur  rapport  du  rapport  donnée  la  féric  ap> 
procbera  cependant  indéfiniment  de  la  valeur  de  Titra'' 
tionel  cherché. 

Exemples  en  nombres  pour  h  valeur  de  V^. 
!<>•  Soit  a  s==:  I  &  ^  ==  X ,  j'ai  par  la  formule  ci-defTus 


l± ,  X±,  il±.,  _ZL±,  î£L±  la  diffcren- 


ce  confiante  dans  le  numérateur  eft  i  44  —  3  hh 

Car  le  premier  terme  de  la  fcrie  qui  eft  toute  par  dé- 
faut ,  eft  i ,  &  fon  quatre  eft  1  =s  3  —  \.  Or  ce  quarrc 
approche  indéfiniment  de  3  quarré  de  |/"J".  Il  eft  évident 
que  la  fradion  du  fécond  terme  1  dont  le  quarré  eft  ^ 
E=:  3  — j  approche  encore  elle-même  indéfiniment  de  fa 
Taleur  de  V~. 

Le  troifiéme  terme  ^7-  dont  le  quarrc  eft  ifi  s=  3 


m 


x-c  4u*iLEiéme  terme  ^,  fon  quarré -jff;  =  ?  —  t^^v 
^0.  Soit  4=  30,  &  ^=17,  dans  la  formule  exem» 


00 .      ,     -Mî 

4> 


plaire  pour  V^  j  ,  t  &  — "T*    ^>  j'aurai  taa —  3  ^^  5=3  ^00 

—  147  ==  7j  j ,  excès  conftant  dans  le  numérateur,  la 
férieeftV,ii,i2i,&c. 

pans  le  premier  terme  -^ ,  fon  quarré  eft  ~  s=  3 
qui  furpaflc  3  de  •^. 

Dans  le  fécond  terme  ^ ,  fon  quarré  eft  ^jf*  ==  j 
^jj  ,  excès  conftant  au  numérateur. 

Dans  le  troifiéme  terme -JH ,  fon  quarré  cft-^fjTf  ==  j 

I7 ,  excès  conftant  au  numérateur.. 


a.8  5 


Livre    second.  jot 

3^.  Si  Pon  fuppofe  4  ==  t^Sc  t  £==:  i ,  on  a»ra  dans 

la  même  formule  ^^^=^  \  =  z ,  doncla  fcrie  par  excès 

^^"  T 1  ^  >  ff  '  s7  >  &c-  Et  lii  différence  conftantc  eft  1 44 

3  ^^==5  4  — .  5  =  I  ,  &  c*cft  la  plus  excellente  de 

toutes  les  hypothcfes,  puifque  la  différence  ne  peut  ja- 
mais erre  moindre  que  Tunitc  entre  le  triple  du  quatre 
du  dénominateur  &  le  quarrc  du  numérateur. 

Dans  le  troifiéme  ter  me  a,  fon  quarré  f  ===  3  -f— f. 

Dans  le  fécond  terme  \  le  quarré  ||  =  3  -+*-  J^. 

Dans  le  troifiéme  terme  |2 ,  le  quarré  '-7^=^:  x  -Ht^-.. 

4  .  àoit  a  ==i  3  ,  &  ^  ==  I  cf ,  on  aura  dans  la*  méiirc 
formule  la  férié  par  défaut-^ ,  i|  ^  l^  ^  g^c. 

Dans  le  premier  terme  ~ ,  fan  quarrc  -—  =  3 m , 

or  25 1  eft  la  différence  confiante  du  numérateur  ,  cap 
I  aa 3  ^^  ==51-— —  300  = 291. 

Dans  le  fécond  terme  |i ,  fon  quarré  -^^  =  3 
différence  confiante  au  numérateur. 

Dans  le  troifiéme  terme  ^ ,  fon  quarrc  ~tt-  =«  ?> 
&c.a  Imfim. 


19t 


6714  > 


Méthode  pour  connoitre  la  plus  parfaite  é*  U  f  lus  conver^ 
gente  des  quatres  Jeries  primitives  qui  expriment  une' 
racine  irrationelle. 

Le  triangle  êkc%  rapports.qui  (uit  donne  toujours*  la  fé^ 
rie  la  plus  parfaite,  comme  nous  le  verrons  dans  la  fcc- 
tion  fuivante  5  mais  comme  il  faut  l'employer  avec  les 
formules  rationelles,  lefijuelles  fervent  à  luipréparer  des- 
matériaux  pour  fa  conftruûion  ;  il  s*agit  ici  de  comparci> 
cnfcmble  les  quatre  fériés  données  par  les  formules  ra- 
tionieUes ,  pour  juger  de  celle  qui  mérite  la  préférence 
&qui  eft  la  plus  parfaite  &  la  plus  approchée  par  excc» 
ou  par  défaut. 

Ejcemple.  Pour  Tirrationcl  V^\  les  qifatres  fcries  pri- 
mitives font,, 

kkk  iij, 


#61  ANAXrSB     GEWElALB, 

Première  (cne  des  racines  ^ — , y— — >  :^ 


La  férié  des  quarrcz  cft  alccrnativement  par  dé 


Se  par  excès. 

i£ _r 

144  "^^  '**"i44 

24  0019  $89  ,  ét$ 


41 


34151.04  -^     ^"     ^  Î4I5Î04 

^  ainii  de  fuite  à  l'infini. 

Seconde  férié  des  racines  i  ,  tï  >  Tn^>  -rrêf  >  ^^  ^"C 
des  quarrez  par  réduâion  à  moindres  termes  font  tous 
par  excès. 


2.109 
4068189 

.    ,  .  .  7-+     85—     I<>^1"+     ti7«7— ; 

Troifiemc  féric  des  racines  -j — ,  ,^ — ,  ,7; — >  jj^ij;     ^ 

la  férié  des  quarrez  eft  alternativement  par  excès  &  par 
défaut. 

—  ==    I  -*-  - 

^889         ^  40     lO^lg^         ^  ,         *oo 

'169  ""*■  4^  ~~  7é9  •  1591.1  ""^"^  ^    *"*"  159" 

39^8009    * -4^  "  )988oo9    '  ^^ 

Quatrième  férié  des  racines  f ,  fi- ,  ^* -i^  ,  la  firic 
des  quarrez  (ont  tous  par  défaut. 

T — 4ï  —  , 
^89  40 


U4099^ 


30x76 
111.  964.  6t4 

54.  )8    114 


L  I  TK.  B      SECOND. 

4^  "~"  J0176 

i^<o 
41  J4.  J»fi4.  >  *^^" 


5^3 


Para/lé/e  dufccMd  &  du  quatrième  terme  de  cei  quatre 

fériés 

4«.  fèrie  pat 
iléfkuc. 


i",  (cric  par 

excès. 
z^.  terme» 

T"*  ^  144 

4«.  terme. 

<15 


i^«.  féric  par  j  j«,  ferre  par 

excès.         i    défanc. 
x^.  terme. 


4i-h— 


€4 


4i-^-TrrnTrl4i'^-T57î 


41 


41 


40 

169 


10  0.0 


39t8oof 


4' 


41 


40 


Ko 


M9t8f 


.*— i^ 


Il  eft  facile  de  juger  quelle  eft  celle  de  ct^  quatre  fe- 
rles qui jipproche  davantagç  par  excès  ou  .^ar  défaut , 
c'eft  la  féconde ,  puifque  4 1  •+-  ^  eft  le*  terme  le  plus 
appproché  de  41  par  excès. 

Mais  pour  m'en  aflTurer .  davantage  je  divife  chaque 
numérateur  par  le  dénominateur  dans  chacune  des  frac* 
rions  ^  &  chaque  divifion  donnera  un  quotient  complexe^ 
qui  fervira  dans  la  fuite  à  former  lextriaûgle  des  rapports 
comme  nous  le  verrons  dans  la  feâion  fuivante  ,  qui 
donnera  la  férié  la  plus  convergente  2£  la  plus  parfaite^ 

Pour  41  -*-  7^ 
Divifeur.  Ç  Dividende.    Ç  .patient.   •         •     • 
144     \     ly  :    000    \  o:  17}.  6.   Hf-  ÔCC^ 


0 

X 

• 

•      144 

Z0^:0 

7 

• 

.   100  8 

y  z:o 

i 

• 

.    .  4  5    z 

S  S  :  0 

6 

. 

•    •    é       0(4 

f04  Analyse  fiBNBUALB, 

Pour  41  -+-  îf 


Divijeur.    Ç  Dividende.   Ç  ^^û tient. 
49-     X     i^  s  00      l     0:52^5  -(«^ 


O 

3    .    .  14  7 


•        • 


•        •        • 


•      • 


Pour  41 


I  5:0 

3    x:o 

i^   4 
X    ^  :  o 

.      z   4    y 


40 

I«9 


Divijeur     r  Dividende,     r  Quotient, 
169      1^*40:000        \    o.  zi€6 


m^mrmmmt 


O 

1^    •  •   3jS 

^i:  o 
i    .    .    yo   7 

II    3  5<' 
5    •    •     10    I    4 

II     610 

<    •    •    .  I  .0    I    4 

14^:0 

Ainfî  Comparant  enfcmbie  ces  quotîens ,  je  peuK  juger 

quelle  eft  la  férié  la  plus  parfaite,  &  je  la  trouverai  par 

le  triangle  des  rapports  formé  fur  ces  quotients. 

.  De  même  je  peux  comparer  les  féconds  termes  des 

ieries  des  racine; ,  2£  trouver  par  ladivifîon  les  quotients. 

Pour  ~,  i'*.  férié  fécond  tierme. 
Divifeur.      c  Dividende,     c  :  ^ptïent. 
iz        \     77:00      ..\     ^6/^106  - 


V    •    •  • 


4.9  . 


:     -pour  .45===:  Vi:  feqpii^ )çé;ipd  de  la  fc<^ac  fèric. 
7       l       4ç  :oo     \  642,85-4-    ,      . 


•  4x  ou  6^xS6 

•  •14 
.    .     .     y      tf 

•  •    •    •    •  ^     î 

pour  I7,  fécond  terme  de  la  je.  g^^e.  1^^^,    ' 
Hivifeur.     r  Dividende,  j    \^otient. 

13         1       85:00        1       ^iSfî-fr 


r  ■  ■- 


78  :     i>u^58j4^ 

f  :o 


'■i   >■ 


•  *■' 


•  -i«  • 


I  1:0 

8    ^    .     104 

6:  o 
J    f    f    •    fc  '.    f  •    5 


-\ 


♦   •  tri 


5:0 
•      .      p      m    '  ^  ~  2f 

* 

Donc  le  rapport  lie  V^  qui  rcfulte  des  quotiens  trou- 
Jnaljffe.  ^f 


fà6  Amalyse  cn*ii.ALi, 

vez  par  la  divifion  du  fécond  terme  des  quatre  ftriçs  cft, 

fçavoir , 

de  la  l'S  féric  entre  i^  ^T,g^ 
de  la  iK  fcric  entre  /  g^^gj 

de  la  3«.  &  4^  fé"«  {  6^]^      .- 

Or  par  le  triàrigle  des  rapfxn'ti  expliquez  cî^aprîs  dans 
la  Scftion  fuivante ,  on  trduvc  pour  le  report  de  v^ 
»  64051  -H--      '  --  ' 

ou    6j03i      — — r 

Or  de  64031  -f-     de     640 ji 


ôtez      64166  -1-:     otez  64167 
différence— 135  diff.-^i^j  trop  grande  de  13 y. 

de         64031   -4-     de   ;  64031 
ôtez      6418 î   -+-     ôtcz  64186 

différence— zy4  diff.— iy4  trop  grande  de  x  h- 

de         64031  -f-     de»   64031 

ôtez      658?}   -4-     ôtez  63854 

différences  177  -f-  177   «rôp- petir de  i77- 

Concluftm.  La  ^éëmicre  férié  approché  davantage  , 
puifquefon  excèr^î-^'  *»  moindtç  des- différences 
trouvées  5  d'ailleurs  elle  eft  alternativement  par  t%ce& 
&  par  défaut,  ce  qui  eft  effcntiel?  je  la  choifis  prefera- 
blement  à  toute  autre  pour  en  fotnfer  le  triangle  àc%  rap- 
ports comme  il  fuit,  qui  donnera  là  ftrie -la pliii conver- 
gente &  la  plus  parfaite,  "*  =  .,/•'• 
Je  prends  le  quatrième  teûmé>de  eettc  f  temlcte  Icne 

yg??—    V  le  ce  terme  ^^^^   je  fais  la  divifion  (cparé- 
1848  '  *  »ipli   *    -    ■  , 

ment  dans  chacune  de  qesu.fr aaio^s  du  nun^ratcur  par 
leur  dénominateur  commefi  jf  voùlois  les  réduire  a  moin- 

4 


/ 


Livre    second.  jof 

dres  termes ,  &  trouver  leur  commune  mefure  en  divi* 
Tant  d'abord  le  numérateur  par  le  dénominateur  ,  écri- 
vant ce  quotient  à  côte ,  &  le  premier  refteaudeflous. 

Puis  je  divife  le  numérateur  par  ce  premier  reftc  ; 
j'écris  le  quotient  à  côté ,  &  le  fécond  refte  au-deflbus. 

Enfuite  je  divife  le  premier  refte  par  le  fécond  refte ," 
j'écris  le  quotient  à  côté ,  &  le  troifîéme  refte  au-dcffous. 

Je  continue  cette  opération  jufqu'à  ce  que  je  troyve  un 
quotient  qui  (bit  double  du  premier  quotient ,  car  pour 
lors  l'opération  eft  finie ,  &  j'ai  par  ce  moyen  la  période 
réglée  des  quotients  générateurs  pour  former  Iç  triangle 
des  rapports. 

Opération  fur  le  4^.  terme\       Oférationfur  le  j^.  termt. 
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Ddvi/eur  1848 
1^^. prod.  Il oii  i  t 
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x^,prod.  1490   \  z 


^\ produit  ji6   \  ix 


3*.  refie       19 

j^, produit  i^%   \   t 


4  • 


%'^.  produit  %o 


{Retiens, 
6 

i"./>rod.i^j^z6l  » 
%\fTod.   18480  \  1 

111'  »*• 

i<l.  rejfe     4441 

3^  prad.  888i  |  U 


^^.rejte       358  ^^ 
4^  /r^^.    42^6  I  % 


4^  reftc -^i^y 


6\  refit        9  :p 

Puifque  j'ai  le  quatrième  quotient  1 1  qui  eft  précifé- 
ment  double  du  premier  quotient  6  l'opération  eft  finie,  & 
j*ai  la  période  réglée  des  quotiens  générateurs  qui  revien- 
nent toujours  excepté  le  premier;  car  c'eft  une  maxime 

lllij 


^oS  Akaitsb   cbmehali, 

conftante  »  que  lorfque  Ton  trouve  dans  la  divifion  un 
quotient  qui  eft  précifément  le  double  du  premier  ^  fi  on 
ajoute  des  zéros  au  relie ,  ic  qu'on  continue  la  divifion , 
on  trouvera  toujours  la  même  période  des  mêmes  quo- 
tiens  qui  reviennent  continuellement ,  cette  période  eft 
donc  compofée  de  quatre  termes  6.  i,  z.  1 1.  dont  le 
premier  elt  hors  d'oeuvre  &  ne  revient  jamais ,  &  les  trois 
autres  reviennent  continuellement  ,&  cette  période  s'ex- 
prime ainfi. 

6  [|  2.  1.  IX  II  1'  1.  Il  1 1  !•  z.  it  [  I  Sec 
c^eft  cette  période  réglée  des  quotients  qui  fervira  à  for-^ 
merle  triangle  des  rapports  inverfe  comme  il  fuit,  qui* 
donnera  la  ferie  la  plus  parfaite. 

F&rmatiûn  du  triangle  du  rapport  inverfe  four  V^'^. 

.    Chaque  colonne  contient  plufîeurs  cellules  ou  carreaux 
qui  ont  chacun  quatre  termes  ou  nombres. 

Le  premier  eft  toujours  Tunité ,  &:  le  fécond  eft  l'un 
des  nombres  générateurs  ou  des  quotients  de  la  période, 
car  chaque<:olonne  a  fon  nombre  générateur  particulier. 

La  première  colonne  a  le  premier  quotient  6  ^  qui  e/t 
hors  d'ceiivre  &  qui  ne  revient  plus  le  premier  dans  au- 
cune autre  colonne. 

Chacun  des  trois  autres  quotients  donne  les  trois  nom- 
bres générateurs  des  trois  autres  colonnes ,  &  fe  met  en 
tête  après  l'unité  confiante  qui  commence  chaque  ca- 
lonne. 

Les  trois  mêmes  nombres  générateurs  font  encore  dans 
If  même  ordre ,  lés  féconds  nombres  particuliers  des  4<^^ 
j^.  &  6«.  colonne» 
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TridH^U  d»  rapport  deV^  é^i.  formé  fur  la  période  des  nombres 

générateurs  6  1 1  i.  i.    ii     |  i.  i.  ii    |    &c.             | 
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jio  Analyse    générale, 

La  formation  de  chaque  colonne  fe  fait  alternative* 
ment  par  multiplication  &c  par  addition  dans  chaque 
terme  ,  comme  il  efl:  expliqué  fort  en  détail  dans  la  Sec- 
tion fuivante ,  avec  cette  différence  qu'on  y  trouve  le 
triangle  du  rapport  dire£t ,  &  celui-ci  eft  inverfe  $  cha- 
que colonne  dqpne  deux  nombres ,  un  eft  le  dénomina- 
teur y  Tautre  en  bas  eft  le  numérateur  de  la  fradion  ou  du 
rapport  cherché. 

Voici  leur  férié, 

i^^  Terme. 

Ce  premier  terme  eft  hors  d*œuvre  &:  ne  re- 
vient jamais  dans  la  Période  des  quotiencs. 


Il 
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11 

5    ' 
Z049 


5 

8iy8    ' 
^18641 


4 .  terme. 

122 
61' 

1^414 


i969 


5*. 
1511^8 


zo^  terme. 
1616.  855 


i043j  iy4. 

839^.  801 


078 
I3^  terme. 


1311360 
On  peut  enfuite  continuer  cette  ferie  à  l'infini  par  les 
formules  fuivantes  dans  lerquelles  le  premier  terme  eft 
hors  d'œuvre  ,  c'eft-à-dire  y  qu'il  n'entre  point  dans  la 
période  réglée  des  quotient$  qui  revient  toujours  dans  la 
îerie  continuée  à  l'infini. 


LlTlLB^      SECONB. 

ItrmuUfour  la  Série  dis  dénominateurs. 
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Formule  four  U  Série  des  numérateurs. 
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yiz  Analyse    gineraIe^ 

'     Examen  de  la  différencedes  quarrez, 

É 

Prérencement  fi  j'examine  la  férié  des  défauts  &  des 
excès  danç  les  quarrez  des  termes  de  la  véritable  &par* 
faite  férié  formée  par  le  triangle  des  rapports  &  réfuU 
tante  des  autres  fériés  les  plus  approchantes ,  je  trouve  que 
ces  différences  tant  par  excès  que  par  défaut  font  des  pé« 
riodes  réglées , — ^  y,  -4-  y, il|-+-  J 5-+-  ï> 

y>  -+-  y>  — ■  I  11  *+-  r>— y>  -+- 1  li  ^  &c.  où 


chaque  terme  d'une  période  a  le  fîgne  contraire  à  fon  ter^ 
me  correfpondant  dans  la  période  fuîvante  ,  it  comme 
ce  font  les  trois  mêmes  nombres  dans  chacune  des  pério- 
des j  ils  fe  trouvent  détrpits  par  les  trois  nombres  de  la 
période  fuivante  qui  font  égaux  avec  des  fignes  contraires. 

Racines.       Quarrez*  du  numérateur. 


f....  36    =5  41  XI -^  y  =«41  —  y  c=  5  ^.défaut  —  y, 


f  3 


^. ..  169==  41  X4^-.y  s=s5 164-ï-  y  ,  cxceç^^-  y. 


^...  10x4==  4IX  ly  —  i=5io2y —  i.  jdéfaur —  r. 


^..  .  iy7éo9=i4i  X  3844-Hy.     excès -4- 5. 
~  .•.  681176=  41  X  16641 — y.  défaut — y. 

«■•49  .  _    o       -  ^'""~"    .     «     ^L^^ 


—  .•  •  4198401  t=4i  X  101400  -^  I.  excès -t-  i. 


15414  '^ 


3969  -  .^4î87i39<?—  4*  X  iî75^96i  —  y.  défaut— y, 
£t  ainfi  de  fuite  de  tous  les  autres  à  l'iofini. 
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SEC  Ta  ON   CINQUIE'ME. 

La  Science  univerfelle  des  Rapports. 

Difiours  Vréliminaire  fur  U  nature  des  Rapports  y 
leur  étendue  y  ^  la  nécejjlté  de  connaître  tous 
les  Rapports. 

TOutcs  les  véritez  géométriques  en  général ,  ne  font 
que  les  rapports  des  grandeurs  comparées  enfem* 
blc. 

L'Analyfc  qui  cft  la  fource  &  le  fondement  des  Ma- 
thématiques ^  conûfte  uniquement  à  découvrir  des  gran- 
deurs inconnues  par  le  moyen  des  rapports  connus.  Ceft 
là  où  fe  réduit  la  réfolution  de  tous  les  Problèmes  des 
Mathématiques  pures,  &  des  fciences  Phifico-Mathéma- 
tiques  ;  il  eft  donc  important  de  connoitre  parfaitement 
les  rapports  des  grandeurs ,  puifque  c'efl:  de  leur  connoif- 
fance  qu'on  doit  efperer  la  perfeâion  de  TAnalyfe  &  de 
toutes  les  Mathématiques. 

Cependant ,  je  ne  fçais  par  quelle  fatalité ,  les  Géotné- 
ti'es  ont  négligé  une  fcience  fi  néceflfaire  ^  elle  fe  trouve 
très-bornée  ^  on  ne  connoit  parfaitement  que  le  rapport 
d'égalité  qui  n'efl:  pas  la  moitié  du  premier  genre ,  mais 
feulement  une  partie  infiniment  petite  de  tous  les  rap- 
ports ,  car  nous  verrons  dans  la  fuite  qu'il  y  a  une  infi- 
nité de  genres  entre  les  rapports,  une  infinité  d'efpéces 
iimples  ^  une  infinité  d'efpéces  compofees ,  primitives ,  8£ 
fubalterftes  ou  dérivées ,  toutes  infinies ,  bc  dont  chaque 
rapport  en  particulier  eft  le  premier  terme  &  l'origine 
d'une  ferie  infinie  d'individus ,  telle  eft  l'étendue  des  rap- 
ports d^inégalité^  ils  s'étendcoc  de  toutes  parts  à  l'infini, 
Andjifc.  m  mm 
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&  ils  font  entièrement  inconnus ,  on  fçait  feulement  en 
gros  &  confufémcnt  qu*il  y  a  une  infinité  de  rapports 
d'inégalité  plus  grande  ou  plus  petite  à  Tinfini. 

N'y  a-t-il  pas  lieu  de  s'étonner  que  les  Géomètres  en 
foient  demeurez  là  ,  &  n'aïent  pas  poufle  plus  loin  leurs 
reciierches  fur  une  matière  fi  vafte  &  fi  importante?  quelle 
utilité  ne  devoit-on  pas  efpèrer  ?  à  en  juger  par  le  feul  rap- 
port d'égalité  qui  efl:  celui  qui  nous  foit  connu  y  puif^ 
que  c'eft  la  fource  de  la  fcience  des  proportions  &  géné- 
ralement de  toutes  les  vèritez  géométriques  qui  nous 
font  connues  ;  quel  fecours  ne  devoit-on  pas  attendre 
de  la  connoifiance  entière  &exaâedés  rapports  de  tous 
les  genres  &c  de  toutes  les  efpéces  à  l'infini  i  pour  la  per- 
fection del'Analyfe,  pour  les  lignes  courbes  &  pour  les 
fciences  Phifico-Machématiques. 

Cette  confidération  m'a  porté  à  examiner  de  plus  près 
la  nature  des  rapports ,  j'ai  trouvé  cette  matière  encore 
neuve,  je  me  fuis  fait  une  route  fimple  naturelle  &  fa- 
cile par  Uquelle  je  conduirai  mon  leâeur  y  pour  lui  don- 
ner leplaifir  de  découvrir  avec  moi  tout  et  qui  regarde 
une  matiérç  fi  vafte  6c  fi  utile. 

Bifinition.  Le  rapport  des  deux  grandeurs  4  &  ^  con- 
fifle  ou  dans  leur  égalité  ou  dans  leur  inégalité;  ou  dans 
leur  égalité  qui  fait  que  la  première  a  contient  la  fé- 
conde b  y  autant  de  fois  qu'elle  y  eft  contenue,  &  réci- 
proquement,  ou  dans  l'inégalité  qui  fait  que  la  première 
4  eft  la  plus  grande  &  contient  la  moindre  h  un  certain 
nombre  de  fois  avec  un  refte  ou  fans  refte. 

Ainfi  le  rapport  de  deux  grandeurs  confifte  ou  dans 
leur  égalité  ou  dans  leur  inégalité ,  c'eft  le  fondement 
de  toutes  les  comparaifons  qu'on  en  peut  faire,  lafrac- 

tîon^  &:  -eftla  plus  fimpîe  expreffion  du  rapport  de  ces 

deux  grandeurs  ;  or  une  fraâion  indique  un  divifioa 
donc  le  Dividende  eft  le  premier  terme  ou  le  dénomi* 
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natcur  j  c*cft  donc  le  quotient  qui  réfulte  de  cette  divi- 
fion  qui  caraâérife  le  rapport,  ainfi  fubftituant  des  nom-» 

bres  à  la  place  des  lettres  dans  ^  &  dans  -  y  le  quotienc 

exprimera  en  nombres  ce  rapport. 

Soit  I  ==  7,1,  1 , 4  >  T  >  &c.  dans  chaque  fradîoix 

de  cette  fcrie ,  en  nombres  j'ai  i  pour  quotient ,  qui  cft 
la  marque  &  le  caraâére  du  rapport  le  pîus  fîmplequi 
eft  celui  cl'cgalité ,  car  Tantécédent  contient  une  fois  fon 
confcquent ,  &  réciproquement  le  conféquent  contient 
une  fois  fon  antécédent ,  c'eft  le  plus  (impie  des  tous  les 
rapports ,  le  rapport  d'égalité  qui  cft  feul  de  fon  genre 
&:  de  ks  efpéces  ^  &  qui  n*a  fous  lui  que  des  individus. 

Mais  dans  cette  féconde  férié  de  rapports  ou  fraftions, 
T>i>f)4,Y^T>  &c.  tous  ces  rapports  font  fcmbla- 
bles ,  puifque  chaque  antécédent  contient  deux  fois  fon 
conféquent,  &  chaque  quotient  qui  réfulte  de  la  divi- 
fîon  eft  z  ,  ce  qui  montre  que  tous  ces  rapports  font 
égaux  &  font  trcs-fimples ,  puifqu'ils  n'ont  qu'un  feul 
quotient  qui  eft  le  moindre  qui  foit  poftible  dans  les  rap« 
ports  d'inégalité. 

Cette  féconde  férié  ne  contient  qu'un  feul  &  unique 
rapport,  qui  eft  le  plus  (impie  rapport  d'inégalité  7, qui 
cft  l'origine  de  cette  férié  ,  le  rcfte  de  la  férié  font 
des  individus  du  même  rapport  qui  eft  Ic-^lus  (impie 
rapport  d'inégalité  ,  qui  fait  le  premier  degré  ou  genre 
du  rapport  d'inégalité  ;  les  rapports  plus  compofez  font 
les  degrezfupcrieurs. 

La  troifiéme  férié  des  rapports  fuivans,  f,  |,  |,  ~,  ■rs'>&c. 
contient  les"  individus  du  premier  i  qui  eft  Torigine  de 
la  férié,  chaque  antécédent  contient  une  fois  fon  con- 
féquent avec  un  rcfte,  &  le  conféquent  contient  deux 
fois  ce  rcfte,  ce  qui  donne  deux  quotients,  i  &  i. 


mmmij 
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Dividende  5 

'Divifeur      % 
Refte  I 

Voilà  déjà  deux  quotients  qui  marquent  le  fécond  de- 
gré ou  fécond  genre  des  rapports  d'inégalité  ,  mais  1^ 
plus  (impie  de  fon  genre  ,  puifque  les  quotients  i.  &  i» 
font  les  plus  (impies ,  car  le  quotient  i  eft  (i  (impie  qu*il 
fe  trouve  même  dans  le  rapport  d'égalité  qui  eft  le  plus 
(impie  de  tous  ,  &:  le  quotient  %  eft  le  plus  (impie  qui 
puiffe  fe  trouver  dans  le  rapport  d'inégalité. 

Mais  comme  ces  deux  quotients  peuvent  varier  par 
la  fuite  des  nombres  naturels ,  ils  donneront  des  rapports 
difFérens  en  ce  cas  :  mais  d'ailleurs  on  peut  conferver 
ces  deux  quotients  conftans  &  invariables  ^  &  fubftituer 
en  la  place  de  \  tous  les  multiples  | ,  | ,  &c,  qui  font  des 
individus  :  de  même  audî  dans  chaque  variation  de  l'un 
des  quotients ,  on  aura  une  férié  infinie  de  raports  :  dans 
la  variation  de  l'autre  quotient  on  aura  encore  une  autre 
férié  in(inie  différente  :  en  faifant  varier  le  refte  ou  fa 
commune  mefure  on  aura  aufli  une  autre  fèrie  infinie  i 
de  même  fi  on  fait  varier  deux  quotients ,  on  aura  en- 
core une  (erie  infinie  de  rappors  ;  fi  l'on  fait  varier  l'un 
des  quotients  d'abord  avec  la  commune  mefure  &  enfuite 
l'autre  quotient ,  puis  tous  les  trois  enfemble  \  dans  tous 
ces  cas  on  aura  autant  de  (eries  infinies  de  rapports  tous 
difFérens ,  &  chaque  terme  de  l'une  de  ces  fériés  pourra 
être  pris  pour  l'origine  &  le  premier  terme  d'une  fcric 
infinie  de  rapports  (ëmblables^  que  je  nomme  des  indivi- 
dus. 

Pour  traiter  cette  matière  fi  étendue  avec  ordre  ^  82 
d*une  manière  claire  qui  porte  la  lumière  dans  cevafte 
païs  de  l'infini,  j'établis  entre  tes  rapports  difFérens  dc- 
grez  ou  genres  à  l'infini  ^  je  divifè  cnaque  genre  en  fes 
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efpéces  primitives^  (bit  (impies ,  foie  compares ,  chaque 
efpéce  primitive  a  Tes  efpéces  fubalternes  ou  dérivées^^ 
&  chaque  rapport  en  particulier  eft  l'origine  &  le  pre- 
mier terme  d'une  férié  infinie  d'individus  ;  je  diftrngue 
cela  fans  peine  &  fans  fatiguer  la  mémoire  du  leâeur  ^ 
c'eft  par  le  nombre  6c  la  qualité  des  quotients  &  de  la  com^ 
jnune  mefure  que  l'on  trouvera  par  la  divifion  que  nou» 
allons  expliquer  dans  le  Problême  qui  fuit. 

LEMME   ET    PROBLE'ME 

i^^  6c  fondamental* 

Trouver  la  commune  mefure  de  deux  n$mbres ,  ou  Méthode 
nouvelle  four  faire  la  divijîon  propre  pour  connoitrt 
les  rapports  des  grandeurs  exprimées  en  nombres. 

Nous  expliquerons  dans  la  fuite  la  Méthode  d'expri- 
mer les  rapports  géométriques  par  les  nombres  ^  qui  ei)r 
la  feule  expreflion  claire  6c  fenûble. 

ML 

Soit  un  rapport  exprimé  par  la  fraÛion  ^  ==  -g-  ^ 
Opération. 

C.  premier  .^otienf. 


1".  Dividende.   A  ==39 

!"•  Divifeur       B  ==Z4. 
dr  fécond  Dividende. 

\^^.  Refie.  M==iy 


xK  Divifeur  &  ^^.  Divid. 


A^.  Refte. 


N 


3^.  Divifeur,  &  4^.  Divid. 

jc.  Refte.  0=6 

4^.  Divifeur  ^&  ^'^.  Divid. 

4^.  Rejle.         ~     P==  3 
C^  commune  mefure^ 


Y>.  fécond  ^0  tient. 


E.  troifiéme  .^otienf^ 


I  ==  F.  quatrième  ^uotienK 


1  ==  G.  y^.  d*  dernier  ,^ot^ 


••t-» 
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Bxflifdihf^.  J'écris  le  plus  grand  nombre  A  fest;  ^  9  pour 
premier  dividende ,  &;  au-defTous  le  plus  pecic  du  rap« 
porc  propofé  B  ss  14  pour  le  premier  divifeur  ;  j'ôce  le 
divifeur  du  dividende  39  aucanc  fois  qu'il  eftpoflible,  ici 
il  y  eft  une  fois ,  j'ôce  donc  une  fois  14  de  35^  ^  le  premier 
lefte  eft  M  ==:  I  y  que  j'écris  au^deflbus  pour  fécond  divi- 
feur, j'écris  auffi  àcôté  le  premier  quotient  i  ==C.  Voilà 
la  première  opération  finie. 

}  ai  B  =  i4  pour  fécond  dividende,  &:  M«=3 15  pour 
fécond  divifeur  ;  j*ôte  M  =  i  j  de  3  =  14,  autant  de  fois 
qu'il  eft  poffîble,  c'eft-à-dire  une  fois  quf^donne  i  =:  D 
pour  fécond  quotient  ;  or  14 —  i  j  sac  9 ,  j'écris  le  fécond 
refteN=!9au-deflbus  pour  troifiéme  divifeur  :  voilà  la 
féconde  opération  finie. 

J'ai  pour  la  troifiéme  opération  M  =3 1  y  pour  troifiéme 
Dividende ,  &  N  =»  9  pour  troifiéme  divifeur ,  dont  le 
quotient  eft  E  t=  i  ,  i^  le  refte  O  =:  6. 

Pour  la  quatrième  opération ,  j'ai  N  =  9 ,  quatrième 
dividende ,  &  O  =:  ^  ^  quatrième  divifeur  ^  qui  donne 
pour  quotient  i  =1 F ,  &:  pour  quatrième  refte  P  =  3 . 

Pour  la  cinquième  opération  j'ai  O  =:  ^  ^  cinquième 
dividende  ,  &  P  »s  5  ,  cinquième  divifeur ,  qui  donne 
pour  cinquième  quotient  1 1=  G ,  qui  étant  exaû  ne  donne 
aucun  refte ,  partant  c'eft  le  dernier  quotient ,  &:  P  £=  5 
eft  la  commune  mcfure  des  deux  nombres  donnez  du  rap 
port  propofé  —, 

Remaraue.  i.  Lorfqu'un  divifeur  donne  4in  quotient 
exad  &  fans  refte ,  ce  divifeur  eft  la  commune  mefure  des 
deux  nombres  propofez ,  parce  qu'il  fe  mefure  lui-même 
par  runicé. 

i.  Si  dans  l'opération  un  divifeur  eft  10  fois,  50  fois, 
3  y  fois ,  ou  100  fois ,  i  yo  fois ,  ry  3  fois  dans  le  divrden- 
de  ,  ou  même  davantage  ,  le  quotient  eft  exprimé  par 
deux  ou  trois  chifres  ou  même  par  un  plus  grand  nombre, 
&  n'cft  pas  moins  un  feul  quotient  \  alors  pour  ôter  plus 
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lu  divideDde  le  produit  du  divifcur  par  ce 
quotient  y  j'écris  à  part  ou  fous  le  divifeur  ce  produit  pour 
ne  le  pas  confondre  avec  lereftcdoané  par  cette  opéra- 
tion. 

Cûfûlldire  premier ,  général  drfondamentaL 

II  fuit  de  la  divifion  précédente,  dans  le  rapport  don- 

^^  ïT  >  '^*  ^^  3  ^^  ^^  commune  mcfure  de  ces  deux 
nombres ,  laquelle  marque  par  fes  trois  unirez  que  ce  rap- 
port eft  le  troifiéme  individu  de  Ton  genre  àc  de  fes  efl 
péces. 

z^.  Il  y  a  cinq  quotients  ,  dont  ^  eft  rexpo{ànt  qui 
marque  roue  enfemble  le  degré  &  le  genre  de  ce  rapport 
qui  font  toujours  les  mêmes.  Il  marque  aufli  le  nombre 
des  divisons  qu'il  faut  faire  pour  connokre  ce  rapport  > 
dont  chacune  donne  un  quotient* 

3^.  Le  cinquième  &  dernier  quotient  i  marque  que 
ç*eft  un  rapport  d'inégalité  \  mais  le  plus  (impie  de  foa 
genre  ,  car  dans  le  rapport  d'égalité  le  dernier  quotient 
cA  toujours  I ,  &  dans  le  rapport  d'inégalité ,  le  dernier 
qut>tient  ne  peut  être  moindre  que  x  >  mais  il  peut  croître 
à  rinfini. 

40,  Les  quatre  quotients  qui  précédent  le  dernier  font 
des  unicez,  ce  qui  marque  que  ce  rapport  eftle  premier 
&  le  plus  iimple  de  fes  efpéces  :  mais  fa  commune  mcfure 
3  marque  qu'il  eft  le  troifîéme  individu  de  fon  genre , 
le  premier  individu  eft  encore  plus  iimple  que  le  propofé, 

qui  s'éclaircira  dans  la  fuite. 


Corollaire  fécond  y  général  d/*  fondamental. 

Ce  Problême  montre  que  la  commune  mefuredes  deux 
nombres  propofcz  avec  les  quotients  qrouvez  par  la  divi-- 
lion  ,'fontles  feuls  Elémens  qui  entrent  dans  la  formation 
des  rapports. 

Ce  qui  m'engage  à  développer  les  proprictcz  de  ces  Elc* 
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mens  d*où  dépend  toute  la  théorie  des  rapports  ^  comme 
il  fuit. 

T  H  E'  O  R  F  M  E. 

^utls  font  les  Elémens  des  Rapports  î  Leurs  profrUtcZé  \ 

Ou  Théorie  générale  des  Rapports. 

Les  Elcmcns  d*un  rapport  exprime  par  deux  nombres 
quelconques ,  font  la  commune  mefure  de  ces  deux  nom- 
bres ,  &  les  quotients  que  Ton  trouve  en  divifant  le  plus 
grand  nombre  par  le  plus  petit ,  par  une  divifîon  réitérée 
jufqu'à  ce  qu'on  ne  trouve  plus  aucun  refte.  Comme  ces 
Elcmens  font  les  feuls  qui  entrent  dans  la  formation  des 
rapports,  leur  variation  qui  eft  la  feule  propriété  que  je 
confidére  ici ,  eft  auffi  Tunique  fource  de  toutes  les  divcr^^ 
fitez  qui  peuvent  fe  rencontrer  entre  les  rapports. 

1®.  La  variation  dans  le  nombre  des  quotiens  eft  la  four«> 
ce  de  la  plus  grande  diverficé  qui  fe  trouve  entre  les  rap- 
ports ,  elle  me  fournit  la  première  idée  pour  diftinguer  les 
rapports  con;(me  les  puiftances  par  différens  degrez  à 
Vinfini  que  je  nomme  auffi  les  genres  des  rapports,  parce 
qu*ils  ont  différentes  efpéces  du  même  degré  ,  2f  par 
confequent  du  même  genre.  Voilà  la  première  &  la  plus 
importante  diftindion  entre  les  rapports,  tirée  de  la  na* 
ture  &  de  Teflcnce  des  nombres. 

1^.  La  variation  de  chacun  des  quotients  caufe  une 
moindre  diverfité  entre  les  rapports,  elle  fe  trouve  entre 
les  rapports d*un  même  degré  ou  genre,  c'eft-àdire  en- 
tre ceux  dont  on  trouve  la  commune  mefure  par  un  nonv» 
bre  égal  de  divifions  qui  donnent  autant  de  quotients , 
comme  cette  variation  eft  moindre  que  la  précédente ,  je 
m'en  fers  pour  diftinguer  les  efpéces  différentes  entre  les 
rapports  différens  d'un  même  genre. 

Je  nomme  ejpéces  primitives  J/mples  y  celles  qui  (bnt 
formées  pour  la  variation  d'un  feul  quotient,  &:  dont 
la  ferie  infinie  contient  des  rapports  qui  croiffent  en 

même 
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même  tems  au  dénominaceur  Se  au  numérateur. 

Je  namme  efféces primitives  compofées  celles  qui  foM 
formées  par  la  variation  ou  de  deux  quotiens ,  ou  de  trois 
quotiens  ,  ou  d'un  plus  grand  nombre  qui  varient  en- 
femble ,  combinez  enfemble  ou  avec  la  commune  mefure^ 
de  toutes  les  manières  poifibles ,  &  dont  la  (erie  infinie 
contient  des  rapports  qui  croifTent  en  même  tems  au  dé- 
nominateur &  au  numérateur. 

Mais  je  nomme  effécesfubalternes  ou  dérivées  les  fériés 
infinies  des  rapports  qui  croiflent  feulement  au  numéra- 
teur  y  tandis  que  le  dénominateur  efl;  confiant  &  invaria- 
ble ,  qui  eft  toujours  le  même  que  celui  du  rapport  qui  efl: 
le  premier  &  l'origine  d'où  la  férié  eft  dérivée. 

3<^.  Enfin  la  variation  de  la  commune  mefure  des  deux 
nombres  qui  expriment  un  rapport ,  eft  celle  qui  produit 
entre  les  rapports  la  moindre  diverfité  qui  foit  ppfGble, 
je  m'en  fers  pour  établir  la  diftindion  des  individus  entre 
\t%  rapports. 

Voilà  le  fondement  des  diftinâions  que  j'établis  entre 
les  rapports  ,  genres  >  efpéces  >  individus ,  qui  fuffifent 
pour  déveloper  tout  ce  qui  appartient  à  la  fcience  des 
rapports  ;  ces  diftinâions  font  fimplcs  &  tirées  de  la  na- 
ture des  nombres*»  pour  les  mettre  dans  leur  jour  ,il  faut 
entrer  dans  le  détail  &  former  les  fériés  de  ces  genres ,  de 
ces  efpéces ,  de  ces  individus  comme  il  fuit. 

Formation  de  U  férié  infinie   de  tous  les  genres  des 

Raf forts  à  Pinfini. 


à  riofini, 
Bxpofans.        l^^  i.  3.  4.  y.  £.    7.    ,8.    9  lo^  genre 

Le  premier  genre  eft  double  y  il  contient  le  premier  ic 
le  plus  (impie  rapport  d'égalité  qui  eft  j^  avec  le  premier 
Se  plus  fimple  rapport  d'inégalité  \ ,  qui  font  tous  deux 

Anàlyfe^  nnn 
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du  premier  degré  &  du  premier  genre ,  puifqu^ils  ne  pctr- 
▼cnc  avoir  qu'un  feul  quotient ,  car  \  ==:  i ,  &  7  donne 
1  pour  quotient. 

Le  preniier  terme  de  la  ferle  eft  f ,.  l'antécédent  ic  le 
conféquenc  font  égaux. 

Pour  le  fécond  terme  f  fon  antécédent  i  eR  égal  à  la 
Ibmme  de  Tantécédent  &  du  conféquent  du  premier  terme 
qui  le  précède  r  H-  i  =3  z ,  fon  confcquent  i  cft  égal  à 
l'antécédent  précédent. 

Pour  le  troifiéme  terme  | ,  fon  antécédent  j  eft  la  fom- 
me  de  Tantécédent  &  du  conféquent  du  terme  qui  le  pré- 
cède immédiatement  2.  -f-  x  ==  j. 

Son  conféquent  z ,  eft  Tantécédent  du  terme  précédent. 

La  même  analogie  règne  dans  toute  la  férié  que  l'on 
peut  continuer  indéfiniment  ^  chaque  rapport  a  pour  nu-^ 
mérateur  la  fomme  du  numérateur  &  du  dénominateur 
précédent ,  mais  le  dénominateur  eft  toujours  le  numé« 
teur  précédent. 

ixémonjiration  de  UJerie  descentes  des  RAffou. 

Voitt  démontter  i priori  que  cette  fêric  comprend  les 
rapports  les  plus  fimples  de  tous  les  genres  à  l'infini  ,  Il 
fiifBt  de  démontrer  qu'un  rapport  quelconque ,  par  exen> 
pie,  celui  du  cinquième  genre  ^,  eft  le  rapport  le  plus 
ixmple  du  cinquième  genre  ,  dt  cela  cft  évident  par  (à 
formation  y  puifqu'il  contient  tous  les  r.apporcs  les  plus 
fimples  que  le  précédent  &  qu'il  les  furpafte,  car  ilcon* 
tient  &  furpaUe  le  plus  fimple  rapport  du  quatrième 
genre  |  ^  &  en  rétrogradant  de  même  jufqu'à  l'origine  ^ 
on  trouvera  qu'il  contient  &  furpaffele  rapport  du  troi- 
fiémc  genre  i^ ,  celui  du.  fécond  genre  \  ,  celui  du  pre- 
mier genre  d*inégalité  },&  e:Afin  qu'il  contient  &  furpafle 
4  qui  eft  le  rapport  d^ègalité  ,  le  premier  &  le  plus  fim- 
ple de  tous  les  rapports. 

Comme  la  même  chofefe  trouve  datis  chacun  de^  roff^ 
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ports  de  cette  fcrie  ^  il  fuit  de- là  que  la  (erte  continuée 
à  rinfini  comprend  par  ordre  les  rapports  les  plus  fimple« 
de  tous  les  genres  à  Tinfini.  - 

On  démontrera  encore  la  même  chofe  dpofieriorij^zx 
la  divifîon ,  car  on  trouvera  que  chacun  des  rapports  pris 
à  dî(crécion  dans  la  (erie ,  comme  ici  le  rapport  du  cin- 
quième genre  11  contient  tous  les  rapports  les  plus  fiin- 
pies  des  genres  précédens  dans  la  férié  ^  &  il  eft  évident 
que  chacun  de  ces  rapports  eft  le  premier  &  le  plus  fîm- 
pie  de  Ton  genre  ^  puifque  chaque  quotient  eft  l'unité  ^ 
excepté  le  dernier  quotient  z  qui  ne  peut  être  moindre 
dans  le  rapport  d'inégalité  ,  ce  qui  eft  de  Teflence  du 
rapport  d'inégalité. 


I^'.  Dividende. 


I }    I    I .  premier  Quotient. 


cr 


V\  Bivifeur 

tè*  x^.  Divividende. 


8 


I^^  Mejfe.  x^.  Divifeur 

^  3  c  Dividende.  J 

iK  Rejte.  }\  Divifeur 

&  4^  Dividende.  % 


^mmÊmm^ 


1.  zK  ^otient. 


I.  3^  ^^uotient. 


I.  4^,  Quotient. 


z.  y«.  ^0tient, 
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jc.  Rejfe.  4^.  Divifeur 

^  jc.  Dividende.  % 

_  ^_^^^ 

dernier  Divifeur  i 

C^  commune  mefure. 

Formation  des  fériés  infnies  des  efféces  Jimfles  (^  primi- 
tives des  rapports. 

Entre  les  rapports  d'un  même  genre  ou  degré ,  par 
exemple ,  dans  le  fécond  genre  ou  degré  qui  a  cinq  quo»- 
tients^  on  peut  former  une  férié  infime  des  efpéces  fîm* 
pies  &:  primitives  par  la  variation  d'un  feul  quotient,  en 
prenant  pour  oripipe  U  premier  terme  ide  U  fcri^  --^^ 

M»  ij 
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nie  le  premier  &  plus  fimple  rapport  de  ce  cinquième 

genre  ou  degré. 

Ainfi  je  prends  le  rapport  le  plus  (Impie  &  le  pre- 
mier du  cinquième  genre  ^ ,  j'en  cherche  les  quotients 
par  la  divifion  expliquée  dans  le  premier  Problème ,  St 
a  côté  de  cette  opération ,  j'en  fais  une  toute  contraire 
en  multipliant  la  commune  mefure^  &  remontant  de  bas 
en  haut  par  la  fuite  des  quotients ,  après  en  avoir  chan- 
ge un  feul  (  pourvu  que  ce  ne  foit  pas  le  premier  pour 
Jes  raifons  que  nous  verrons  )  dans  cet  exemple  j'ai  chan- 
gé le  dernier  z ,  &:  j'ai  mis  en  fa  place  3  pour  premier 
multiplicateur. 


1  ^^^  Dividende.  1 3 

.1".  Divi/eur.  (jr 
%^.  Dividende.    8 

1",  Refi.  xà.  Divif. 
^  3*.  Divid.       y 

x^.  Réf.  i^.Divif. 
^4^  Divid.       3 

jc.  Rejfe  4c.  Divif. 
C^  y^  Divid.        1 


I 
I. 


cr 
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4^  Se/e  d".  Divi/. 
(^  comm.  mefure.  i 


I. 


Multiplication» 

y^.  êu  dernier 
I  Multiplicat. 


18 


y^.  nombre 
âmultip.  ij 

4^.  .nombre 
À  multip.  7 


4^.  Multiplie 

J^  Multiplie. 
I. 


3^  nombre  ^%\  Multiplie, 
amultip.    41. 

•  Multiplie. 


%^.  h  ombre 
ci  muftip.     3 


1"^^  nombre 
^àmultipL  I 
\ou  com.  mef. 

Je  fuppofe  la  commune  mefure  toujours  conftante 
^\ y  je  la  multiplie  par  le  dernier  quotient  3  mis  à  la 
place  de  z  pour  fervir  de  premier  multiplicateur,  le  pro- 
duit eft  3  >  que  j'écris  à  gauche  pour  le  fécond  nombre 
à  multiplier. 

Le  %^.  multiplicateur  au  deflus  cû  i ,  or  i  x  }  -4^  *  =*  4 
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que  fécrîs  audefluspour  croifiéme  nombre  à  rnulciplier. 

Le  3^  multiplicateur  eft  i ,  &  le  croifiéme  nombre  à 
multiplier  4,  or  i  x  4  t=  4 ,  auquel  j'ajoute  le  nombre 
trouve  au  deifous  3,4  -+-  3  s==  7  ,  j'écris  7  pour  4«, 
nombre  à  multiplier. 

Le  4^  multiplicatettr  eft  i ,  &  le  4^.  nombre  à  multi« 
plier  7,1x7  ==  7 ,  j'ajoute  4  $  nombre  trouvé  au  defTous 
7  -H  4  =  I X  ,  que  j'écris  pour  cinquième  nombre  à 
multiplier. 

Enfin  le  j*^.  multiplicateur  eft  r  ,  &  le  j«.  nombre  à 
multiplier  1 1 ,  or  1  x  11  =  1 1 ,  j'ajoute  7,  nombre  trou- 
ve au  defFous  1 1  ^^^  7  ==:  18,  nombre  défiré ,  qui  finie 
l'opération. 

Si  le  cinquième  quotient  1  croit  alnfï continuellement 
de  l'unité  &  que  Ton  fubftitué  fa  valeur  en  fa  place  pour 
avoir  les  premiers  multiplicateurs  pour  réitérer  la  fé- 
conde opération  qui  précède ,  on  trouvera  les  termes  de 
la  férié  infinie  de  la  cinquième  efpéce  fimple  &:  primi*» 
tive  du  cinquième  genre  des  rapports ,  (  je  dis  la  cin^ 
quième  efpéce ,  parce  qu'elle  vient  de  la  variation  du 
cinquième  quotient)  comme  il  fuit.  • 

Dans  laquelle  les  dénominateurs  croiflent  de  jf ,  c'eft 
la  valeur  du  premier  muhiplicateur  confiante. 

Les  numérateurs  croiffcnt  de  y  ,  &  c'eft  Texpofant  dû 
genre  de  cette  férié  ,  &  du  rang  qu'occupe  parmi  les 
qnotients ,  le  cinquième  quotient  dont  la  feule  variation 
produit  cette  férié. 

Ce  qui  fournit  un  moyen  facile*  de  la  continuer  indé^ 
finiment  par  additioa  continuelle  de  3  au  dénomina« 
teur  précèdent  pour  avoir  le  fuivant ,  ôc  par  addition^ 
de  5*  au  numérateur  pour  avoir  le  fuivant^. 

COROLLAIRE   L 

Cft  formera  de  même  une  férk  infinie  d'efpéces  ûior 

nnn  nj 


5;i&  Analyse    gène  il  a  le, 

pies  Se  primitives  par  la  variation  feule  du  qûacriéme 

quotient  qui  eft  ici  le  pénultième  y  dont  le  plus  (impie 

rapport  du  cinquième  genre  eft  encore  l'origine  Se  le 

premier  terme. 

Série  ^ ,  4^ ,  M .  H  >  H,.  4r ,  H ,  &c.  à  rinfint. 

Dans  laquelle  les  dénominateurs  &  les  numérateurs 
croifTent  en  même  tems^cequi  eft  de  TefTence  des  cC- 
péces  primitives. 

Les  dénominateurs  croiflcnt  de  4,  c'cft  l'expoiant  du 
rang  de  ce  quatrième  quotient  dont  la  variation  feule 
produit  cette  férié. 

Les  numérateurs  croifTent  de  tf  ==  5  Hh  ij  ou  4  -f-  ^^ 

COROLLAIRE    IL 

On  formera  aufli  par  une  femblable  opération  une  fé- 
rié infinie  d'efpéces  fimples  ôc  primitives  par  la  variation 
feule  du  troifiéme  quotient  qui  eft  rantépénultiéme  dans 
cet  exemple. ,  en  le  fuppofant  ou  le  faifant  fuceffive* 
ment  égal  à  i.  z.  3.  4.  Sec,  à  Tinfini  ^  le  premier  Se  le 
plus  fimple  rapport  du  cinquième  genre  ^  eft  encore 
l'origine  Ifc  le  premier  terme  de  cette  ferie. 

Dcrie  -T-^rr^T?  >T7>  iz  >7?>  17  >  ^^-  a  imnni. 

Dans  laquelle  les  dénominateurs  croifFent  de  5,  qui  eft 
Texpofant  du  rang  du  troifiéme  quotient  dont  la  varia- 
tion donne  cette  férié. 

Les  numérateurs  croiffent  de  6 ,  c'eft  le  double  de  5, 
expofant  du  rang  du  quotient  générateur  pris  en  remon- 
tant y  OU  bien  6  eft  triple  de  t ,  expofant  du  rang  du 
quotient  générateur  en  defcendant. 

COROLLAIRE    IIL 

La  feule  variation  du  quatrième  quotient  en  remon« 
rant  de  bas  e^  Ijaut ,  donne  la  férié  des  efpéces  fimples 
Se  primitives  qui  fuit. 

Série  JLLiJLiili     il    11    H    iS^    g^c    2.  TinfinL 


Litre    sbconb.  jij 

Dans  laquelle  les  dénominateurs  U  les  numérateurs 
croiiTent  conftamment  de  j. 

COROLLAIRE    IV.     ^ 

On  ne  peut  pas  former  une  fèrié  infinie  d'efpéces  dm- 
pies  &primitives  par  la  variation  feulcdui^»^.  quotient,car 
alors  le  dénominateur  demeureroit  le  même  8  conftanc, 
ce  qui  eft  de  Tcffence  des  efpéccs  fubalrernes  ou  déri* 
vces ,  comme  nous  le  verrons  ,  en  quoi  elles  différent  des 
efpéces  primitives ,  dont  rçflcnce  confîftc  à  varier  en 
même  tems  tant  au  dénominateur  qu'au  numérateur. 

Cependant  fi  on  veut  faire  varier  le  premier  quotient 
de  manière  qu'il  donne  une  férié  dont  le  dénominateur 
ÔC  le  numérateur  varient  en  même  tems ,  ce  qui  eft. de 
Teffence  des  efpéces  primitives  ,  il  faut  en  ce  cas  faire 
varier  ce  premier  quotient  conjointement  avec  la  com- 
mune  mefure ,  ou  avec  quelqu'autre  quotient ,  mais  la 
férié  qui  en  réfulte  contient  non  pas  des  efpéocs  fimples 
&  primitives  des  rapports  ,  mais  feulement  des  efpéces 
primitives  8c  compofées  comme  il  fuit. 

Formation  des  Jettes  des  efpeees  eompcfées  dr  primitives 

des  Rafforts. 

Les  efpéces  compofées  &:  primitives  ,  font  celles  qui 
le  trouvent  dans  une  férié  infinie  de  rapports  qui  croifTent 
en  même  tems  tant  au  dénominateur  qu'au  numérateur^ 
<»  qui  fait  Teffence  de  l'efpéce  primitive  ,  &  qui  font 
formez  par  la  variation  des  deux  quotients  enfemble  ^ 
ou  de  plufieurs  quotients  en  quelque  nombre  que  ce  foie 
combinez  entre  eux  ^  ou  avec  la  commune  mefure  va^ 
rîable  déroutes  les  manières  poflibles. 

Entre  les  efpéces  compofées ,  il  y  en  a  de  plus  com«- 
pofces  les  unes  que  les  autres,  par  la  variation  à^^  deux; 
quotients  elles  font  moins  compofées  que  par  la  varia-^ 
tion  de  trois  ^  ddquatre^de  cinq  ^  de  fix  y  Se  de  tout  autrer 
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nombre  de  quotients  à  Tinfini  5  à  mefurc  que  te  genre 
du  rapport  eft  plus  élevé ,  il  y  a  un  plus  grand  nom- 
bre de  quotients  qu'on  peut  combiner  &  faire  varier  en- 
femble.    t 

La  férîe  la  plus  compofée  des  rapports  du  cinquième 
^enre  ou  degré  eft  celle  qui  fuit. 

bette  --,  -77 ,  -477 ,  rrr^  >  t^tt  ?  K^-  ^  *  mfani. 

Elle  fe  forme  par  la  variation  de  tous  les  cinq  quo- 
tients Se  de  la  commune  mefure^  comme  on  le  voit  dans 
jies  opérations  fuivantes. 
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Comme  la  commune  mefure  croît  avec  les  cinq  quo« 
.tients ,  la  variation  de  ces  fix  nombres  font  croître  les 
dénominateurs  &  les  numérateurs  tout  enfemblele  plus 
qu'il  eft  poflible  dans  le  cinquième  genre  ou  degré. 

COROLLAIRE.    V. 

On  peut  par  des  opérations  femblables  fi£  réitérées 
trouver  des  fériés  d'efpéees  de  rapports  compofées  Se 
primitives  par  la  variation  de  deux  quotients  quelcon- 
ques^ ou  de  trois,  ou  de  quatre  ,  ou  de  cinq  quotients, 
ou  par  la  variation  de  la  commune  meftire  conjointe* 
ment  avec  un  ou  plufieurs  quotients ,  c'eft  ainfî  qu'on  a 
trouvé  les  fériés  fuivantes. 

Série  formée  par  la  variation  des  trois  premiers  quo- 

ri^ni-x     IL    ±£    LU     111     457      758.   «^^    \  yindni 

Série 


.    ^ 
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Série  formée  par  la  variation  des  crois  derniers  quo- 
cients ,  ^,  £1. ,  l;2  ,  ii| ,  iy,« ,  un^  &c.  à  l'infini. 

Série  formée  par  la  variation  du  fécond ,  du  troifiémc 
&  4^  quotients  il- ,  H->  H"  »  rif  >  H} ,  ^TT»  &c.  à  l'infini. 

Formation  des  fériés  des  efpéces  fubalternes  oh^  dérivées 

des  Rapports. 

Dans  les  fériés  fubalcernes  ou  dérivées  ,  le  dénomi" 
naccur  eft  toujours  confiant  &:  le  même  que  celui  du 
premier  terme  de  la  férié  qui  en  eft  Iprigine ,  &  le  nu- 
mérateur feul  eft  variable  &c  croît  continuellement ,  voi- 
là Teffence  des  (cries  fubalternes,  entre  Icfquelles  il  y  en 
a  qui  font  dérivées  âics  cfpéccs  fîmples  primitives ,  &  les 
autres  font  dérivées  des  efpéces  compoféés  primitives. 

Les  fériés  fubalcernes  ou  dérivées  fe  forment  par  la 
variation  du  feul  premier  quotient  du  premier  terme  de 
la  férié,  ce  qui  augmente  le  feul  numérateur;  ou  ce  qui 
revient  au  même  pour  former  les  fériés  fubaItcrncs,foit 
UD  rapport  ou  terme  quelconque  d'une  férié  infinie  d'ef- 
péces  primitives  pris  pour  premier  terme  ou  origine  de 
la  ferie  défirée ,  on  aura  les  numérateurs  fuivans  en  ajou- 
tant au  premier  numérateur  fon  dénominateur,  &  con- 
tinuant de  même  par  l'addition  du  premier  dénomina- 
teur à  chaque  numérateur  trouvé,  pour  avoir  le  fuivant, 
on  trouvera  de  la  forte  tous  les  numérateurs  ,  fous  lef- 
quels  on  écrira  le  premier  dénominateur  qui  eft  le  dé- 
nominateur commun  &  conftant  de  tous  les  termes  de 
la  férié.  Exemple  ,  foit  le  plus  (impie  rapport  du  cin- 
quième degré ,  &  le  plus  (impie  d'une  efpéce  primitive , 

&c.  à  rinfini ,  ce  qui  donne  la  férié  dérivée  ou  fubafi 

<-Ai-rki»      IL      **        *'         57       4î       5î        <î         Sirn     \  l'infini 

terne  >  —  >  —  >—>  "r>T">"r>Tr»  ^^-  ^  ^  ^nnni. 

Les  dénominateurs  font  les  mêmes ,  c'eft  celui  du  pre- 
mier terme  de  la  férié. 

Analyfe.  000 
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Les  numérateurs  çroifTent  conftamment  de  8  qui  ef^le 
premier  dénominateur  du  premier  terme  qui  eft  l'ori- 
gine de  la  (crie. 

Formatian  des  Séries  infinies  des  individus  des  ra^fêtts. 

Chaque  rapport  particulier ,. ou  chacun  des  termes  pris 
dans  une  férié  de  rapports  ,  foit  dans  la  férié  des  genres , 
foit  dans  les  feries  à^s>  cfpéccs  primitives  fimples  ,  foit 
dans  les  (cries  des  efpéces  primitives  composées  ,  foit 
enfin  dans  les  feries  des  efpéces  fiibal ternes  ou  dérivées; 
Gc  rapport  quelconque  pris  dans  Tune  de  ces  fériés  à  vo- 
lonté ,  peut  fervir  de  premier  terme  &  d'origine  à  une 
férié  infinie  d'individus  de  rapports;  ce  qui  donne  une 
infinité  de  fériés  infinies  d'individus  de  rapports ,  dono^ 
les  fériés  fe  forment  de  la  maniéré  qui  fuit. 

Pour  former  une  férié  d'individus  de  rapports  (ur  un 
rapport  donné  quelconque;  par  exemple,  foit  le  premier 
&  plu&  fimple  rapport  du  cinquième ^egré  ou  genre—- , 
je  multiplie  féparément  le  numérateur  &  le  dénomina- 
teur par  I ,  z ,  3  j  4 ,  &c.  qui  eft  la  fuite  naturelle  des  nom- 
bres pour  avoir  les  multiples  de  ce  numérateur  &  de  ce 
dénominateur  qui  font  les  termes  de  la  féric. 
Exfofans.     I^     i<     f.    4^     y^   6^    &c. 

^^V^^  —,  —  >  IT»  TTj  47»  îr>  «c.  aiinnni 

Il  eft  facile  de  former  de  la  même- manière  les  fériés 
des  individus  de  tout  autre  rapport. 

COROLLAIRE   GE'NE'RAL. 

Cela  fuffit  pour  donner  une  idée  de  l'étendue  de  la 
Icience  des  rapports ,  &  pour  forn>er  les  fériés  des  rap^ 
ports  dont  on  peut  avoir  be(bin  ;  il  eft  bon  de  s'exercer 
fur  les  rapports  de  difFcrens  genres ,  &  former  foi-même 
\c%  fériés  des  efpéces  primitives  fimples,  enfuite  des  ef- 
péces  primitives  compofécs  ;  &  après  en  avoir  formé 
plufieurs  pour  les  mieux  pofTéder^  on  paflTera  aux  fériés 


Livre    second.  5:31 

des  individus  ;  ccc  exercice  eft  le  meilleur  moïen  pour 
apprendre  aux  commençans  la  théorie  des  rapports  y  8c 
leur  donner  la  facilité  de  les  trouver  dans  le  bcfoin. 

PR  O  B  L  FME    IL 

U»  Rapfort  étant  €x frimé  far  deux  nombres ,  le  réduire  à 
faflusfimple  ex  frelon  s  ou  deux  nombres  et  ans  donnez, 
qui  ne  f oient  pas  les  plus  petits  de  leur  rai/on  ;  trouver 
les  deux  plus  petits  nombres  qui /oient  en  mêmeraifon. 

Soient  les  deux  nombrçs  donnez  lypi  &  ^88,  ou^^', 
1°.  je  cherche  leur  commune  mefure  &c  leurs  quotients 
par  la  divifîon  expliquée  dans  le  Problême  premier  com- 
me il  fuit. 


i*^.  colonne. 

l^^.  Dividende  lypi 

l^.  Divifeur 

&  1^-  Dividende  688 


colonne, 
^uotiens 


3 


3^.  colonne. 
Produits. 

i6xa-^f. 
37c=:i6xz-4-y  = 


}z-hs 


i^^  re^e  i.^,  Divifeur 

(^  3^  Dividende  ^i  y  l    y 

z^.  rejle  l'^.Divif.  43 
(jr  commune  mefure. 


16 


cxb 
yx3 


I  l* unité  confiante. 


i^.  }e  me  fers  des  quoticns  contenus  dans  la  féconde 
colonne  pour  former  une  croiiîéme  colonne  comm*e  il  fuit 
par  multiplication. 

J'écris  en  bas  Tunité  confiante  i.  dans  la  troifiéme  co- 
lonne qui  eft  celle  des  produits  à  droite  vis-à*vis  la  corn» 
mune  mefure  43. 

Enfuitc  j'écris  y  au-deffus  de  i  dans  la  troiûéme  colon- 
ne vis-à-vis  de  y  ==:c  de  la  féconde  colonne. 

Je  multiple  ce  y  par  le  quotient  qui  le  précédq  dans  la 
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féconde  colonne  5  ==:  b\  6c  zu  produit  j'ajoute  Tunité 


confiante  qui  eft  au-dcflbus ,  j'ai  cxt  -+- 1 ,  ou  j  x  3  -H  1 
qui  donne  1 6  que  j^écris  vis-à-vis  du  pénultième  quotient 
3  ==^. 

Je  multiplie  ce  1 6.  par  a ,  au  produit  j'ajoute  c ,  c'eft 
16  X  a  -f-r==  16x2.  -t-  j==37  ,  j*ccris  le  produit  37 
vis*à*vis  1  =  4. 

Ainfî  les  deux  nombres  cherchez  (ont  37  &  i^,  ^^tt 
qui  font  les  plus  petits  qui  foient  en  même  raifon  que  le 
rapport  propofé  ^\ 

Demonftration.  J  e  dis  que  la  ttolfiéme  colonne  des  pro- 
duits contient  les  mêmes  nombres  que  la  première  colon- 
ne qui  contient  les  dividendes ,  avec  cette  différence  que 
dans  la  troifième  colonne  ils  font  divifez  par  43  qui  eft 
la  commune  mefure« 

Dans  la  troifîème  colonne  Tunîté  confiante  y  repréfente 
cette  commune  mcfure  43  divifce  par  elle-même. 

Le  nombre  y  quiefl  au-dcfTus  dans  la  troifième  colon- 
ne égal  au  quotient  j  qui  cfl  à  côté  ,  repréfente  le  pre- 
mier refle  ii  y  divifé  par  la  commune  mefure43  ^  car  di- 
vifant  ti  y  par  43  le  quotient  efl  y^ 

Le  troifième  produit  i^,qui  vient  decxi  -4-  ift=5X3 
H*  r==5  1  y  -+-  I  ==  16  repréfente  le  fécond  quotient 
3  ==^ ,  multiplié  par  le  troifième  quotient  y  augmenté 
deTunité^  &cetoe  fomme  i^  repréfente  le  premier  divi- 
feur  ou  fécond  dividende  ^88  divifé  par  43 ,  puifque  fon 
quotient  efl  itf. 

Enfin  le  dernier  produit  37  repréfente  le  premier  di- 
vidende ifji  divifé  par  la  commune  mefiire  43,  cariy^f 
divifé  par  43  donne  au  quotient  57. 

Donc  les  deux  nombres  du  rapport  ij-  font  les  plus  pe- 
tits nombres  qui  foient  en  même  raifon  que  le  rapport 
^~.  Donc  ce  rapport  efl  réduit  à  k%  moindres  termes  \, 
ce  qu'il  falloir  trouver  &  démontrer. 
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I'^  colonne. 
Dividendes. 


I    .  Dividende. 
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i^^  Divifeurdr 

i^.  Dividende  i.  57.  17 

Son  produit  y.  j 

i  ^V^r  ^jv  I  *^.  Divid.  7.  8  y .  8  y 

I^^  iîç/?^.  ^<  Divifeur 

d^  3^  Dividende.   '     50.  ji 

Son  produit  x  3 

i  ^/^r  ^/#  2^.  Divid.  i.  jo.  5)3 

2**,  itç/?^.  3^  Divifeur 

&  4^  Dividende  •  ^.  i  4 

Son  produit  x  8    . 

i  ^V^r  ^/i^  3C.  Divid.      49*  9 1 

3^  Tîç/?^,  4«=.  Divifeur 

(^  commune  me/i$re  35 

Son  produit  a  oter 

du  4^.  Divid.  tf.  14 
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]  ai  formé  les  deux  premières  colonnes  par  la  divifîon 
expliquée  dans  le  Problême  i.  qui  m'a  donné  les  quociens 
y  ==  A ,  3  ==  h  y  8  :?=  c y  \6  =  d (  que  je diftingue  par 
des  lettres  pour  éviter  robfcurité  )  avec  la  commune  mc- 

fure  39- 

J'ai  formé  enfuite  la  troificme  colonne  qui  eft  celle 
des  produits  ,    comme  il  fuit. 

Le  i^^  terme  eft  i ,  Tunité  conftante  premier  produis 

Le  fécond  produit  i^  eft  le  fécond  quotient  i6  =±=»  d 
cent  dans  la  féconde  colonne  vis-à  vis. 

Ce  produit  i6  multiplié  par  le  quotient  précédent 
8  ==  c  donne  1 6 x^ ,  ou  TTxT  =  i  ^8  -+-  i  ==  1 1^ 
troifiéme  produit  qui  eft  çn  bas  vis-à-vis  8  =^, 

Multipliant  ii^x  5  =^,  au  produit  387  ,  ajoutant 
119  y  produit  précédent  la  fomme  403  eft  le  quatrième 
produit  vis-à-vis  3£=^. 

£nfin  multipliant  403  x  y  quotient  précédent  :=  a^ 
Se  au  produit  xoiy  ajoutant  le  produit  précédent  1x9 , 
la  fomme  zi44  eft  le  cinquième  produit  vis-à-vis  le  quo- 
tient y  ==  a. 

L'opération  eft  finie ,-  &  les  deux  derniers  produits  de 

la  troifiéme  colonne  ^iH  (ont  les  deux  plus  petits  nom- 
bres  cherchez,  qui  expriment  en  moindres  termes  le  rap- 
port des  deux  nombres  propofez  iLî^iif::. 

,  BémonfirAtion.  Dans  la  troifiéme  colonne  qui  eft  celle 
des  produits ,  ça  bas  l'unité  vis-à-vis  la  commune  mefure 
,39,  repréfente  39divifé  par  lui-même. 

Le  fécond  produit  16  vis-à-vis  du  quotient  i^c==^, 
repréfente  le  fécond  refte  de  la  première  colonne  ^24  di- 
vifé  par  la  commune  mefure  39  ,  car  par  hypothéfe2£ 
par  conftruâion  39  mefure  624.  par  \6  ^  puifque  le  quo- 
tient \6  eft  celui  que  donne  la  divifion  de  ^24  par  39. 
Le  troifiéme  produit  1 29  repréfente  le  premier  refle 
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de  la  première  colonne  divifé  par  la  commune  mefurc 
'  39  ,  car  par  hypothcfc  &:  par  conftruâion  le  premier 
reftc  5031  ,  contient  le  fécond  refte  624  huit  fois  , 
plus  une  fois  39  ,  c*eft:-à-dire  614x8  -^  39  ==  yo.  31. 
ou  sITiTxIp  ^-^  39 ,  ou  ITsT^p" -+•  39  =  î»px"37r 

De  même  le  quatrième  produit  40  5  ,  reprcfentc  le  prc^ 
mier  divifeur  i.  57.  17,  divifc  par  la  commune  mefurc^ 
39  ,  car  par  hypothcCe  &  par  conftruftion  1 5717  ,  con* 
tient  trois  fois  le  premier  reftc  5031  plus  une  fois  ^4, 
c'eft-à^dire^i ^717 ï=  Y>^9^H  "^^  ^y^9  ==  J^z^iTxjp 

Enfin  par  la  mêmeraifon  dans  la  troifiéme  colonne  la 
cinquième  produit  zi.  44.  repréfen te  le  premier  dividen- 
de 8,  3^.  16.  divifé  par  la  commune  mefure  39 ,  car  par 
Jbypothéfe  &  par  conftruftion  83^.  i^.  contient  le  pre« 
mier  divifeur  1^7. 17  cinq  fois,  plus  une  fois  le  premier 
refte  5031,  c'eft-à-dire  que  8.  36.  i^=  y  x  403  x 39 
H-jo3ie=yx3x8xi6x}9  =  iTS^l^. 

Donc  le  rapport  ^^  exprime  dans  les  plus  petits  tcr^ 

mes  poffibles  le  rapport  donné  ^  ^^  ^^  ,    ce  qu'il  falloit 
trouver  &:  démontrer. 

PROBLEME     II  L 
Inverfe  du  préccdenr% 

Trouver  les  mâàt^dres  termes  d'un  Rapport  donné ^c^efi^i- dire 
d'un  rapport  dont  les  quotiens  font  donnez,  \  ou  trouver 
la  fuite  des  deux  plus  petits  nombres  qui  fuient  tels  ,  que 
divifant  le  plus  grand  des  deux  nombres  par  le  plus  petit  y 
tf  le  plus  petit  nombre  par  le  premier  refte î  &  continuant 
a  divifer  le  premier  refte  par  le  fécond ,  ^  ainft  de  fuite 
jufquau  dernier  refte  qui  foit  un  divifeur  exaSl  >  les 
quotiens  foient  ceux  du  Rapport  donné. 

Târ  exemple.  Soit  donné  la  fuite  des  quotients  y .  3,  8.  itf> 
qui  font  ceux  d'un  rapport  donne  du  quatrième  genre  ou 
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degré ,  exprimer  ce  rapport  par  la  fuite  de  deux  nombres 
premiers  entr'eux, 

C'eft-à-dire,  on  demande  les  deux  plus  petits  nombres, 
gui  étant  divifez  continuellement  donnent  les  mêmes 
quotiens  &  dans  le  même  ordre  propofé. 

Il  faut  que  ces  deux  nombres  cherchez  foient  tels  que 
Je  plus  grand  divifé  par  le  plus  petit  donne  y  pour  pre- 
mier  quotient  avec  un  premier  rcfte. 

Que  ce  premier  refte  divifant  le  plus  petit  des  deux 
nombres,  donne  5  ,  pour  quotient  avec  un  i^.  refte. 

Que  ce  fecond'rcfte  divifant  le  premier  refte  donne  8 
pour  quotient  avec  un  troifiéme  refte. 

Et  qu'enfin  ce  troifiéme  refte  divifant  le  fécond  refte , 
il  lemefure  exa£t:ement  par  16  fans  aucun  refte. 

Re^/e.  J'écris  à  gauche  dans  une  colonne  tous  les  quo- 
tiens donnez  dans  le  même  ordre  qu'ils  font  propofez. 

Je  forme  à  côté  vers  la  droite  une  féconde  colonne  des 
produits  par  la  multiplication  expliquée  dans  le  Problême 
précédent. 

J'écris  d'abord  i  en  bas  pour  premier  produit,  &  au- 
deiFus  le  deuxième  produit  1 6  vis-à^vis  le  dernier  quotient. 

Je  multiplie  ce  produit  16  par  8  pénultième  quotient , 
ce  qui  donne  118  ,  j'ajoute  le  premier  produit  i ,  c'eft 
iz8  Hh  I  ==  1x9  que  j'écris  pour  troifiéme  produit  vis- 
a-vis  8. 

Je  multiplie  le  troifiéme  produit  119  par  le  troifiéme 
quotient  3  ,  au  produit  3  87  ;  j'ajoute  le  fécond  produit  16, 
)'ai  403  pour  quatrième  produit  que  j'écris  vis-à*vis  3, 

Enfin  je  multiplie  le  quatrième  produit  403  par  le  qua- 
trième quotient  y  ,  &:  au  produit  zoi  j  ,  j'ajoute  le  troi- 
fiéme produit  119 ,  j'ai  1144  pour  cinquième  Se  dernier 
produit  que  j'écris  vis-à-vis  de  y. 

Ce  qui  donne  le  rapport  ^—  qui  contient  les  deux 
nombres  cherchez  qui  ont  les  conditions  requifes  par 
le  Problême. 


re 


^'^  colon. 
Quotients 
donnez,. 


3 


8 


16. 


Produits. 
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x^.  colonne.  Opération. 

16   dcrnitr  quotient 
X   8  ftnultiéme  ifuot. 

I.  i8.,.  i^^.  produit. 
I.  r unité  confiante. 


II.  44.  dern.fr od. 

4.03,  At^. produit. 

ï.  19.  i^. produit. 

1 6.  z^. produit. 

1.  V^. produit. 


119...  1^"^ .  Jomme . 
X   3...  3^.  quotient. 


387...  xK  produit. 
1 6..  dern.  ér  4^  ^li^^/. 

403...  x^.fomme. 


cr 


..• 


quottent. 


^Kmm 


10.  ly...  i^.  produit. 


■■1 


zi.  44...  3^  C^  dern.fom. 

PROBLEME  IV.   FONDAMENTAL. 
Pour  la  conftrudtion  du  triangle  des  Rapports* 

Trouver  la  fuite  de  tous  les  nombres  premiers  entr'eux  , 
qui  expriment  le  plus  exaSfement  qtéil  ejl  poffible  le 
Rapport  de  deux  grandeurs  données^ 

Il  y  a  deux  cas.  Puifque  ces  grandeurs  font  commen* 
furables  ou  incommenfurables. 

Premier  cas.  Si  les  grandeurs  font  commenfurables , 
on  trouvera  facilement  deux  nombres  qui  reprcfenteronc 
leur  rapport  ^  &  (i  les  nombres  donnez  ne  font  pas  les 
moindres  termes  de  leur  rapport,  on  les  réduira  à  moin- 
dres termes  par  le  Problême  précédent. 

Second  cas.  Si  ces  deux  grandeurs  étant  incommenfîi^ 

râbles  >  font  exprimées  auffi  exaÛement  qu'il  efl:  poffîble 

par  deux  grands  nombres  qui  différent  de  moins  d'une 

unité  y  Tun  par  excès ,  l'autre  par  défaut  ^  qui  ne  foienc 

Analyfe..  pfp 
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pas  des  nombres  premiers  encr'eux ,  c*efl:-à-direles  moin- 
dres termes  de  leur  rapport  y  on  les  réduira  à  moindres 
termes  qui  feront  en  même  raifon  par  le  Problème  pré» 
cèdent. 

Mais  û  les  nombres  qui  expriment  le  rapport  donne  font 
premiers  entr'eux ,  ou  les  plus  petits  nombres  de  leur 
raifon  ;  alors  pour  avoir^  la  fuite  des  plus  petits  nombres 
qui  expriment  d*unc  manière  approchée  le  pltrs  exade- 
ment  qu'il  eft  poflible  le  même  rapport^  ce  qui  eft  plus 
commode  dans  la  pratique.  Voici  la  Méthode  pour  trou- 
ver la  fuite  de  tous  les  nombres  qui  expriment  le  plus 
exadement  qu'il  eft  poflible  le  rapport  de  deux  grandeurs 
données  en  nombres  entiers. 

ExemfU.  Soit  donne  le  rapport  tttt    exprime   par 

deux  noflîbres  qui  font  les  plus  fîmples  de  leur  raifon  , 
&  premiers  entr'eux  ,  qui  expriment  ce  rapport  le  plus 
exadement  qu'il  eft  poffible. 

lo.  le  fais  fur  ces  deux  nombres  la  divifion  expliquée 
par  le  Problème  i".  qui  me  donne  les  fcpt  quoriens  fui- 
vans  que  je  diftingue  par  des  lettres  pour  éviter  la  con- 
fufion. 

4,       *,       r,       dy      Cyfyg. 

a ,  y ,  1,1,  1 ,  18 ,  8.  Dans  cet  ordre ,  ce  qui  me  donne 
deux  colonnes. 

.  La  première  colonne  contient  les  dividendes ,  les  di- 
vifcurs  &  les  reftes. 

La  féconde  colonne  contient  les  fept  quotients  a^b  ,Cy 
d  ye  ^  fygy  exprimez  en  chifres  &  en  lettres. 

Il  s'agit  de  former  d'autres  colonnes  que  je  nomme  les 
colonnes  des  produits  (fur  ces  deux  premières,  ainfi  conf- 
truites , }  ce  qui  fe  fait  de  la  manière  qui  fuit. 

La  troifiéme  colonne  vers  la  droite  fe  forme  de  cette 
forte,  récris  i  qui  eft  l'unité  pour  premier  produit  vis* 
à-vis  le  dernier  quotient  8=^.  Je  forme  tous  les  pro- 
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duics  de  cetce  troificme  colonne  en  remontant  ^  de  la  ma- 
nière expliquée  dans  le  Problême  précédent ,  ce  qui  fe 
fait  en  multipliant  chacun  des  produits  trouvez  par  le 
quotient  de  la  féconde  colonne  qui  e&  du  rang  au-de(fus  ^ 
&  ajoutant  à  ce  produit  celui  qui  cft  au-deflbus  du  mul- 
tiplié dans  la  troifiéme  colonne. 

C'eft-à^dire ,  f  écris  dans  la  troifiéme  colonne  le  fécond 
produit  28  vis-à-vis  du  quotient  x8  ==/^  de  la  féconde 
colonne. 

Je  multiplie  ce  produit  1 8  par  le  quptient  du  rang  fu- 
périeur  i  ==se.  Au  produit  x8  j'ajoute  le  premier  pro- 
duit I  de  la  troifiéme  colonne  ,  j'écris  lafomme  i$  dans 
la  troifiéme  colonne  pour  troifiéme  produit 

Je  multiplie  ce  troifiéme  produit  zp  par  le  quotient 
précédent  de  la  féconde  colonne  i  ==  ^.  £t  au  produit 
zy  j'ajoute  le  produit  précédent  18,  6^  j'écris  la  (çmmc 
57  dans  la  troifiéme  colonne  pour  quatrième  produit. 

Je  multiplie  ce  57  par  le  quotient  précédent  i==3r  de 
la  féconde  colonne ,  Se  au  produit  57 ,  j'ajoute  le  produit 
précédent  29  ,  &:  j'écris  la  fomme  S 6  dans  la  troifiéme 
colonne  pour  cinquième  produit. 

Je  multiplie  ce  8^  par  le  quotient  précédent  yt=53^  ; 
8c  au  produit  430  j'ajoute  le  produit  précédent  57  ,  Se 
j*ccris  la  fomme  487  dans  la  troifiéme  colonne  pour  fixié- 
me  produit. 

Enfin  je  multiplie  ce  487  par  le  quotient  précédent  qui 
eft  le  premier  de  la  féconde  colonne  z=a  4;  Se  au  pro- 
duit 974  j'ajoute  le  produit  précédent  487 ,  &  j'écris  la 
fomme  10.  60  dans  la  troifiéme  colonne  pour  le  feptième 
Se  dernier  produit. 

Je  conclus  de  la  formation  de  cette  troifiéme  colonne, 

que  le  rapport  —^  contient  les  plus  petits  nombres  qui. 

487 

expriment  le  plus  exadement  qu'il  eft  poffible  le  rapport 
donné  ?liZ. 
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Nous  verrons  cnfoire  la  formation  des  autres  colonnes. 


Première  colonne^ 
Contenant  Us  Dividendes, 
les  Divi/iurs  ^  les  Rejtes. 

t^^.  Dividende.       8  y,  17 

col.  ' 

jmc. 

col. 
Prod* 

10.60 

4.87 

■ 

8é 

3-9 

28 

I 

4mc. 

col. 
Prod. 

57 
17 

5 

z 

I 
I 

coi. 
Prod. 

^4 
II 

I 
I 

6^'C, 

col. 
Prod* 

13 

I 
I 

col. 
Prod. 

It 
I 

1  8^<=. 
col. 
Prod. 

z 
I 

i*^',  Divifeur 

d"  1*^*  Dividende    39.  13 

!"•  Refte.  z^.Divif^  6.  51 
d*  i^.  Dividende    34.  5  y 

x^.  Refie.  3C.  Divifeur 
&  4«.  Dividende       4.  y  8 

• 

3  c.  Refie.  4C.  Divifeur 
dr  ^^.  Dividende        i.  33 

4*=.  Refie.  yc.  Divifeur 

et  6^.  Dividende       i.  z^ 

h 

j«.  Refie.  6^.  Divifeur 

&  7C.  Dividende  ....    8 

-y^/i  produit  par  18. .  •  2x4 

^«.  iîç/?^.  7C.  Divifeur 
Ô^U  commune  mefure     1 

Formation  de  la  quatrième  colonne 

1^.  J'écris  dans  la  quatrième  colonne  Tunité  i  dans  une 
cellule  vis-à-vis  le  fécond  quotient  1 8  ==/  de  la  féconde 
colonne  pour  le  premier  produit  de  la  4^  colonne. 

2"^.  Je  multiplie  cet  i.  par  le  troiûéme  quotient  1  = 


de  la  féconde  colonne  ,  &  j'écris  i  pour  le  fécond  pro- 
dtfit  de  la  quatrième  colonne. 

3^.  Je  multiplie  ce  fécond  produit  ixi  J'ajoute  le  pre«* 
mier  produit  qui  eft  i ,  &  j^écris  la  fomme  x  dans  la  4^.  co» 
lonne  vis-à-vis  de  i  :=:  ^  pour  3^.  produit  de  la  4^  colonne^ 
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4^*  Je  multiplie  ce  troifîéme  produit  2  parle  quotient 
précédent  i  ==:  ^ ,  &  au  produit  i  j*ajoùte  le  produit  pré- 
cédent I ,  &  j'écris  la  fomme  3  pour  quatrième  produit. 

y°.  Je  multiplie  ce  quatrième  produit  3  par  le  quotient 
précédent  y  =  ^  j  &  au  produit  1 5  j'ajoute  le  produit  pré- 
cédent 1  y  Se  j'écris  17  pour  cinquième  produit. 

6^.  Je  multiplie  ce  cinquième  produit  17  par  le  quotient 
précédent  x  =1  4,  &  au  produit  34,  j'ajoute  le  produk 
précédent  y  5  ,  2^  j'écris  la  fomme  57  pour  iixiéme  Se 
dernier  produit. 

D'où  je  conclus  que  les  nombres  du  rapport  77  font 
encore  fenfîblement  dans  le  même  rapport  que  les  nom* 
bres  donnez  7^77-»  ^^^  divifant  les  uns  Se  les  autres  par 
la  divifion  expliquée  dans  le  Problême  premier,  ilsdon- 
neront  les  mêmes  quotients  qui  (ont  par  conffruâion  les 
multiplicateurs ,  dont  les  nombres  ou  produits  de  la  qua/^ 
triéme  colonne  ont  été  formez,  excepté  le  dernier  quo- 
tient que  j'ai  fuppofe  1 ,  au  lieu  de  i  ~j. 

Formation  de  la  cinquième ,  fixiéme  yfepiéme  &  hmttimc 

colonnes. 

On  formera  encore  de  la  même  manière  la  y«.  G^.  7^  & 
8«.  colonnes  qui  donneront  les  rapports  77  >  T"  »  ¥">  ^  ^ 
qui  font  encore  chacun  fenfîblement  égaux  au  rapport 

donné  ^''^-  on  aura  ainiî  la  fuite  de  tous  les  nombres 

premiers  entr'eux,  qui  expriment  le  plus  exaâement  qu'il 
cd  pofllible  le  rapport  de  8  5  I7,à  3913  ,  telle  qui  fuit  dans 
les  deux  rangs  que  nous  avons  détachez  âit%  colonnes 
formées  ci-defTus. 


i'^  col.       3«.  col.      4^.         j" 
8j.  17. 


59.  13' 
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On  peut  toujours  augmenter  le  nombre  des  colonnes 
jufqu'à  cç  qu'on  arrive  à  une  colonne  qui  n'ait  que  deux 
nombres,  après  laquelle  on  ne  peut  pa$  en  former  d'aujcrqs 

D^monjh^tion  du  Problème  dr  du  réfultat  de  chaqiêt 

colonne  des  produits. 

On  peut  démontrer  le  Problême  en  général  en  cette 
forte ,  deux  nombres  qui  ont  exactement  le  même  rap- 
port que  deux  autres  nombres  ,  donnent  prccifément  la 
même  fuite  de  quotients  ,  &:  plus  leur  rapport  eft  appro- 
chant ,  plus  aufli  la  fuite  de  leurs  guotients  doit  être  ap- 
prochante ;  or  par  la  conftruftion  les  nombres  10606c, 
487,0^  les  mômes  quotients  que  les  deux  nombres  8^17 
&  3915,  excepte  le  dernier  quotient  8  que  j*ai  omis 
exprès  dans  la  colonne  des  produits  pour  mettre  en  fa 
place  l'unité, donc  les  nombres  du  rapport-^  font  fort 
approchans  des  nombres  qui  expriment  le  rapport  \j—  ; 
pour  s*en  convaincre,  il  faut  examiner  leur  différence, 
c*eft-à-dire ,  les  limites  d'approximation  par  excès  &  par 
défaut  comme  il  fuit. 

Limites  d'approximation  ou  examen  des  erreurs ,  tant  far 

excès  que  par  défaut. 

Comme  il  eft  impoffible  d'exprimer  exaâement  le  rap- 
port donné  >  il  y  a  erreur  ou  par  excès  ou  par  défaut  dan$ 
chaque  terme  de  la  (crie  ci-de (fus  ^^  s  ff  j  H  >  ^>  -t»^» 
pour  connoitré  les  limites ,  il  faut  remonter  aux  hypo« 
théfes  qui  ont  donné  les  produits ,  comme  il  fuit. 

i^.  Dans  la  première  colonne  j*ai  fuppofé  que  8mc- 
furoit  ziy  négligeant  Tunité  qui  refte ,  car  il  meftire  114 
5c=a  21  y.—  I ,  ce  qui  donneroiç  i8 .7,  au  lieu  dU  quo-p 
tient  z8==^,  donc  ce  quotient^  eft  trop  petit,  ainû 
en  écrivant  dans  la  troifiéme  colonne  le  fécond  produit 
18,  il  eft  trop  petit  de  1^  puifque  le  véritable  quotient 
eft  18  i ,  qui  furpaffe  ^8  de  5. 
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1^.  yhcvis  z9  dans  la  troifiéme  colonne  pour  la  mêtoc 

raîfon ,  au  lieu  de  19  ^  ,  &  J7  pour  J77,  &  86  auliett 

de  86  ï ,  &  487  au  lieu  de  487  ^ ,  ou  de  489  ^ ,  &  en- 

An  1060  au  lieu  de  1060  V^  ou  de  1064  |, 

Donc  les  excès  des  véritables  quotients  Air  les  quo- 
tients approchez  font  i,g,|,î,-T>¥'>  ^^^^  ^^s  numé-» 
rateurs  r*  x.  i.  j.  17.  37.  (bnc  produits  continuelleoient 
par  la  multiplicatioti  du  numériceur  8  par  le  quotient 
précédent  de  la  féconde  colonne  ^  &  le  produit  ajouté  au 
numérateur  fuivanc  en  remontant  conunc  il  paroit  dans 
la  table  fuivante. 
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^^  La  colonne. 


1060 


37 

8 


487  T 


-bi- 


î^  I 


■  ti  I   i 


57  .- 


■^i^Mr 


^9-î 


rfMMrtW 


z8i 


\ 


Ge  qui  fe  démontre  comme  dans  le  Problème  %^.  puif^ 
que  c'eft  la  même  opératioo,  comme  il  fuit. 

Démonjtration  des  limites  de  la  troijiéme  colonne. 

Puifquc  nous  venons  de  voir  que  487  ^  eft  à  1060  i^^ 
exactement  comme  3913  eftà8ji7,fi  j'en  ôtc  les  deux 
fractions  x>  ^  T">  ^^  font  fenfiblemcnc  dans  le  même 
rapport ,  comme  on  le  verra  dans  la  formation  de  la 
quatrième  colonne  ^  il  fuit  de-là  que  le»  reftes  487  &: 


\ 


y^.4  Analyse    cenerale, 

ïo6o  feront  encore  fenfiblemenc  dans  le  même  rapporc» 
ce  qui  eil  évidenc  par  la  formation  de  la  quatrième  co- 
lonne expliquée  ci-deflus. 

Démonftration  des  limites  de  la  quatrième  colonne. 

Je  dis  que  les  deux  nombres  de  la  quatrième  colonne 
37  &  17,  font  encore  fenfiblement  dans  le  même  rap- 
port que  les  deux  nombres  donnez  8^17, &  jprj^  c'eft^ 
à*^dire  qu'ils  donneront  par  la  divifîon  les  mêmes  cinq 
premiers  quotients  &;  dans  le  même  nombre  &  le  même 
ordre  z  ==  a  ,  y  =;=  b ,  1  =  c  ,  i  ==  d ,  i  =3  e  j 
mais  ils  différent  dans  le  fixiéme  quotient  que  j'ai  fup- 
pofc  I  ,  au  lieu  de  i  —-,. 

Car  en  divifaot  de  fuite  Syi7,&3pi5,&  tous  les 
reftes  par  iz;  ^  on  trouvera  ce  qui  fuit ,-  fçavoir  , 

D'abord  divifant  xxy  par  iiy,  le  quotient  eft  i^comme 
)e  Fai  écrie  dans  la  quatrième  colonne. 

En  remontant  133  divifé  par  xzy  ,  le  quotient  eft  i 
^ ,  au  lieo  de  i  que  j'ai  mis  à  la  féconde  cellule  de  la 
quatrième  colonne  pour  fécond  produit. 

£n  remontant  encore  4^8  divifé  par  xzy  le  quotient 
eft  z  ~  )  au  lieu  de  1  que  j'ai  mis  à  la  quatrième  colonne 
pour  troifième  produit. 

Enfuite  691  divifé  par  iiy  ,  le  quotient  eft  3  ^  , 
au  lieu  de  3  que  j'ai  écrit  à  la  quatrième  colonne  pour 
quatrième  produit. 

De  même  3913  divifé  par  zxy,le  quotient  eft  17  ^ , 
au  lieu  de  1 7  que  j'ai  écrit  à  la  quatrième  colonne  pour 
cinquième  produit  &  dernier. 

Donc  les  excès  des  véritables  quotients  fur  les  quo- 
tients approchez  qui  font  les  produits  contenus  dans  la 

quatrième  colonne  font  — ,  ~,  ~ ,  ~ ,  —  ,    dont 

les  numérateurs  8 ,  8  ,  16 ,  88 ,  192^%  font  produits  con- 
tinuellement par  la  multiplication  du  numérateur  8  mul- 
tiplié 
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tiplié  par  le  quotient  prcccdcnc ,  &  le  produit  ajoute  au 
numérateur  précédent ,  comme  il  paroît  par  la  table  qui 
fuit ,  ce  qui  fc  démontre  comme  ci-defTus. 


^^otients. 

• 

Numérateurs  des 
excès  (jr  des 
défauts. 

Produits  exaSfs 
de  la  4C.  colonne. 

• 

=  a 

191 

37ÎtI 

5  - 

_-  h 

88 

17     " 

'  /     lit 

I   = 

=  c 

i^ 

5   1=^ 

I   = 

=  d 

8 

-rfr 

I  = 

=:  e 

8 

'  ûî 

C'eft-à-dire,  puifque  37nf^^^^7rrr  cxadement 
comme  8 y  17  eft  à  3913  ,  &  que  les  deux  excès  jff  & 
—  qui  font  entre  eux  comme  zj\z  i  i  ,  qui  font  encore 
dans  le  même  rapport ,  comme  on  le  voit  par  la  forma- 
tion de  la  cinquième  colonne  ,  c'eft-à^dire  qu'ils  font 
entre  eux fenfiblement  comme  8ji7eftà39i3. 

COROLLAIRE. 

Règle  générale  pour  les  limites. 

L*origine  du  triangle  des  Rapports. 

Ce  Problême  me  fournit  par  la  formation  de  ks  co« 
lonnes  diftinguées  par  carreaux ,  la  figure  d'un  triangle 
numérique  que  je  nommerai  déformais  le  triangle  des 
Rapports  ;  c'eft  de  ce  triangle  que  je  tire  une  Méthode 
générale  pour  connoitre  le  plus  exaâement  qu'il  eft  po(l 
fible  les  rapports  des  nombres  tant  commenfurables  qu'in- 
commenfurables^  qui  fe  trouvent  exprimez  dans  les  deux 
rangs  d'en  haut  par  la  fuite  des  nombres  entiers  premiers 
entre  eux,  non  pas  dans  la  dernière  précifion  ,  ce  qui 

Analyfe.  qqq 


54^  Analyse    générale, 

eft  impoillble  dans  les  nombres  irrationaux  ,  mais  avec 
la  plus  grande  approximation  poflible  akernacivemenc 
par  excès  Se  par  défaut  y  avec  des  limites  qui  déterminent 
Terreur. 

Des  limites. 

Toute  Méthode  d'approximation  eft  inutile  ,  fi  elle 
n'eft  accompagnée  d'une  autre  Méthode  qui  donne  les 
limites  d'erreur  ,  foit  par  excès ,  foit  par  dié£iut  ;  ici  je 
donne  une  Méthode  facile  pour  ces  limites  ,  en  com. 
parant  comme  il  fuit  par  la  régie  de  trois  chaque  terme 
de  la  fèrie  comprife  dans  les  deux  premiers  rangs  d'en 
haut  trouvez  par  l'opération  ci-deiTus  avec  les  nombres 
du  rapport  donné. 

8cf^    rn^r.    ^^   ,a    t,    tt     ^   Série  des  nombres 
0J17    1060    57   2.4    I  î    j  I     2,  •    1      .      • 

— ^ — .  — T— .  ^  --^.  — .  — .  —  compris  dans  les  deux 
i9ii    487     17    ^i     ^      î      I  rangs  d'en haut^ 

Règle  gêner  aie. 

Faites  cette  analogie  ou  régie  de  trois  ,  comme  le 
nombre  du  ^^.  rang  ou  le  dénominateur  eft  au  nombre 
correfpondant  du  premier  rang  ou  le  numérateur. 

Ainfî  le  plus  petit  des  deux  nombrres  donnez  5913  > 
eft  à  un  quatrième  nombre. 

Or  ce  quatrième  nombre  qui  n'eft  qu'approché  &  non 
pas  exaâ,  diffère  ou  par  excès  ou  par  défaut  d'une  frac- 
tion »  dont  le  dénominateur  eft  le  dénominateur  même 
compris  dans  le  fécond  rang  d'en  haut  ,  &  le  numéra- 
teur eft  le  refte  de  ladivifion  que  donne  la  règle  de  trois, 
ce  qui  s'éclaircira  par  les  exemples  fuivans. 

Extmfle.  Pour  connokre  Terreur  du  dernier  terme  de 
la  férié  ci^defTus ,  j'ai  cette  analogie ,  i  :  i  :  :  59 1 5  :  7S16; 
)e  trouve  ce  quatrième  nombre  par  la  régie  de  trois  com- 
me il  fiiit ,  je  multiplie  le  plus  petit  des  nombres  donnez 
jS^ij  parle  nombere  2,  numérateur  du  rapport  ^ ,  le  pro- 
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duic  eft  782^  ^  que  je  divife  par  i  dénominateur  du  même 
rapport  i,  le  quotient  eft  y%t6. 

Enfuite  j'ôte  ce  quotient  jit6  du  plus  grand  des  deux 
nombres  donnez  8  j  17 ,  la  difFérence  eft  691^  c'eft  Texcès 
dont  8  j  17  furpafle  le  quotient  78x6. 

Opérafhn  5915 

Analogie,  i:  1:: 3913  : 781^ —    xz 


.{ 


78.x6\  7816 


78.  z6  défaut  ^i 


691 

Tzi  donc  une  fradion  pour  Terreur  par  deFaut  dont  le 
numérateur  eft  cette  différence  ^91  ,&:le  dénominateur 
eft  i^  qui  eft  le  dénominateur  du  rapport  4. 

Autrement.  Dans  la  férié  des  rapports  formée  par  les 
nombres  des  deux  rangs  d'en  haut  s  je  confidére  deux 
chofes  y  i^.  le  nombre  des  quotients  dont  la  multiplica- 
tion a  donné  chaque  rapport  particulier ,  x^.  le  caraâére 
fpécial  du  pénultième  quotient  qui  fournit  le  deuxième 
produit  en  commençant  Topération ,  &:  qui  eft  au-deflus 
de  l'unité  dans  chaque  colonne^f  examine iî  ce  pénultième 
quotient  eft  défeâif  ou  exceflif,  c'eft  à -dire  par  dcfaoc 
ou  par  excès ,  d'où  je  tire  cette  règle  générater 

Règle  générale  ^nr  trênver  les  limiter.       - 

i^^  cas.  Si  le  pénultième  quotient  eft  dcfeâ:if,&  que 
le  nombre  des  quotients  reftans  qui  ferviront  de  multi-* 
plicateurs  (  pour  l'une  des  colonnes  dont  il  s'agit  ) ,  foit  un 
nombre  pair  fans  y  comprendre  l'unité,  dans  ce  cas  le  plus 
grand  des  deux  nombres  exprime  par  excès  le  rapport  pro- 
pofé. 

z^.  cas.  Mais  file  nombre  des  quotients  reftans  eft  im- 
pair j  alors  le  rapport  eft  exprimé  par  défaut. 


54^  Analyse    gikekale, 

3^  cas.  Au  contraire  ,  £i  le  pénultième  quotient  qui 
donne  le  i^,  produit  de  la  colonne  dont  il  s'agit  eft  ex- 
ceffif ,  &  le  nombre  des  quotients  reftans  eft  ou  pair  ou 
impair,  alors  le  plus  grand  des  deux  nombres  de  cette  co- 
lonne exprime  par  défaut  le  rapport  donné. 

D'où  il  fuit  que  lorfque  tous  les  quotients  font  défec- 
tifs  comme  il  arrive  ordinairement ,  la  férié  des  rapports 
trouvés  dans  les  deux  rangs  d'en  haut  expriment  le  rap* 
port  donné  alternativement  par  excès  6c  par  défaut. 

Ainfi  dans  la  huitième  colonne  le  rapport  7  exprime 
par  défaut  le  rapport  \^  ,  puifque  le  quocient  1 =4  eft 
défeâif ,  &c  laiiïe  un  refte  ,  d'ailleurs  le  nombre  des  quo- 
tients reftans  eft  impair  non  compris  Tunité  ,  puifque  ce 
quotient  z  eft  unique,  ce  qui  donne  cette  analogie  comme 
ci- devant. 

i:i::  5913:782-^ 8517 

Ofération.     3913  —  7  8 1  tf         Défaut  ~ 

X 1        Quotient     691 

I  i  78.  t6  ^  yit6 

:  Dans  la  feptiéme  colonne  le  rapport  if  eft  excefiif , 
puifque  le  pénultième  quotient  5  =  h  eft  défeâif ,  &c 
que  le  nombre  des  quotients  eft  pair  non  compris  Tunité, 
ce  qui  donne  par  la  régie  ci-deUus  cette  analogie. 

Il:  j::   39  13  •  ^77^  -*"  T^- 
Ofér^tion.     3913 

X  II 

5913 
S   {  43043      {  8608  -4-  I      , 
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rcftc  3 

Dans  la  fixicmc  colonne  le  rapport -^cft  dcfcdif, 
puifque  le  pénukicme  quotient "i  ==  c  cft  défedif  laif- 
fanc  un  refte ,  Se  que  le  nombre  des  quotients  non  com- 
pris Tunité  eft  impair^  ce  qui  donne  par  la  régie  ci* 
deflus  cette  analogie. 

^  :  13  :  :  3913   :    8478  1 
Opération.     3913 

1. 17.39 
3.91.30 


^  <     y.  08.  69  \   84.  78  I 
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x:8  défauts 

4  ...  z  4  or      8  y  17 

4:tf  -  847»  ?  jiL«„4î 

.  I  '  -     -    ■   '     ■.  OU  « 

7  •  .,.  .4    i  =.-38^    .^ *. 

8 48 

refte         i 

Dans  la  cinquième  colonne  le  rapport  ff  eft  exceffif^ 
ftuifque  lé  pénurciéme  quotient  i  ===  d  eft  défeâiflaif- 
fant  un  refte,  &  que  le  nombre  des  quocietits  eft  pair 
non  compris  l'unité ,  ainfî  par  la  régie  j'ai  cette  analogie» 

Il  :i4::  39  13;  8j37  ri  -t-. 
Opération.     3913 

in  ^n 


•  jo  Analyse   gimerale, 

7. 8 1  tf  .^otiertt. 
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rcftc  8 

Dans  la  quatrième  colonne  le  rapport  ^f  eft  défec- 
tif ,  puifquc  le  pénultième  quotient  i  ==  e  cft  dcfcÛif, 
&  que  le  nombre  des  quotients  reftans  non  compris  Tu- 
nitc  eft  impair ,  ce  qui  donne  cette  analogie. 

17:37::  39^3585  li'rr  — 

OfcYdtion.     3^.  13 

X    57  ou  par  40  —  j. 

ij.  tf  j.  20 


-|^:  17  -^14.47.81.  I  8f-  itf^ 
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or        %%vj 

-    8yi^-f-T7 


1  :  %  a       défaut  «n".. 

I    7 


I   r- 1 
tf \    o  X 


rcftc        "9 
Enfio  dans  la  croificmc  colonne  le  rapport  ^  cft  ex- 
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ceffif ,  parce  que  le  pénultième  quotient  iS  =s=/cft  de* 
fcôif ,  laifTant  un  reftc  ,  d'ailleurs  le  nombre  des  quo- 
tients non  compris  Tunitc ,  eft  pair ,  ce  qui  donne  cette 
analogie. 

487: 10^0::  5915  :  Sy  17  4T7 

^  487  {  4.  14.77.80  {  8î.  17 


4»7 


8  •  •   •    1*^9*  6 

^5  1-7 


^4  1^    a       '^'V'^^'^r  xîo^o 

8  x:8       or  8517  _ 

•487        «c^s    ^  -L.  ^5-  4780 

i4  1:0    ^^"'   '^-^  5-9Ï.  3  .  . 

■   •  ^  ^-f^  414.77.80. 


On  voit  par  le  détail  des  opérations  Terreur  de  cha- 
cun des  termes  de  la  ferie  y  foit  par  excès  ,  foit  par  dé- 
faut ,  11  eft  impoflible  de  trouver  d'autres  moindres  nom^ 
brcs  qui  expriment  plas  cxaflrcmcnt  le  même  rapport 
IttI  ,  car  quelques  nombres  que  Ton  choiûfTe ,  on  trou- 
vera toujours  que  Tcxccs  ou  le  défaut  fera  toujours  plus- 
grand  j  &  par  cbnfequent  moins  approchant ,  ce  qui  dé- 
montre que  ceux-ci  approchent  davantage  4  ce  qu  il  fal^ 
loit  démontrer. 

Remâr^mt  fondamentale. 

Si  le  rapport  donné  eft  exprimé  exaûement  par  les 
deux  nombres  donnez ,  la  (erie  donne  exaâement  la  fuite 
de  tous  les  nombres  premiers  entre  eux  qui  expriment 
le  même  rapport  le  plus  exadement  qu'il  eft  podible. 

Si  les  deux  nombres  donnez  ne  font  pas  exads,  mais 
feulement  approchez  d'un  rapport  géométrique  donné 
quelconque  y  ou  l'un  des  nombres  exaâ ,  &  l'autre  feule- 


^^2r  Analyse   générale, 

ment  approche ,  on  opérera  de  même  comme  ci^defltis* 
Si  les  nombres  donnez  font  irracionaux  &  incommen- 
furables ,  il  fera  toujours  fort  ai(e  de  fubftîtuer  en  leur 
place  deux  nombres  rationaux  entiers  auffi  grands  qu'oa 
voudra ,  qui  difiFérent  chacun  de  moins  d'une  unité  du 
rapport  donné  ,  &  dont  l'un 'en  approche  par  excès 
&:  l'autre  par  défaut  s  dans  ce  cas  il  faut  deux  opéra- 
tions ,  la  première  furies  nombres  approchés  parex- 
CCS  qui  donne  une  première  (crie,  &  la  féconde  opéra- 
tion fur  les  nombres  approchés  par  défaut  qui  donne 
une  féconde  (crie,  comparant  enfiiite  ces  deux  (cries, 
on  préfère  celle  qui  approche  davantage ,  foit  par  excès , 
foit  par  défaut  ,  comme  nous  le  verrons  dans  la  fuite. 

.  LE    TRIANGLE   DES    RAPPORTS 

Om  MéshodcgénéraU  &  facile  f9ur  trouver  U  Jerie  infinie 
de  tous  les  nombres  premiers  entfeux ,  qui  expriment 
le  fias  exactement  qiéil  ejl  pojjible  mn  Rapport  donné 
quelconque. 

Définition.  Je  nomme  un  triangle  des  rapports  ,  le 
triangle  numérique  compo(e  de  plusieurs  colonnes  divi- 
fées  par  carreaux  ou  cellules  tel  qu'eft  celui  qui  ré(ulte 
dans  le  Problême  quatrième  qui  précède ,  de  la  formation 
des  dernières  colonnes  5^.  4^,  y^.  6^  jj^.  &  8^  qui  pré- 
fentcnt  à  la  vue  la  figure  d'un  triangle  rcûangle. 

C'eft  ce  triangle  que  je  nomme  le  triangle  des  Rapports^ 
&  je  l'employé  comme  un  inftrument  univerfel  pour  for- 
mer la  plus  fîmple ,  la  plus  convergente  &  la  plus  parfaite 
à^s  fériés  pour  exprimer  un  rapport  quelconque  ;  par 
exemple ,  (bit  propofc  le  rapport  ffir- 

Pour  former  le  triangle  des  rapports  qui  donne  la  fêrie 
des  fractions  en  nombres  premiers  entr'eux  qui  expriment 
ce  rapport  le  plus  exaftcment  qu'il  eft  poffible. 

10.  Il  faut  par  la  divi(îon  expliquée  dans  le  Problême 
premier  trouver  les  quotiens  &  la  commune  mefure  des 

deux 


'1 
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deux  nombres  qui  expriment  ce  rapport  ^  qui  font  les  fepc 

quotients  fuivans  trouvez  dans  cet  ordre« 

i".       1^.       jc.       ^c.       yc,       ^c,        ye^  Quotient. 

Z=:4.   5=i^*    Icsaf.     l=nj.    1=:^.  l8==^.    8s=5^. 

Voilà  dans  leur  ordre  analytique  les  fept  quotiens  gé- 
nérateurs du  triangle  des  rapports ,  que  je  nomme  géné« 
rateurs  parce  qu*ils  font  les  feuls  avec  la  commune  mefure 
qui  entrent  dans  la  formation  du  triangle  des  rapports. 
Les  extrêmes  font  ;  fçavoir ,  z  s=3=:  a  qui  eft  le  premier^ 
&  8  ^==^g  qui  eft  le  dernier  ^  tous  les  autres  font  les  quo^ 
tients  moïens. 

z^.  Je  range  ces  mêmes  quotients  par  Synthéfe  dans  un 
ordre  contraire. 

I'^^Qu6t.  i<l.      5^,      4*.       y«.      6^.      7«.    Quotient. 
8=3f.       x8a=3^.  1=5^.  i=i.  i=3r.  5==^.  2s=ii. 

5^.  Si  je  prends  les  fept  quotients  en  nombres ,  je 
formerai  par  la  multiplication  &  l'addition  un  triangle 
des  rapports  numérique  &  particulier  pour  le  rapport 
donné. 

Mais  ù  je  prends  ces  fept  quotients  en  lettres ,  je  for- 
merai par  leur  multiplication  8c  addition  un  Triangle 
des  Rapporis  Analytique  &  univerfel  qui  (ervira  de  for- 
mule gqaérale  ou  de  régie  abrégée  pour  conftruire  fur 
ce  modèle  tous  les  Triangles  des  Rapports  numériques  é*, 
particuliers  qu'on  voudra  en  fubftituant  à  la  place  des 
lettres  les  quotients  numériques  qu'on  aura  trouvé  par 
la  divifion  pour  chaque  cas  particulier. 

Ainfi  le  Triangle  des  Rapports  Analytiqtuottuniverfel , 
&  le  Triangle  des  Rapports  numérique  &  particftlier  ne 
différent  que  par  la  feule  expref&on ,  qui  eft  générale  dans 
le  premier  triangle ,  &  qui  eft  particulière  ou  déterminée 
dans  le  fécond  triangle ,  nous  les  formerons  ici  tous  les 
deux  en  mênSe  tems  pour  montrer  leur  conformité^  ic 
nous  prendrons  pour  exemple  un  rapport  du  cinquième 
genre  ou  degré  qui  n'a  que  cinq  quotients ,  afin  que  les 
Analyfe.  rrr 
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opérations  puîKTent  fe  renfermer  dans  deux  pages ,  &  re« 

préfencer  les  triangles  fans  confufion* 

Formation  dû  Triangle  des  Rapports  ,  pour  trouver  '  U 
série  infinie  des  fr allions  qui  expriment  en  nombres 
premiers  entfeux  le  plus  exactement  (^  le  plus  prompte^ 
ment  qu^il  eji  poUfible  un  Rapport  donné. 

Exemple.  Sort  le  rapport  donné  f—. 

Pour  former  le  triangle  des  rapports  fiir  ces  deux  nom» 
hrcs. 

Préparation.  lo.  Je  me  fers  de  la  divifion  expliquée 
dans  le  Problème  premier  pour  trouver  la  commune  me* 
fure  &  les  quotients  par  cette  opération.. 

Quotients. 


Dtv 
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i^^  Divifeur  (^  2A.  Dividende       178 
Produit  X  ^  du  Vivijeur  a  ôter 

du  1".  Dividende       .     .    .     71  z 


1-^'.  Re^e.  %^.  Divifeur 
(^  i^f  Dividende 


4:2=2:  a 


M7 


x^.  Refte.  3«.  Divifeur 
d^  4-.  Dividende 


21 


*mt 


10 


10  = 


5«  Rejle.  4^.  Divifeur 
C^  5^.  Dividende 

Dernier  Divifeur ,  rejh 
(^  commune  me/ure 

Alnfx  j'ai  par  Analyfe  les  cinq  quotients  générateurs 
dans  cet  ordre , 
i".     i4.       3C,      ^.      jc^  Quotient 


'^mmmmi^mmm^t 


f,  \:=sb.  'pssc.    %r=ssd.  10^=;  e. 

Enfuite  je  peux  ranger  ces  mêmes  quotients  par  Syn- 
thcfe  dans  un  ordre  contraire ,  parce  que  la  Synthéfc  cft 
oppofee  à  TAnalyfc  de  cette  forte. 


•^ 
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i^^  Quotient.  lA.       }c.       4«.        j«.    Qaotîcnt. 

Je  nomme  ces  quotients  difpofez  par  Analy  fe  les  quo- 
tiens  générateurs  du  triangle  des  rapports  ^  parce  que  ce 
font  les  £buls  nombres  avec  la  commune  mefure  qui  en* 
trent  dans  la  formation  du  triangle  des  rapports  \  cha^ 
cun  de  cc%  quotients  fert  à  former  l'une  des  colonnes  de 
ce  triangle ,  d'où  il  fuie  que  le  criangle  des  rapports  con- 
ticnc  autant  de  colonnes  ou'il  y  a  de  quotients  trouvez 
par  la  divifîon  précédente  fur  le  rapport  propofé ,  c'eft* 
à«dire  que  dai»  cet  exemple  où  le. rapport  f~  donne 
cinq  quotients  ,  le  triangle  des  rapports  auta  cinq  co« 
lonnes. 

frifaration  de  tcffdçe  néceffaire  pour  écrire  &  fermer 
le  Triangle  des  Rafforts  pour  les  cinq  ^uotiens  fré^ 
cédens. 

I®,  Je  tire  une  ligne  droite  indéfinie  qui  doitfervir  de 
bafe  au  triangle  des  rapports ,  fur  laquelle  je  marque  fix 
divifîons  inégales  dans  la  proportion  qui  fera  expliquée 
ci-deCous  y  pour  déterminer  par  des  lignes  perpendicu- 
laires indéfinies  les  efpaccs  néccHaires  pour  les  cinq  co 
tonnes  que  je  formerai  fur  les  cinq  quotients  générateurs 
trouvez  ci-deflus, 

La  première  divifion  de  gauche  à  droite  >  aura  une 
largeur  fenfible  pour  écrire  le  premier  quotient  ^  fc  ce 
pf cioiec  incerval  fervira  d'échelle  pour  déterminer  tous 
les  autres.  Ceft  refpace  de  la  première  colonne ,  fa  hau* 
teur  fera  double  de  fa  largeur  »  parce  qu'eUe  ne  contienc 
que  deux  rangs  pour  ^. 

La  Seconde  diviiien  ou  k  fécond  iuteryal  de  gauche  \ 
liroicc  pour  la  féconde  <?plonne  aura  de  Urgeur  Icdou^ 
We  de  la  ptemicre  cplonoe  %t,  le  triple  de  hdilteur ,  parce 
qu  elle  doit  avoir  fix  termes  ou  rangs ,  &:  deux  chifres 
ou  deux  lettres  dans  le  rang  d'en  bas. 

rrr  ij 
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La  croifîéme  dividon  ou  le  croifiéme  incerval  de  gaip- 
che  à  droite  pour  la  croiûémc  colonne  ^  aura  de  largeur 
le  triple  de  la  largeur  de  la  première  parce  qu'elle  con* 
tient  trois  termes  dans  le  rang  d'en  bas«  Sa  hauteur  con- 
tient cinq  fois  la  hauteur  de  la  première  colonne ,  parce 
qu'elle  contient  dix  termes  ou  dix  rangs» 

On  déterminera  facilement  de  même  les  largeurs  &  les 
hauteurs  des  autres  colonnes  en  fuivant  les  progreflions 
des  (eries  fuivantes ,  qu'on  peut  continuer  indéfinimenr. 

Série  pour  déterminer  les  hauteurs  des  colonnes  du 
triangle  x.^.y.  7.  9.  11.13»  &^«  ^^^^  ^^  progreflion 
continue  des  nombres  impairs* 

Série  pour  déterminer  les  largeurs  des  colonnes  du 
triangle  des  rapports ,  i.  x.  5»  5.  8.  15.  &c.  qu'on  peut 
continuer  aifément^  puifque  chaque  terme  pris  dans  le 
milieu  de  la  (erie  égale  la  fomme  des  deux  termes  précé- 
dens»  Exemple  13  ==  j  -H  8« 


Confit uSion  de  chaque  colonne  du  Triangle  des  Raf forts 

en  farticulier. 

Pour  éviter  les  répétitions ,  )e  forme  tout  à  la  fois  cha^ 
cune  des  colonnes  du  triangle  des  rapports  Analytique 
ou  univerfel,  &  celle  du  triangle  des  rapports  numéri- 
que &  particulier  en  mémetems,  cela  fer  vira  à  les  com- 
parer &  à  montrer  que  les  deux  triangles  ne  différent  que 
par  la  feule  expreffion. 

Après  avoir  formé  ieparément  chacune  àt%  cinq  co- 
lonnes >  je  les  raffemble  eniuite  pour  former  le  triangle 
des  rapports  tout  entier  dont  ces  colonnes  font  les  parties» 

La  première  colonne  ne  contient  que  deux  tei mes  $  le 
premier  terme  eft  l'unité  confiante  »  c'eft  la  commune, 
-mefure  &  la  première  fomme  Analogique,  ou  le  premier 
terme  confiant  &  invariable  dans  toutes  les  colonnes  da 
triangle  des  rapports. 

Le  fécond  terme  eft  le  premier  quotient  générateur 
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â.  Ceft  le  qoocienc  propre  &  particulier  de  cecce 
première  colonne ,  car  chaque  colonne  a  un  quotient  par- 
ticulier 9  qui  a  le  même  expofant  dans  Tordre  Analy  tique. 


Première  colonne 
en  Lettres, 

I.  U unité  conjfante. 

I  ^^.fomme  Analogique, 

CI 


a   i^.  Quotient. 


Première  colonne, 
en  Chifres. 


•"■^^ 


I   Première  fomme 
Analogique. 

4.  Premier  Quotient. 

Cette  première  colonne  me  donne  te  premier  terme 
de  la  férié  que  je  veux  former  ^  c'eft  *t=ss  ^.  Ce  rapport 
approche  par  excès. 

La  féconde  colcïnne  contient  fîx  termes  fur  (a  hauteur^ 
iL  deux  termes  fur  fa  largeur. 

,    Sur  fa  hauteur  le  premier  tern>e  eft  Tuntté  confiante 
I  y  qui  eft  toujours  la  première  fomme  analogique. 

Le  fécond  tçrme  ,  eft  le  fécond  quotient  i  «=  b ,  qui 
eft  le  quotient  propre  6c  particulier  a  la  (econde colonne  ^ 
puifqu*il  eft  le  fécond  dans  Tordre  Analytique» 
.   Le  tr oifiéme  terme  eft  le  premier  ^lotient  4  sas^à  a  corn-* 
me  multiplicateur  du  fécond  quotient. 

Le  quatrième  terme  eft  le  produit  de  ces  deux  quotients, 
c^cft  ^  s£=ss  4  c=ss  ah^  C'eft  le  premier  produit  contenu 
dans  cette  colonne. 

Le  cinquième  terme  eft  Tunicè  conftante  qpicfklsL  pre- 
mière (bmme  analogique  répétée  pour  la  première  fois^ 
:  Le  (ixiéme  terme  eft  la  fomme  du  premier  produit  6C 
de  la  première  fomme  répétée  ^  c'eft<*à-dire  ii^I^TI  »;  ^  y 


rrr  Hj 
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Seconde  colonne  Seconde  colonne, 

en  Lettres,  en  Nombres. 


mi 


I   Première fomme  i.  Première fommt 

And^gique.  AnalogiqM. 


^.  Second  Retient  ^  i  \  Second  ^^otient  dr 

fénultiéme  fomme  fénultiéme  fomme 


X  a.  Premier  Ji(uû$ien$»  x  4,   Premier  ^notient 

àb.  Premier  produit.  «=4.  Premier  produit. 


i.  Première  fimme  *+•  i.  Première  fçmme 

répétée.  répétée. 


a  b  ^  I .  Dernière  fomme.  y .  Dernière  fomme. 


mmm^mm^mm^^ 
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La  troifiéme  colonne  contient  trois  termes  en  lettres 
fiir  fa  largeur  en  bas ,  qui  fe  réduit  ^  un  feul  nombre  dans 
le  triangle  numérique  &  particulier. 

Sur  fa  hauteur  elle  contient  dix  termes. 

Le  premier  ternie  eft  l'unité  confiante  i. 

Le  fécond  terme  eft  le  troifiéme  quotient  7e=r  qui  e^ 
le  quotient  propre  &:  particulier  4e  la  troîfiéme  colonne. 

Le  troifiéme  terme  eft  le  (ècond  quotiecM  i  ecsx  h  ^  conw 
me  multiplicateur. 

Le  quatrième  terme  eft  le  produit  des  deux  quotients 
tTT  ==r  7xî  =  i  c.  Premier  produit  de  cette  colonne. 
Le  cinquième  terme  eft  la  première  (bmme  analogique 
X .  répétée  une  (econde  fois. 

Le  fixiéme  terme  eft  la  femme  4iu  premier  produit  & 
de  Tunité  répétée.  Oeft  ^4.1  acrast  e=»  ^Ip;. 

Le  feptiéme  terme  eft  le  premier  quotient  4  cssns  ê , 
comme  multiplicateur. 

Le  huitième  terme  eft  le  produit  du  premier  quotient 
par  la  féconde  fomme  4X  8  ==  3 1  >  ou  Tt^j^  x  4  =5  Abc 
I  A ,  c*eft  le  fécond  produit  de  la  troifiéme  colonne. 

Le  neuvième  terme  eft  le  troifiéme  quotient  propre  de 
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cette  troificrac  colonne  rcpctcc  une  féconde  fois  7 — c. 
Le  dixième  terme  eft  la  fomme  du  fécond  produit  fie 
du  troiCéme  quotient  répété  ^^[141^==  3  5  ==5  ahc^^x  a 


^c  Ceft  la  3«.  fie  dernière  fomme  de  la  j^.colonne. 

Troifîéme  colonne, 
en  Nombres, 


Troifîéme  colonne, 
en  Lenresr 


î. 
c. 


Premier  t  fomme . 
3«.  ,^otie»t  frofre. 
xb.   ^K  ^otient. 
b  c.    i".  fTùduit 

1  **.  fomme  répétée, 
i .  %^^.  &  fénultiéme 
fomme. 


t. 

bc 


I.    Première  fomme. 
7.    j*.  ^otienPfrofte. 
XI.    i'*.  ^otiem. 
7.    \^^.frodmt. 

ï.  1^^.  fomme  r  if  et  te. 
%.   finultiéme  fomme. 


i^ï. 


xa.    i^'.  ^iHotient. 
abc  H-  I  a.  i«*.  f  rodait, 
H-  c. .  3<^.  Quotient 
réféti. 
abç-t-ia^c.  Dernière  fomme. 


X  4.    i"%  ^otien$^ 
}U  2A.  frodmf. 

7.  5c.  ^otient  réfété^ 
3  ^ .    Derrière  fomme. 


La  quatrième  colonne  contient  fur  fa  largeur  en  bas 
quatre  termes  en  lettres ,  fie  un  feul  nombre  en  chifrcs. 

Sur  fa  hauteur  elle  contient  quatorze  termes  ,  c'ell 
une  Loi  confiance  )  que  le  nombre  des  termes*  croit  tou* 
purs  de  4  d'une  colonne  à  la  fuivante  à  droite ,  ainû  la 
première  colonne  n'a  que  deux  termes ,  la  féconde  en  a 
fix ,  la  troifieme  a  dix  termes ,  la  quatrième  quatorïie  1er- 
Mes ,  4cc.  c*eft  une  celhile  entière. 

Le  l*^  terme  eft  Kuniré  confiance  \.  Première  (omme, 

Le  fecond'terme  eft  le  quatrième  quotient  2==^  d-^  qui 
eft  le  quMient  propre  fie  particulier  de  la  4*.  cdlonne.   ^ 

Le  troifieme  terme  eK  le  croifiéme  <}aotieAt  7  =3=^  c  , 
comme  multiplicateur. 

Le  quatrième  terme  eft  le  produit  de  ces  deux  quotients 
*a:</===i5  i4é===î^x'^=±=T</; 
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Le  cinquième  terme  eft  la  première  fomme  i  répétée. 

Le  (ixième  terme  eft  la  fomme  du  premier  produit  6c 
de  la  première  fomme  T^^  ==  i  y  ==^  J  -+-  i.  Ceft 
la  féconde  fomme  de  cette  colonne. 

Le  feptième  terme  eft  le  fécond  quotient  i  =5 1  com* 
me  multiplicateur. 

Le  huitième  terme  eft  le  produit  de  la  féconde  fomme 
multipliée  par  le  fécond  quotient,  ce  qui  donne  le  fécond 
produit  77x7  ==5 1 $  =l^c  d  -f-  th. 

Le  neuvième  terme  eft  le  4^  quotient  %  =  d  répété. 

Le  dixième  terme  eflb  la  fomme  du  fécond  produit  &  du 

quatrième  quotient^  ce  qui  donne  I7--H  =*  < 7  9  =n^M-ïÂ 
c^efl  latroi£ème  ic  pénultième  fomme. 

L'onzième  terme  eft  le  premier  quotient  4==:  d ,  com« 
me  multiplicateur. 

Le  douzième  terme  eft  le  produit  de  la  pénultième  fom- 
me par  le  premier  quotient,  c'eft  17  x  4  =  6S ,  &  aicd 
dh  -t-  ad. 

Le  treizième  terme  eft  la  féconde  fomme  répetéo  i  y 

Enfin  le  quatorzième  terme  eft  la  fbmme  du  troifîémc 
produit  &  de  la  féconde  fbmme  répétée,  c'eft  6t Hh^S  ^=^  ^  3  > 
&  4bcd-+'  db  -4-  4d-^cd-+'  l. 


Quatrième  colonne  Quatrième  colonne, 

en  Lettres.  en  Nombres. 

I    Première  fimme.  i.    Première  fomme. 

d.  Le  ^\  Retient  frofre.  x.  Le  ^.  ^etiemt frefre. 

xc.  Le  i^.^êtieni.  X7.  Lr  }«.  Retient. 

c  d.  Le  i^^.f réduit.  14.    Le  1^^.  produit. 

I.  La  I'^  femme  ré f et  ie.  •+•1.  La  1^.  fomme  ré  fêtée. 


c  d  •4- 1 .  £4  z^.  fomme.  i  y .    La  zK  fomme. 

K  b.  Le  z^.  Retient.  x  i.  Le  z^.  ^otieM* 


bcd 
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hcâ-^ih.  Le  z^.  frt^uit. 
--hd.  Le  4c.  ^otient  répété. 
bcd-H  ib^^di.  La  3c.  c^^/. 

nultiéme  femme. 
xa.    U  1^^  patient. 


SBCOND.  y^i 

ly.   Z^  %^.  froduit. 

^1.  £f  4«,  ^jéotient  répété. 

17.    Ld  i^.  dr  pénultième 

/hmme. 
Xj^.  Le  i""^.  Retient. 


abcd-Hab-l-ad.iif  ^^.prod.  6%.  Le  3c.  produit. 

•4-cd -f- 1 .  La  2 Je. yj;»;5^^  -f-i j . Z4 z^.fomme repétée. 

repétée.  83.    Dernière fomme. 
abcd  •4**  ab  »f«  ad  H-«  cd  *-H  I 
dernière  fomme. 

La  cinquième  colonne  &  les  autres  au*deflus  fc  for* 
ment  par  la  même  Méthode. 


Triangle  des  Rapports  numérique 
&  particulier  ,  formé  fur  les 
cinq  ^otients  générateurs. 


4 
i 

7 

X 

10 


a 
b 
c 
d 
e* 


i>innttiiîxis 


Analjfe. 


dcrnlérfi 
CommÇf 
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Remdréfui.  En  renverfancce  triangle  &  lefuivanc»  on 
aura  le  triangle  du  rapport  direû  comme  dans  la  page 
540.  ci-delTus. 


Triangle  des  Raf forts  Analytique  &  univerTel ,  formé 
fvr  les çi»q  Quotients  générateurs  a,b,c,d,e. 


a 


•I 


X  4 


ab 


l- 


Ab-\-i. 


,  ^ 


x^ 


bc 


\ 


d 


c  d 


cd-^1 
xb 


hcd-^b 
d 


b$d-^b-^d 


I  A 


abc 


c. 


X4 


ahcd-^^ab-^ad 
cd^^  t 


abcd 


b^+^ad-^cd-^  I  ! 
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S^S 


mmmmm 


e 


de 
•+•  I 


de  ■+•! 


mt^ 


cde 


le 
e 


cde'^c 
x^ 


bcde^bc'^be 
de-hi 


•^rmÊam»^ 
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bcde'+^hc-^he^dc^^i.    Pénultième  fomtnc. 


Xi« 


abcde^^abc^^abe^^ade^t^i  à 

cde^+'C'^e. 


bcde 


abc 


abe^ade^a^cde'+*c-+*e. 

dernière  fomme. 
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5^4  Analyse    gbhsrale, 

Avertijfement^  Comme  il  cft  très- important  de  fuîvre 
exaâement  les  régies  prefcrites  ci-defTus  dans  la  forma- 
tion dès  colonnes  du  triangle  des  rapports  ^  puifque  le 
moindre  changement  gâteroit  tout ,  fai  jugé  à  propos 
d'entrer  dans  an  plus  grand  détail  dans  régies  qui  luivent 
en  déterminant  toutes  les  parties  du  triangle  des  rap- 
ports 9  afin  que  le  leâeur  ne  puifTe^  pas  fe  tromper  ;  en- 
fuite  je  verrai  Tufage  de  ce  triangle  des  rapports  hc 
des  fériés  qui  en  réfultent. 

I^^  Règle  générale  four  f$r  mer  les  colonnes  du  triangle 
des  Maf forts  y  fur  des  quotients  générateurs  donnez,^ 

Chacune  des  colonnes  du  triangle  des  rapports  a  fbn 
quotient  jgénérateur  propre  &  particulier^  qui  a  le  même 
exppfant  qui  marque  le  rang  quil  occupe  dans  la  pre« 
miére  difpofîtion  des  rangs  des  quotients  où  ils  font  ran- 
gez par  Analyfe;  ainfi  le  troifiéme  quotient  eft  le  quo* 
tient  propre  de  la  troifiéme  colonne ,  le  cinquième  quo- 
tient efl:  le  quotient  propre  de  la  cinquième  colonne^  &Cr 

Chaque  colonne  outre  fon  quotient  propre  coniicnt 
(encore  tous  les  quotients  qui  le  précédent  dans  Tordre 
d'Analyfe,  ainfi  la  troifiéme  colonne  contient  outre  fon 
quotient  propre  les  deux  quotients  qui  le  précédent ,  qui 
font  le  premier  &  le  fécond  comme  multiplicateurs }  de 
même  la  cinquième  colonne  outre  le  cinquième  quotient, 
qui  eft  fbn  quotient  propre ,  contient  encore  comme 
multiplicateusss  les  quatre  quotients  précédens^&  ces  mul- 
tij)licateurs  donnent  chacun  leurs  produits  ^  que  je  dif- 
tmgue  dans  la  colonne  par  ordre  i".  x^.  3^  Reproduits. 

Chaque  colonne  cohfidérée  dans  fa  figure  contient 
d^abord  en  tête  un  triangle  reâangle  qui  contient  ua 
fenl  terme  ^c'eft  toujours  l'unité  confiante  mife  pour  pre- 
mière fomme  analogique^  le refle  efl un parallelograme 
partagé  en  pluficurs  cellules  ou  carreaux. 

Chaque  cellule  a  la  forme  d'un  parallelograme  ^  fie 


Livre  second.  ^e^ 

contient  quatre  rangs  ou  quatre  termes  ;  fçavoir^un  ter-' 
me  pour  chaque  rang  :  le  premier  rang  eft  un  quotient^ 
le  fécond  cfl:  un  quotient  précédent  comme  mulciplica- 
teur  ,  après  ces  deux  rangs  ou  termes  ,  eft  une  ligne 
ponâuée  pour  les  (eparer  des  deux  rangs  fuivans ,  le  troi- 
iîéme  terme  eft  un  produit  ,  le  quatrième  terme  eft  al- 
ternativement ou  une  fomme  répétée  ou  un  quotient  ré- 
pété. 

Le  nombre  des  cellules  eft  déterminé  par  Texpcfantr 
même  de  la  colonne  auquel  il  eft  égal  moins  un  ;  c'eft*- 
à-dire  que  la  cinquième  colonne  donc  Texpolànc  eft  j ^ 
contient  quatre  cellules  de  quatre  rangs  ou  de  quatre 
termes  chacune ,  latroifiéme  colonne  contient  deux  cel- 
lules y  la  féconde  colonne  ne  contient  qu'une  cellule^  & 
la  première  colonne  n'a  point  de  cellules,  puifque  i — ^r 
=  o,  ainfî  elle  ne  contient  que  deux  termes ,  dont  le 
premier  eft  l'unité  confiante  qui  eft  en  tête  dans  fon 
triangle  reâangle ,  &  au-deâ^ous  un  feul  rang  qui  «ft  le 
premier  quotient ,  c'eft  le  premier  rang  en  bas  ,  ou  le 
dernier  fi  Ton  veut  ^  qui  étant  prolongé  contient  la  der- 
nière fomme  de  touees  les  colonnes  ,  &  qui  en  eft  abfo- 
lument  fépaté  de  même  que  le  triangle  qui  eft  en  tête 
de  chaque  calonne^ 

Seconde  Règle  four  le  nombre  des  termes  contenus  dans 

chaque  colonne  en  particulier • 

Le  nombre  des  termes  de  la  première  colbnne  eft  !?,> 
elle  ne  peut  en  avoir  mains,  c'eft  un  rapport  exprimé  par 
une  fraèlion  qui  a  deux  termes,  fon  numérateur  &:  fon 
dénominateur. 

Dans  chaque  colonne  le  nombre  des  termes  croît  de 
4,  c'cft-à  dire  d'une  cellule  entière  d'une  colonne  à  celle 
qui  la  fuit  de  gauche  à  droite  fuivant  cette  progreffion^ 


i;6é  Amaltse   gbniilale, 

V:::.f:'}  «".  *->».  3*.  4^  y«.  <î'.  7^  &c, 

Zxpû/smt  ifê 
nêmbrêtles\       %.        ^,       IO«       14.      lS«     Xt«     Xtf*    &C» 


firmes. 


Troifiéme  Régie  font  la  q$àalité  des  termes.. 

II  y  a  trois  efpéccs  de  termes  dans  chaque  colonne  ? 
fçavoir,  des  quotients  ,  des  produits  &  des  fomroes ,  qui 
reviennent  toujours  de  la  même  manière  &  dans  le  même 
ordre  dans  les  quatre  termes  de  chaque  cellule  dans  cet 
ordre }  fçavoir,  jo.  une  fomme,  i°.  un  quotient  multi- 
plicateuf ,  }°.  un  produit,  40.une  fomme ,  excepte  dans 
la  première  cellule  dont  le  premier  terme  eft  le  quotient 
propre  de  la  colonne ,  mais  il  eft  confidérc  comme  une 
fommc  dans  les  autres  cellules ,  ce  premier  terme  eft  la 
fomme  des  termes  de  la  cellule  précédente. 

De  telle  forte  que  dans  la  première  cellule  de  chaque 
colonne ,  le  premier  terme  eft  le  quotient  propre  &  par- 
ticulier de  cette  colonne. 

Le  fécond  terme  dans  toutes  les  cellules  eft  le  quo- 
tient  précédent  comme  multiplicateur. 

Le  troifiéme  terme  eft  le  produit  des  deux  termes  ptc- 
cédens ,  dcfquels  il  eft  fcparé  pat  une  ligne  ponûucc. 

Le  quatrième  terme  eft  toujours  le  premier  terme  de 
la  cellule  précédente  répété  &  confidéré  comme  une 
fomme. 

Car  chaque  fois  qu'on  employé  pour  multiplicateur  un 
quotient  qui  précède  le  quotient  propre  de  la  colonne  , 
il  occafionne  toujours  un  quatrième  terme  qui  fiiic  fon 
produit ,  qui  eft  néceflairement  la  répétition  d'une  fomme 
précédente ,  ce  qui  donne  la  fomme  qui  fait  le  premier 
terme  de  la  cellule  fuivante. 


LlVlLE      SECOND.  5^7 

Iremier  ufage  du  triangle  des  Rapports  ,  ou  examen  de  U 
férié  fondamentale  des  Rapports  trouvez,  par  le  moïe» 
du  triangle  des  Rapports, 

Le  bue  de  là  conftruâîon  du  triangle  des  rapports, 
confîfte  à  trouver  les  termes  d'une  fcric  de  rapports  ou 
fraftions ,  qui  expriment  le  plus  exaâement  qu*il  eft  pof- 
iîble  le  rapport  propofé;  or  dans  chaque  colonne  c'eft  la 
pcnuiticrae  fomme  &  la  dernière  qui  font  les  termes  qui 
compofent  les  rapports  cherchez  Â^lon  cet  ordre. 

r  pénultième 
lomme  -<  — *    _    .. . , ,  i     .  g^^^ 

(dernière        ^>   ^b^iy        bc^% 
^ans  le  triangle  des  rapports  analytique^ 

Mais  dans  le  triangle  numérique  &  particulier ,  j'ai 
C  pcnulciéme 

dernière        4'  J»   3^.  83>  8^^, 

Ces  fraéiions  cm  ces  rapports  ont  été  trouvez  par  le 
moïen  des  quotients  générateurs  pris  dans  l'ordre  d'A- 
nalyfe,  mais  fi  on  les  avoir  pris  en  ordre  de  Synthéfe ,  on 
auroit  les  mêmes  rapports  dans  un  ordre  renverfé  qui  eft 
celui  dont  on  a  hefoin  &  tel  qu'il  fuit  ;  fçavoir  ,  dans  Ir 
triangle  des  rapports  analytique  &  univerfel. 

C  dernière  ,  , 

tomme  ■<  ■»>       ■   .  1 1   '  ^  g^^ 

pénultième   '  »  ^      j         bc^i 


c'eft  la  vraie  féric  primitive  &  fondamentale. 

De  même  aufli  dans  le  triangle  numérique  &  partictt' 
lier  j'ai  la  férié  primitive  &  fondamentale,  en  reavcrfanc 
de  même  tous  le»  termes. 


5^S  Analyse  cekerale, 

r  dernière 

femme  3  1    X    H    il    l£i    g^e. 

/  pé;iulciéme    i,     I5     8,    17,  178,        '    * 

De  cette  forte  pour  avoir  la  (erie  primitive  &  fon- 
damentale^ je  prends  de  chaque  terme  dans  la  bafeda 
triangle  pour  numérateur  la  dernière  (bmme,8^  pour  déno- 
minateur la  pénultième  fomme  de  chaque  colpnne ,  &  la 
férié  étant  ainfî  trouvée  dans  laquelle  chaque  terme  ap- 
proche de  plus  en  plus  de  la  valeur  du  rapport  donné  ; 
j'ai  deux  moïens  pour  la  perfeûionner. 

Le  premier  moïen  confifte  à  continuer  indéfiniment 
cette  férié  ^  i^.ou  en  augmentante  fuite  du  nombre  des 
termes ,  puifque  les  plus  éloignez  expriment  plus  exac- 
tement le  rapport  cherché  ,  t^.  ou  en  fautant  pluficurs 
termes  pour  avancer  plus  vite  dans  une  progreflion  arith- 
métique quelconque ,  50.  ou  en  fautant  piufieurs  termes 
dans  une  progreâlon  géométrique  qui  eft  encore  pltis 
prompte ,  &  qui  avance  à  pas  de  géans. 

Le  fecoxid  moïen  de  perfedionner  la  /crie  primitive 
&  fondamentale  trouvée  par  le  triangle  des  rapports  » 
confifte  à  trouver  d'autres  fériés^  qui  foient  dérivées  de 
celles-ci  par  addition  ou  fouftraâion,  &c.  j'expliquerai 
ces  deux  moïens  dans  le  détail  ;  mais  auparavant  je  veux 
donner  les  limites  de  chaque  terme  de  cette  férié  primi* 
cive  6c  fondamentale  ^  pour  connoître  l'erreur  qui  (e 
trouve  dans  chaque  terme ,  foit  par  excès ,  foit  par  dé- 
faut; 

^  DES   LIMITES. 

fâur  connêhre  Perrenr  foit  par  excès  ^foitfdt  défaut  dans 
chaque  terme  de  la  férié  primitive  &  fondamentale 
réfultante  du  triangle  des  rapports. . 

Comme  le  rapporc  donné  eft  irracionel  de  fâ  nature, 

a 
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il  eft  impoffible  de  rcxprimer  cxaAcmcnt  fans  une  divi- 
fion  poulTée  à  l'infini  y  ce  qui  eft  encore  impoflible  dans 
la  pratique  ;  ce  que  peut  faire  de  mieux  une  intelligence 
bornée  telle  qu'eft  Tefprit  humain  ,  c'eft  d'exprimer  ce 
rapport  par  une  férié  de  fraâions  rationellcs ,  dont  les 
termes  approchent  le  plus  qu'il  efi;  poflible  alternativc'- 
ment ,  ou  par  excès  ou  par  défaut ,  &  dont  Terreur  foit 
non  feulement  infenfible ,  mais  la  moindre  qui  foitpof- 
fible  ;  &  pour  en  juger  il  faut  connoître  &  déterminer 
avec  précifion  Terreur  de  chaque  terme  de  la  férié,  foit 
par  excès  foit  par  défauts 

Dans  le  triangle  des  rapports  numérique  &:  particu- 
lier ci-deflus,  foit  le  rapport  donné  |4|  t=s  -r-==  "X, 
j*ai  trouvé  en  lettres  la  ferie  primitive  &  fondamentale 

M  +  i»^-f-i_  shc^  s^  c^  nbci  ^ab  -f*  ad  *4"  cd^  i  — 


sh  cde  '^  sh  c   ^  abê^-^de^  s  ^  c  de  '^c     |  <>'    1'      *^^ 


bcdg  ^b  C'^bi^  dg 

La  même  férié  primitive  Se  fondamentale  trouvée  em 
nombres  pour  le  rapport  donné  f^î  eft 


>  1        »  «  *  17         >  I7« 

Dans  cette  férié  chacun  des  termes  eft  fuivi  alterna- 
tivement du  figne  -(-  -Se ,  parce  qu'ils  expriment  al- 
ternativement par  défaut  Se  par  excès  le  rapport  donné 
en  plus  petits  nombres  toujours  premiers  entre  eux ,  puiC- 
qu'ils  n'ont  que  Tunité  feule  pour  commune  mefure  ^  Se 
par  confequent  c'eft  Texpreffion  la  plus  fimple  Se  la  plus 
exaâe  qui  foit  poffible  du  rapport  des  deux  nombres  don- 
nez ;  pour  s'en  convaincre  ,  il  n'y  a  qu'à  appliquer  ici  les 
régies  des  limites  expliquées  ci-deffus ,  comme  il  fuit. 

Dans  la  férié  primitive  Se  fondamentale  en  lettres  , 

le  premier  terme  —  donne  le  rapport  y-  par  défaut,  car 

le  numérateur  a  eft  un  quotient  défedif  par  la  conftruç* 
Analyf€.  tff 


^yo  Analyse    générale, 

cion  du  triangle  des  rapports  .analytique  ;  puifqu'il  laifle 
un  refle^  &  que  ce  quotient  eft  impair^  étant  unique.  Donc 
fuivant  les  régies  des  limites  ,  il  exprime  par  défaut  le 
rapport  donné  ^  c'eft  pourquoi  ce  numérateur  doit  être 

fuivi  du  fîgne  -^-^ ,  ainfi  ^ — ,  fes  limites  font  i  — -  ï  , 


car 


1-4-*  — X —   h. 
Le  fécond  terme  ~*-j— -^  doit  être  fuîvi  du  figne 

parce  qu'il  exprime  par  excès  le  rapport  donné  -^  par  ia 

conftrudion ,  fes  limites  font  ^  -4-  i ,  foivant  les  régies 
expliquées  ci-deffus  page  370  &49^. 
Tous  les  autres  termes  (ont  de  même  alternativement  par 
défaut  &  par  excès ,  on  en  trouvera  facilement  les  limites 
par  la  régie  de  trois ,  comme  il  cft  explique  ci««deâus» 

Des  fériés  dérivées^ 

De  la  preffiiére  férié  trouvée  ci  -  deflus  par  )e  triangle 
des  rapports  qui  eft  la  férié  primitive  U  ^ndaxllenraie , 
on  peut  former  pludeurs  autres  fériés  dérivées  en  )oi* 
gnant  enfemble  deux  termes  de  la  férié  primitive  ^  ou 
plufîeurs  comme  il  fuir. 

1®*  La  féconde  férié  qui  eft  la  première  des  fériés  dé- 
fivées  (b  forme  en  joignant  enfemble  deux  à  deux  les 
termes  de  la  férié  primitive  qui  font  toujours  alternati- 
tèment  par  excès  &  par  défaut,  je  retranche  Texcès  des 
termes  qui  donnent  trop  pour  Tajouter  aux  termes  qui 
ne  donnent  pas  aflei. 

Ainfi  du  fécond  terme  "T'"^  >i'Qtc  iHt ,  lerefte 
êft  —  ,  qui  étant  ajoute  au  premier  terme  qui  ne  donne 
pas  afTez,,  la  romrae  eft  -^-^^  +-7»>  ce  fondes  deax  pre* 
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micrs  termes  trouvez,  qui  font  trop  grands,  càr  c^eft 

-^ ,  duquel  j'ote  le  3^  terme ^^jzçr^ ^ 

le  reftc  eft  --'-ri — r~r  Q^i  fera  le  troifîéme  terme  do  U  fé- 

ikbc'^  ib   ^ 

rie  dérivée  i  pour  la  preuve  il  fuflît  de  faire  ropératioo 
qui  fuit. 


car     laè  -+-  i 


I  a 


^^r-f-  tdh-^  i  te  -+-  I. 


Et  i  a  hbc  -t-  I  4  -*-  I  c 
X  î  b 


I  a 


6bc-+^  lab  Hh-  ib  c 


or  ôtant  ce  fécond  produit  du  premier ,  Iç  refte  eft 

,  c'eft  le  troifiéme  terme  de 


la  férié  dérivée ,  &  ainfi  dçs  autres  termes  à  l'infini. 

Par  ce  moïen  je  forme  la  féconde  férié  qui  fuit ,  qui 
eft  la  première  férié  dérivée  de  la  férié  primitive. 
1^'.       iA.         j^.  terme  4«.  terme, 

if     _      I  I 


î"  ""■        b  ibbc'^U  ^'^   ibbccd^ibbc^xbcd^ib^id 


I 


lbbc€ddê  '^ibb  cd  ^  ^c. 

Dans  laquelle  ,  i».  tous  les  numérateurs  &nt  l'unité 
conftante ,  ce  qui  rend  cette  férié  la  plus  {impie  qui  foie 
poffible ,  &:  les  dénominateurs  de  chaque  terme  font  tou- 
jours le  produit  des  dénominateurs  des  deux  termes  qui 
ont  fcrvi  à  former  ce  terme ,  qui  ne  font  que  des  parties 
aliquotes  de  l'unité  qu'il  faut  fouftraire  &:  ajouter  pour 
avoir  le  rapport  cherché. 

2^.  Tous  les  termes  ont  alternativement  le  fîgne  HS^ 
&  ^^^  après  le  premier  terme  dans  cette  férié. 
\  tttij 
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Remarque.  Il  eft  plos  facile  de  former  cette  iècondc 
ierie  en  nombres  qu'en  lettres ,  parce  que  dans  Taddition 
des  grandeurs ,  littCBales  elles  reftent  toutes  entières  èc 
conier vent  le  même  nombre  de  termes ,  au  lieu  que  dans 
Texpreflion  des  nombres  ,  Taddition  les  réunit  dans  un 
feul  terme  ou  dans  ime  feule  fomme ,  ce  qui  rend  cène 
féconde  férié  beaucoup  plus  (impie  lor (qu'elle  eft  expri- 
mée en  nombres  ^  que  lor(qu'elle  eft  exprimée  en  lettres^, 
la  même  chofe  fe  trouve  encore  dans  la  fouftraâion ,  ovl 
Texpreffion  en  nombres  conferve  le  même  avantage,  mais 
dans  la  multiplication  te  dans  la  divifion  ou  il  eft  nécef- 
faire  de  connoitre  tous  les  termes ,  Texpredion  littérale 
a  l'avantage  au*de(ru$  de  l'expreflion  en  nombres  &  lui 
eft  préférable. 

Format  ion  de  la  féconde  férié  qui  efi  la  frémi  ère  dérivée 

en  nombres  de  l'équation  primitive. 

i".  terme,  z^.    3^    4^.    5^.  terme* 

Série  primitive.        ±.  1      -7".  77.   —•    &c. 

J'opère  comme  dans  Texpre/Con  liccérale  en  prenant 
toujours  deux  termes  y  ic  ôcant  le  premier  du  iliivanc 
après  les  avoir  réduit  au  même  dénominateur  ,  amû  de 
^  Vote  *    c'eft  ^ ± 5xr  — 1x4  ini ^ 


voilà  le  fécond  terme  trouvé  pour  la  féconde  férié  que  j'a- 
puceau  i^'.  terme,  ain(î  les  deux  premiers  termes  font  y 
\ ,  cette  fomme  eft  trop  grande ,  fen  ôte  le  troi- 


iième  terme  de  la  férié  primitive  ^ ,  c'eft  \  —  ^ ,  je 
les  réduis  d'abord  au  même  dénominateur  =  ^^ 

•—  7;jY  s=  — 5 —  =«  i  ,  c'eft  te  troî(icmc  terme  de 

la  férié  dérivée,  que  Ton  continuera . de  même  ànufini, 

autant  qu'on  voudra. 

Série  dérivée     ^  -f-  r  —  ï  Hh  &c.  où.  les  termes  ont  ak 
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ternativemetac  les  fignes  -H  6c après  le  premier. 

Cecce  férié  eft  la  plus  (impie  &  la  plus  commode  de 
toutes  les  fériés  qu'on  peut  dériver  de  la  férié  fondât 
mentale  ,  foit  par  TadcÛtion  de  plufie^irs  termes  excé-* 
dans  ôc  la  fouilraûion  des  termes  défaiUans ,  foit  en  com«- 
parant  de  coures  les  manières  6c  dans  toutes  les-  combi* 
naifons  poffibles  les  termes  de  la  férié  primitive  ^  ce  qui 
donne  autant  de  fériés  dérivées ,  mais  cette  premiéne  dé« 
rivée  aïant  toujours  Tunité  conftante  au  numérateur ,  elle 
eft  la  plus  commode ,  parce  qu'il  eft  facile  de  voir  la  pro- 
greffion  qui  règne  dans  les  dénominateurs ,  qui  ne  fono 
que  des  parties  aliquotes  de  l'unité  qu'il  faut  ajouter 
&  fouftraire  pour  avoir  le  rapport  cherché  >  mais  ces 
fériés  dérivées  font  très-utiles  dans  la  reâiftcation  &  la? 
quadrature  des  lignes,  courbes  y  8c  dans  tous  les  Fro« 
blêmes  où  il  entre  des  racines  irrationelles  ,  c'eft  pour-^ 
quoi  nous  les  renvoyons  dans  l'Analyfe  particulière,  c'eflr 
leur  place  naturelle ,  parce  que  nous  en  ferons  en  même 
tems  l'application  aux  lignes  courbes  ^  où  Ton  en  a  be-' 
ibin.^ 

De  la  iiéthode  inverfe  du  triangle  des  Raf forts. 

Le  triangle  des  rapports  qui  eft  expliqué  ci-defTusF 
donne  infailliblement  toujours  la  féric  la  plus  parfaite 
qui  exprime  le  plus  exaâement  qu'il  eft  poflible  le  rap* 
port  ou  la  racine  irrationelle  cherchée. 

Ce  triangle  eft  un  inftrumcnt  univerfel  pour  trouver 
les  rapports  de  tous  les  nombres  irrationaux  &  de  toutes 
les  racines  irrationelles  de  tous  les  degrez  à  l'infini ,  car 
ce  que  nous  expliquons  ici  dans  le  détail  pour  le  fécond 
degré,  doit  s'appliquer  également  à^proportion  dans  tous< 
les  degrcz. 

Mais  il  y  a  deux  manières  de  propofer  un  rapport  ^ 
la  première  manière  que  je  nomme  le  Rapport  direSl  ^ 
eft  lorfque  le  rapport  eft  exprimé  par  deux  nombres  qui; 

ttt  six 
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forment  anc  fraÛion ,  alors  il  faut  opérer  dîreâemenc 
fur  les  deux  nombres  donnez  y  divifer  le  plus  grand  par 
le  plus  petit  ,  ce  qui  donne  un  premier  refte  ^  enfuîce 
€oncinuer  à  divifer  le  plus  petic  par  le  premier  rcfte  »  ce 
qui  donne  un  fécond  refte,  &  aind  de  fuite  ^  jufqu'à  ce 
que  Ton  trouve  un  dernier  divifeur  exa£k  &  fans  refte  , 
6c  les  quotients  que  Ton  trouve  par  chaque  divifion  , 
fervent  de  matériaux  pour  former  le  triangle  des  rap- 
ports expliqué  ci^defTus  dans  cette  feûion. 

La  féconde  manière  que  je  nomme  la  Méthode  in- 
Verfe  du  triangle  des  rapports  ,  eft  lorfque  le  rapport 
propofé  eft  inconnu  &  n'efl;  point  exprimé  par  deux 
nombres  qui  font  une  f iraûion  ,  mais  que  l'on  propofe 
feulement  la  période  réglée  des  quotients  qui  réfulte  de 
la  divifion  du  rapport ,  &c  dans  ce  cas  il  s*agit  par  le  moïen 
de  la  période  de  ces  quotients ,  de  trouver  les  deux  nom» 
bres  qui  ont  ce  raport^  &:  même  tons  les  nombres  qui 
ont  le  même  rapport  en  réitérant  la  période  des  quo- 
tients qui  eft  toujours  la  même  ;  nous  en  avons  donné 
un  exemple  fur  la  fin  de  la  Scûion  précédente,  p.  yo^. 

C'eft-à-dire  que  la  Méthode  direde  du  triangle  des 
rapports  cherche  les  quotients  du  rapport  de  deux  nom- 
bres donnez  ic  connus  ,  la  Méthode  inverfe  au  contraire 
cherche  les  deux  nombres  inconnus  dont  le  rapport  eft 
exprimé  par  une  férié  de  quotients  donnez  Se  connus. 

FoffiHrU  série  généraU  des  Périêdes  réglées  des  nombres 

irratiû»aux  en  général.     . 

Toutes  les  périodes  réglées  des  quotients  générateurs , 
commencent  après  le  premier  quotient  qui  eft  hors  d'oeu- 
vre &  qui  ne  fe  répète  point  &  s*étendçnt  depuis  le  (econd 
quotient  jufqu'à  celui  qui  eft  précifément  double  du  pre* 
mier  incluûvement ,  &  la  divifion  continuée  indéfiniment 
donne  toujours  la  même  période  de  quotiens  qui  fc  répète 
à  l'infini ,  quelquefois  il  n'y  a  qu'une  (êulc  période ,  c'cft 


lorfque  le  precnier  divifcur  revient  le  premier  dans  l'opéra- 
tion s  6c  quelque  fois  il  y  a  deux  périodes  ^  c'eft  lorfque  le 
premier  nombre  qui  revient  n  eft  pas  le  premier  divifeur. 
Exemfle.  Pout  trouver  le  rapport  fde  i  à  •T>  Je  cher- 
che la  racine  quarrée  de  2, ,  j'ajoute  des  zéros  tant  que  je 
veux  après  z ,  ou  fimplement  je  mets  des  points  que  je 

regarde  comme  des  zéros. 

• 

Extraifiên  de  U  Racine  quarrée  de  t. 


Ç  Dividende.  Ç  J^ofieht. 

\  1.  00.  00.  &c.   \   I4I41.I5. 


y<î 


iX  ■   ■ 


Racines  '         ou     14 142. 15. 57 

.  I ...  I.        premier  quarré  à  ôter. 

I  :  o()  *«  premier  rcfte  augmenté  de  deux  zéros. 
1 : 4 . .  •  •  ^é» .  •  fécond  produit  à  ôter. 

4 :  00.  fécond  refte  augmenté  de  deux  zéros. 
4  :  S  :  X  .«  A  Sx.  troifiéme  produit  à  ôter. 

I   I5fî  00* .  3«*«.  refte  augn^nté  de  deux  zéros»* 
28:i:4é.i  il.  9^.   quatrième  produit. 

6,  04  :  oo«  quatrième  refte. 
2.Sz:S:x.«.j65    £4.   cinquième  produit. 

38.  5^:  co.  cinquième  refte. 
a8i8  : 4: 1  ^. .  1.8  18  41.  lixiéme  produit. 

1  o  07  59:00.  fixième  rcfte. 
18184  :  1:3  •  •  848  51  ^9.  feptiéme produit. 

1590^31: 00,  fcptiéme  refte* 
281841: 6:j. .14141131  5.  huitième  produit. 

î  7  tf  4 1  7  7  5  :  ôo.  huitième  refte. 
181841:70:  (J...i6970jéi  36.  neuvième  produir.^ 
^a  &c.  &:c. 

Au  contraire  (î  j'opère  fur  ces  deux  nombres  dennea^' 

en  fraûion  Hi-4^'M^^±,  qui  eft  par  défaut  ic 


100. 000.  oa 


i4a'43^i.?y7 — ^  p^  excès..  Pour  trouver  la  fèric  des  nom?- 

I9P0- 000,  00a  * 


57^  Analyse    generali, 

bres  qui  expriment x:e  même  rapport  le  plus  exaâeiilenc 
qu'il  eft  poflible  alternativement  par  excès  &  par  défaut , 
je  trouverai  comme  dans  les  deux  opérations  fuivantesla 
fcrie  des  quotients  générateurs  i  |  i  ]  |  2 1  {  1 1 1  Sec. 

Première  opération ,  fur  le  rapport  exprimé  par  défaut. 

Premier  Vivid.  far  défaut      141.  411.  jy 6-+^ \  i 

I^^  Divifenr  &  z^.  Divid.  100. 000. 000.  f  z^.  J^^* 
i^^.  produit  à  ôter 100.  000.  000 1  t* 

I  ^'.  rejte.  %^.  Divif.  &  3  ^  Divid.  4 1 . 4 1 1  •  3  j  6.Ç  3  ^.  ^ût. 
z\  produit  à  oter.    ....      82.841. 71  x.\  i. 

zKrefie.  ^^.Di'vif.&  ^^.Divid.  17. 157. 188.  f  4^.  ^ot. 
3^.  produit  a  oter 34.  3 14.  57^  \  2 

^^.refte./^.Di'vif.&  ^^.Divid.  7.  10^.780.  f  ^^.  ^uot. 
^.  produit  a  oter  .....     14.  213.5^0.  t   i- 

4f^.refte.^^.Divif.(ir6^.Jiivid.  i.  ^43.728./"  Z^.  ^ot. 
^^.  produit  y.  887.4y<A  2. 

y*,  r^e.  e^.Divif,  7'.  Divid.  x,ti9.  )t4.c  7'.  j^**A 
^e.  froduit.  %.  438.  64S.\  i. 

?rr^r7S"D7iy^«r8VD/4^M  yoy.  080./  8';  «^*/. 
'j'^.  froduit  î.oio.  i^o.L  i. 

TTr^^rFT^Tîî^îcl^lD^tÂ^  lop-  U4./  5*.  J^o^. 
8^  froduit  4 1 8.  j  1 8.1  %. 

8S  rcfte,  9^.  Divif.  10'.  D/v/V.  8tf .  7y  z. /  1  o*.  j^w/. 
9^,  froduit  173.  yo4.\  i. 

5'.  r^r.  10'.  Divif.  1 1^  JD/'v/V.  3  y.  ^^o.  f  II^  j^w/. 
.10'.  froduit  71.  3 i o.t  1. 

ïo*=  r^*.  1 1'.  Jiivif,  I z^.  D*i;/</.       i  y.  43  z.  r  l  z«.  J^#/. 

30.8^4.1   3—. 

Les 


>^ 


Livre  second.  J77 

L«s  onze  premiers  quociencs  font  bons  Se  exaâs  ;  mais 

le  douzième  commence  à  être  faux  par  excès  ;  c'eft  un  3 

au  lieu  de  z ,  parce  que  le  dividende  a  été  pris  un  peu 

trop  pecic  dans  Ton  derniei  chifre  6. 

Seconde  opération  fur  le  rapport  exprimé  par  excès. 

i^\Divid.parexch.  141.  4M.  jyj.  — {    ^"  -=^^^^>^'- 
l'^'.Divif.&zà.Bivid.  100.000.000.  S  ^^^  ^otient. 

I ^'.  refit.  lA.  Divif.  &     4 1 .  4t  i •  3  J7.    /  3*-  ^otient. 

y.Divid.  81.84t.  714.    \  1. 

■  I       II       — *^^—— .^i—    ■  Il I  11         ■ 

17.  157.  z8tf.    /  4^'  ^çticnt. 
34.  314.  J71.    \  1. 

7.  10^.785.    /   y^  Retient. 
14.  113.  J70.     l  i. 


i.  943.71^.  /  6^.  ^otknt. 

y,  887.  431.  l  1^ 

1. 119.3  5  3.  /  T^.  ^oticnt. 

%.  438.70^.  l.  2. 

y  o  y .  o  I  o.  r    8^  Retient ^ 

I.  010.  oio.  l  1. 

' 

^^^•ÎÎ3*  /  9^*  jouent. 

418.  66^.  L  2. 

8tf.  344.  /  ^o^  ^uotieM. 

171.  688.  '  \  1. 

'  » ■ 

36.645.  /  11^.  Quotient. 

u  l  2.     • 


73.  250, 


13.  054.    /  I2^  ^0iie»t. 
26.108.    \i.  *4*ou^  — 


10.  y  37. 


j7S  '     AkALTSI     GENERALE, 

Les  onze  premiers  quotients  font  bons  èC  exz€t$y  mais 
le  douzième  eft  faux  par  défaut,  c*efl;  i  h-*  au  lieu  de  z. 
parce  que  le  dividende  a  été  pris  trop  grand  au  dernier 
chifre  7. 

THEOR  E'ME, 

Tout  rapport  d'inégalité  comme  7^ ,  ou  —  peut  être 
transformé  dans  une  période  de  quotients  réglée  fuivant 
la  progreflîon  géométrique  décuple  continue  defcen- 
dante  à  l'infini ,  z^.  &  le  nombre  des  chifres  néceflaires 
pour  exprimer  chaque  période  réglée  ,  non  compris  le 
zéro  peut  être  égale  au  nombre  d'unitez  que  comprend 
le  numérateur  du  rapport  qui  eft  l'antécédent  moins  un. 

Ainfi  dans  7^  ,  la  période  réglée  contient  16  chifres 
dont  quinze  (ont  fignificatifs ,  &c  le  16^.  eft  un  zéro ,  car 
les  reftes  de  la  divifion  peuvent  être  i^  z,  h^^*  jufquli 

16  6c  pas  davantage  9  ce  qui  donne  ce  raport  comme  17 

eft  a  15  ,  amfi  loooo,  &c.  eft  a  ,^^^  ^^  ,,^^,  ^^^^  ^  g,,, 

comme  il  paroit  par  la  démonftration  fenûble  de  Topé- 
ration  qui  fuît. 

Démonftration  fenfîble  Se  particulière  pour  77. 

DiviJcMr  Ç  Dividende  ^  patient 

17  :       ^  13  :  o. . .  70.7^4.70$. 88z.  551.  941.  i 

Il 7^4.705. 88z.  5ji.^4i.  I.  il 
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fin  de  la  I  ^^.  période  i     .    ,    .   ^    •    •     17  égal  au  i». 

divifcur, 

qui  recommence  à  rinfini  1 5:0.  i«'.  divid# 

7 "^ 

11:0 

6 10  2r 

8:0* 

4 «8 

I  x:o 

Remarque  f^r  le/  refies.  Le  Dividende  15  eft  regardé 
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jSo  Al9ALTSE    €ENE1LALE« 

comme  te  premier  refte  ^  car  tous  les  reftes  (ont  des  di- 
videndes ,  en  le  comprenant  il  y  a  17  réftes  dans  cet 
cxemple,8£  c*eft  tout  ce  qu'il  y  en  peut  avoir  y  puifque  17 
efl:  le  divifeur. 

Remarque  importante  ér  fondamentale.  hotÇc^c  le  pre- 
mier refte  qui  revient  dans  Te  cours  de  Topération  eft 
te  même  que  le  dividende  comme  ici  1 3  ,  alors  il  n'y  a 
qu'une  feule  &  unique  période  réglée  qui  recommence 
toujours  \  rinfini ,  &c  qui  redonne  toujours  la  même  fé- 
rié des  quotients  comme  dans  Texem^ple  précédent. 

Mais  lorfque  le  premier  refte  qui  revient  dans  le  cours 
de  Topération  ,  comme  dans  le  rapport  {fl ,  alors  il  y  a 
deux  périodes  qui  compofent  la  période  réglée ,  la  pre» 
miére  partie  fe  termine  à  ce  premier  refte  qui  revient  le 
premier ,  cette  première  partie  de  la  période  fe  borne  là^ 
&  ne  revient  plus  ,  mais  la  féconde  partie  contient  la 
période  qui  fuit  après  y  8c  qui  fe  répète  à  Tinfini. 

Conclujîon.  C*eft  cette  expreifîoA  en  parties  décimales 
du  rapport  7^;  fçavoir  0.7^4,  &c.  quejc  nomme  le  cal-* 
cul  intégral  »  il  peut  s'appliquer  à  tous  les  rapports  ^  8c 
par  conféquent  à  toutes  les  racines  irrationelies  de  tous 
les  degrez  à  Tinfûii ,  &:  cette  intégration  eft  'mcompa- 
rablement  plus  facile ,  plus  commode  &  plus  exaâe^que 
celle  des  progrefiions  géométriques  décroiffantes  à  Tin-» 
fini  y  &  Texpreffion  fenfible  des  nombres  la  rend  préfé- 
rable à  toute  autre  Méthode  d'intégration^  nous  en  ver-* 
rons  la  preuve  dans  l'application  que  nous  en  ferons  aux 
reâifîcations  ic  aux  quadratures  des  lignes  courbes  ^  de 
leurs  furfaces  &  de  leurs  folides/c'eft  lefujet  del'Ana- 
lyfe  particulière  qui  fera^la  féconde  partie  de  cette  Ana- 
lyfc  complette. 


L  I  T  H  C     TROISIE'ME*  jll 


LIVRE   TROISIEME- 

Des  Problêmes  indécermincz  y 
&  des  Problêmes  plus  qu'indéterminez. 

MFTHODE     GFNFR  AL  E 

Pour  réfoudre  en  nombres  entiers  tes  Problèmes 
indéterminez^dans  tous  les  cas  pojpbles  a  V infini. 

LEs  anciens  n'ont  pas  voulu  recevoir  les  fôlucions 
irrationelles  datis  les  Problêmes  numériques  ^  parce 
qu'eiFeâivemenc  ils  n'ont  pas  regardé  les  irratioaaux 
comme  de  véritables  nombres^  Euclide  n'en  a  fait  au- 
cune mention  dans  le  7.  t.  &  9.  livres  de  Tes  Elémens 
qui  font  tous  deftinez  auK  nombres ,  &:  le  deuxième  qui 
auroit  dû  traiter  desr  irrationaux  n*eft  exprimé  qu'en 
lignes  ,  ils  ont  cru  que  cette  expreffion  étoit  la  feule 
exacte  &  naturelle  pour  les  rapports  incommenfurables^^ 
en  quoi  ils  fc  font  trompez ,  comme  Tauteur  de  la  recher- 
che de  la  vérité  Ta  fait  voir , car  les  lignes  ne  parlent  qu'aux 
yeux ,  &  pour  en  connoître  exaftemenr  le  rapport ,  il 
faut  avoir  recours  aftx  nombres ,  lefquels  s'ils  font  ra- 
tionaux  expriment  exaâement  &  en  même  tems  d'une 
manière  parfaitement  intelligible  le  rapport  de  toutes 
les  grandeurs ,  mais  s'ils  font  irrationaux  ,  ils  expriment 
ces  mêmes  rapports  exafkement  ti,  en  même  tems  de  la 
manière  la  plus  intelligible  qui  (bit  poffible ,  mais  qui  a 
cependant  efTentiellement  &  inévitablement  une  inintel- 
ligibilité  indéfinie  que  l'on  peut  diminuer  à  l'infini ,  en 
fubftituant  des  nombres  exaâs  qui  approchent  toujours^ 
de  la  valeur  de  ces  irrationaux  par  défaut  ou  par  excès;, 
mais  qui  ne  peuvent  jamais  l'égaler.  ^ 


l9t  Analyse    qskbrale, 

£uclide  n'a  pas  même  regardé  comme  nombres 
les  f radions  rationelles'^  la  définition  qu'il  don^e  du 
nombre  au  commencement  du  7*.  livre  ne  leur  convient 
pas  plus  direâement  qu'aux  irrationaux  ^  effeûivement 
on  neypeuc  concevoir  de  fraûion  abftraite  ^  l'unité  abf- 
traite  étant  indivifible. 

Diophante  n'a  point  admis  les  irrationaux ,  mais  il  em- 
ployé les  fraâions ,  Se  tous  les  Problêmes  dont  l'égalité 
paflfe  le  premier  degré  font  ou  indéterminez,  ou  reftrains 
par  des  conditions  qui  les  rendent  néceflairement  ratio- 
naux  ,  6c  il  n^y  a  de  difficulté  &  d'adrefle  que  dans  les 
Problêmes  indéterminez ,  lefquels  naturellement  tombent 
dans  les  irrationaux  ;  il  faut  entre  une  infinité  de  folti- 
tions  rationelles  &  irrationelles  dont  ils  font  fufceptibles^ 
fçavoir  former  l'égalité  de  telle  forte  ,  qu'elle  donne 
néceflairement  une  folution  rationelle ,  de  forte  que  les 
Problêmes  qni  font  les  plus  difficiles ,  6c  même  quelque- 
fois impoffibles  étant  propofés  avec  cette  reftriûion  , 
d'en  donner  la  folution  en  nombres  rationaux ,  font  fi 
faciles  fans  cette  même  ^condition  ^  qu'il  fcroit  ridicule 
de  les  propofer* 

Pdr  Exemfle.  Divifer  un  nombre  quarrêeti  deux  autres 
nombres  quarrez ,  divifer  un  cube  en  deux  autres  cubes^ 
&:c.  &:  ce  n'efl  pas  fans  raifon  que  l'on  s'attache  aux  nom« 
bres  rationaux  préférablement  aux  irrationaux ,  car  il  efl 
évident  que  l'efprit  reçoit  avec  plus  de  plaifir  ce  qu'il  ap- 
perçoit  exadement  comme  les  nombres  rationaux^que  les 
irrationaux  qu'il  ne  peut  jamais  apercevoir  parfaitement* 

Diophante  &  4es  autres  anciens  n'ont  point  connu  de 
folutions  négatives  ,  &  efFcûivement  elles  doivent  être 
re je ttées,  lorsqu'il  y  en  peut  avoir  de  poCtives,  &lorf> 
qu'il  n'y  en  peut  avoir  ,  le  Problême  eft  abfolument  im« 
poffible  ,  car  il  eft  impoffible  de  concevoir  un  nombre 
négatif  purement  &  fimplement  ;  efFeâivement  les  fo- 
lutions négatives  d'un  Problême  font  des  folutions  po- 


Livre     troisxb'mi.  jS^ 

fitives  d'un  autre  Problème ,  quoique  cependant  il  y  ait 
une  très  petite  difFérenee  entre  les  Problêmes  abfolu- 
ment  impoflibles ,  &  ceux  qui  ne  peuvent  avoir  que  des 
{blutions  négatives ,  ou  même  imaginaires. 

Diophante  ne  s'eft  pas  mis  en  peine  d'aller  plus  avant» 
il  me  femble  au  contraire  qu'on  peut  réduire  à  cinq^les 
diâerens  degrcz  de  perfeûion  dans  la  folutiotk  d'un  Pio* 
blême. 

Le  premier ,  qu'elle  foit  en  nombres  rationaux. 

Le  fécond ,  qu'elle  foit  en  nombres  entiers. 

Le  troilîéme  y  qu'elle  foit  en  plus  petits  nombres  qu'il 
foit  poflible  ^  le  quatrième ,  qu'on  en  ait  une  infinité. 

Le  cinquième  qu'on  les  ait  toutes  y  ce  qui  eft  différenc 
du  quatrième ,  car  on  peut  en  avoir  une  infinité^  fans  ce- 
pendant les  avoir  toutes ,  par  exemple ,  on  trouve  une 
infinité  de  nombres  propres  aux  triangles  reâangles  par 
la  règle  des  quarrez  impairs ,  mais  on  ne  les  trouva  pas 
tous  ,  car  on  ne  trouve  pas  »  par  exemple.  8  :  15  :  17  : 

De  tous  CCS  degrez  de  perfeâion  >  Diophante  &  les 
anciens  ne  fe  font  mis  en  peine  que  du  premier  ,  mais 
il  eil  aifé  de  voir  qu'ils  ont  eu  tort  de  négliger  les  autres^ 
&  pour  ne  parler  que  des  folutions  en  nombres  entiers, 
il  efl:  évident  que  les  réfolutions  en  nombres  entiers  ont 
fur  les  folutions  en  fraâions  ^  à  peu  près  tout  l'avantage 
que  les  folutions  rationelles  ont  fur  les  irrationelles. 

V«ci  en  peu  de  mots  l'occafion  &  la  manière  dont  j'ai 
trouvé  la  Méthode  ,  un  de  mes  amis  m'ayant  dit  qu'il 
fe  trouvoit  embarrafle  dans  la  folution  d'un  Problême 
de  Diophante ,  qui  n'étoit  cependant  que  du  premier 
degrés  me  pria  de  lui  en  envoyer  la  folution  Méthodique, 
parce  que  celle  de  Diophante  lui  paroifToit  embrouillée 
&  peu  naturelle. 

Voici  le  Problême  tirée  de  Diôphantejiv.  i.  prop.  1 8* 
trouver  trois  nombres  tels  que  fi  on  ôte  la  cinquième 
partie  du  premier  plus  6  ^  6c  qu'on  l'ajoute  au  fécond  , 


5S4  Analyse    ceke^ralc, 

après  en  avoir  ôcé  la  fixiéme  partie  plus  7 ,  paur  Tajoa* 
cer  au  croiûéme  ,  après  en  avoir  ôté  la  fepciéme  partie 
plus  8  pour  l'ajouter  au  premier,  ce  qui  réfulte  de  l'ad* 
dicion  &  de  la  fouftraâion  faite  fur  de  certains  nooifores 
faâe  trois  nombres  égaux. 

Voici  comme  j  opérai ,  foie  pour  éviter  les  fradions* 

Le  premier  .  .  ^  x 
Le  fécond    .  .  6j^ 
Le  croifiéme  .  •  jx, 
ôtant  du  premier  la  cinquième  partie  -+-  6  j  il  refte  4  x 
-< —  6  9  auquel  refte  il  faut  ajouter  la  feptiéme  du  troi- 

fiéme  -f-  8 ,  ce  qui  fait  4  x 6  -+-  z>  -+-  8 ,  ou  4  x 

a  -H  1  pour  premier  nombre  réfultant. 

Otant  la  fixiéme  pattie  du  fécond  -H  7  ,  il  refte  y  y 

7 ,  auquel  refte  ajoutant  x  -H  ^>la  cinquième  par« 

tie  du  premier  félon  le  Problême ,  on  a  pour  le  fécond 

nombre  réfultant  ^y  — •  7  -f-  x  -+-  6  ^oxx^y  -+-  x —  r. 

£nfîn  ôtant  du  troificme  fa  feptiéme  partie  -+-  8 ,  te 

au  refte  € z,-^. —  8 ,  ajoutant  la  fixiéme  partie  du  (êcond 

-+-  7 ,  qui eft^  -4-  7,  on  aura  6  x, 8  -i-^'  -+-  7  » 

ou  6z,  -H  y  - —  I ,  pour  troifiéme  nombre  résultant. 
Il  y  donc  égalité  entre  ces  trois  nombres  tcfultans. 
4x  --H  X.  -H  z 

^y  ^  X I 

€  z.  H- J'— —  I 

dont  on  peut  former  deux  égalitez ,  &  comme  il  y  «trois 
inconnuas  ^  il  eft  évident  que  le  Problême  eft  indétermi- 
né y  c'eft  pourquoi  nous  pouvons  à  difcrétion  réduire 
deux  des  inconnues  à  Texpreflion  complexe  des  nombres 
connus  &  de  la  troifiéme  inconnue. 

Ainfi  par  la  première  égalité  4  x  H-  Xp  -4-  2,  ==  y  y 
•+-  X  — —  I ,  on  a  cette  égalité  »  ==  ^y  — -  3  x—  3. 

Par  la  féconde  égalité  4  x  Hh  z,  -4-  1=8  6  z.-^y-^  i. 

oiji  a  *  s===s ■  &  comparant  ces  deux  valeurs  ac«, 

oa 
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on  aura  ^  ^"^^~'^  ==  jjf  ^-^  j  jc  ^ —  j.  Et  en  mul- 
tipliant tout  par  y,  on  auM  4 a:  -4-  j  —— J'  =  zj:  j^ 

ly  X ly  ,  ou  iy  ^  -(- J' =^  ly  Jf  Hh  4  x 

ly  •+-  5  ^  c'eft-à-dirc  ,  16  y  =  ip  x  -i-  18. 

Etyters»'^^"**"^^  »  Or  en  fubftituant  cette  même  valeur 

dans  régalicc  z,  =  y  j^  - —  3  x  3  >  on  aura  cette 

autre  égalité  z.  ==  ^^^T*^^ 3  x 3  ,  c'eft-à-dirc. 


17  X-f«  Il 


multipliant  en  croix  pour  oter  Tentier 

de  la  ftaâion ,  &  ôtant  des  numérateurs  %6  autant  qu'il 

cil  poffible,  c'cft-à-dire  trois  fois,  à  caufe  de 3  x, 

car  — -  3xx6  = 78  a: --—78. 

Le  Problême  eil  donc  réduit  à  fa  dernière  &  plus  fîm'^ 
pie  expreflîon  d'égalité  ,  par  conféquent  il  eft  indéfini- 
ment réfolu ,  car  quelque  nombre  que  je  prenne  pour  x^ 
les  valeurs  de  ^  &:  de  ;&  font  trouvées  ;  mais  il  s'agit  de 
trouver  des  nombres  entiers,  il  faut  donc  que^  étant  égal 

à        ^ —  &  z,  étant  égal  a   ■       — ,  il  faut  dis-je  que  jc 

foit  tel  que  fon  produit  par  19  augmente  de  18  »  &  de 
plus  fon  produit  par  17  augmenté  de  ix  ^  foientdivi- 
iîblespar  z6. 

Or  voici  la  pcnfée  qui  me  vint  là^deffus  ,  fi  19  jc 
-4-  i8,&i7>r-h-  Il  font  divifibles  par  1^  ^  il  eft  évi- 
dent que  leur  différence  l'eft  auflî ,  c'eft-à-dire  que  z  x 
-f-  6  cft  auffi  divifible  par  %6  s  donc  fon  multiple  fera  auffi 
divifible  par  i6 ,  c'eft-à-dire ,  confîdérant  dans  17  x  com- 
bien de  fois  il  y  a  1  AT ,  je  l'y  trouve  8  fois ,  ainfi  je  mul- 

"*tiplie  xx-f-  6x8  ,  &  il  eft  évident  que  j6 x  --H  48 
fera  aufli  divifible  par  16 ,  &  pour  abréger  j'ôte  de  l'ab* 
folu  48  le  nombre  z6  autant  de  fois  qu'il  eft  poflîble,  c'eff- 

à-dire  ici  une  fois  feulement ,  &  il  me  rcfte  16  x  -h  zz^ 

Analyfe.  xxx 


^t6  Analyse    générale, 

qui  eft  divifiblc  par  i6 ,  or  17  x  •+-  1 2.  cft  auffi  divifiblc 

par  i6  y  donc  leur  difFérence  x 10  Tcft  auffi ,  donc  le 

double  de  cette  différence  1  x 10  eft  aufli  viûble  par 

i6,  '6c  ce  double  i  x zo,  étant  ôtcde  z x  -+*  6  ,  il 

reftc  z6. 

de  19  >f«4-i8 
ôtant  17  x-ï-  i^ 


i6X'^tL  xx-4-    1$  refte  ou  différence  I^^ 

—  I7X-+*  iz  X     8 

j./r  i^x-*- 48  Multiple. 

ditt.        X  —  lo  ^^            ^ 


X  !..  z  X  —  zo 


z6 


reft.  itf  xHh  11  dont  ôtant  z6 


^  ^^  AT— 10 rcftefc différence  zK 

reite    1  x  — •  10  %  x  1  •  1  • 

A  ^^ — zo  Multiple. 

Or  d'autant  que  le  nombre  abfolu  étant  lé  ,  il  eft 
cffcdivement  divifiblc  par  z6,je  conclus  que  le  Problème 
peut  fe  rcfi)udre  en  nombres  entiers  ,  &  qu'il  ne  reftc 
qu'à  rendre  x  -: —  10  divifiblc  par  z6. 

Je  fiippofe  X 10 ,  égal  à  zéro  qui  eft  la  moin* 

dre    valeur   poffible  ,     ~r"  ==  ^  >  ^^  ^^^  donne 


I G  qui  fatisfait. 


Ainfi  fubftituant  cette  valeur  dans  les  égalitez  ci-def- 
fus,  on  aura  pour  les  trois  nombres  cherchez  y  x===  yo. 
éy  ===  48 ,  7  ;&  =  49 ,  qui  ^^^^  ï^5  plus  petits  qui  foicnt 
poffibles ,  &  c'eft  la  folution  la  plus  élégante  qu'on  puiffe 
défirer  ;  ceux  de  Diophante  font  4^ ,  ■— ,  ^^, 

''*-+-^«         t9o-f  18 — .108 — :8-donc^/=:>48. 

7.  donc  7  2.  ==  49» 


x6  z6  1^ 

17  «  -4-  Il  170  -+- 1* '8* 


14  x4  i6 

donc  y  x=  yo. 
Si  on  veut  avoir  tous  les  nombres  à  Tinfini  qui  fati*- 
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font  aux  condicions  du  Problème ,  il  n'y  a  qu'à  donner  à 
:c  les  valeurs  fuivances. 

X  ===  10  -t-  z^fi  qui  eft  le  divifcuf  ;  ce  qui  donne 
pour  les  crois  nombres  cherchez  180.  i6t.  16%. 


X=^  10  -1-  1X26 


X=  lO-t-    jxid 

&c.  qui  fonc  tous  primitifs  ;  mais  leurs  multi- 
ples ne  fatisfonc  pas  généralement* 

Or ,  il  eft  évident  que  tous  les  Problèmes  indcterminez 
peuvent  fe  réduire  aune  formule  femblable  ,  &  par  con- 
féquentils  peuvent  être  réfolusde  la  même  manière  en 
nombres  entiers ,  en  obfervant  ce  qui  eft  dit  ci-après. 

Voilà  Toccafion  de  la  première  découverte  ,  je  Tai 
mieux  digérée  dans  la  fuite^  &  je  Tai  pouftee  à  l'infini  avec 
un  progrès  qui  m'a  étonne.  En  voici  le  détail  en  com- 
mençant par  les  Problèmes  les  plus  fimples. 


■fc*» 


SECTION    PREMIFRE, 

Propofition  première. 

Kéjoudre  en  nombres  entiers  un  Problème  indéter-- 
miné  ou  il  y  a,  deux  grandeurs  inconnues  y  dont 
r égalité  finale  ne  pajfepas  le  premier  degré  ^  ^ 
où  une  inconnue  fie  fi  pas  multipliée  par  Vautre. 

(On  fuppofe  toujours qtùil y  a  une firaBion  dans 
t  égalité  finale  ^  autrement  il  ri  y  auroit  point  de 
difficulté  y  &  partant  on  n  auroit  pas  befoin  de 
régie.  ) 

Ous  ces  Problêmes  peuvent  aifément  fe  réduire  à 
Tune  des  quatre  formules  fui  vantes»  -,) 

XXX  ij 


T 
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ji    •  •  •  «y  —      "  ■■   I 

t 

i-  *'•  •  •  •  7  '■  '     •        ■ 


5' 


»x- 


î 


.c  9  —  «« 

4 


•  «  •  • 


lo.  La  première  formule  eft  aifce ,  il  n'y  a  qu'à  fuppofer 
4,  &x=/. 


Je  fuppofe  4  &/  réduits  à  leurs  moindres  termes  fi  Ton 
veut  avoir  les  plus  petits  nombres  qu'il  foit  poffible  ;  ainfi 

on  aura  dt=atl  ce  qui  donne  a  =â  a.  Tous  les  multiples 

fatisfont  &  font  les  feuls  qui  puifTent  fàtisfaire^ce  qui  don- 
une  folution  pleine  &  entière ,  x  icj  étant  comme  a  les 
plus  petits  de  leur  raifon  par  là  . .du 7  d'Euclide^  toutes 
les  valeurs  de  x  &:  de j  font  multiples  de  îa  1  ^.  valeur. 

z^.  Pour  la  féconde  formule  r  ==  liiiLI. 

Préfaràthn.  Il  faut  d'abord  réduire  ^  -H  ^  à  leurs 
moindres  termes.  £nfuite  ôter  de  i^ou  de^  tonzcc  qui 
cft  égal  ou  mukiple  de^  5  je  fuppofe  toujours  dans  cette 
préparation  alcq  plus  petits  que  ^^ ,  &  la  raifon  de  cette 
préparation  eft  évidente  ;  car  il  elît  certain  que  f  fe  me- 
fiire  lui-même  &  fcs  multiples  ,  &  par  confcquent  s'il  eft 
poflible  qu'il  mcftire  le  tout  propofé ,  il  mefurera  la  dif- 
férence. 

Ainfi  ôtcz  aèitf  autant  de  fois  qu'il  eftpoflîbrc,  pré- 
cifcment ,  &  s'il  refte  quelque  chofe ,  foit  ce  rcfte  nommé 
r ,  ôtez  r  autant  de  fois  qu'il  eft  poffible  de  ^ ,  &  s'il  refte 
quelque  chofe  ;,  foit  nommé  ce  (econd*  refte  /  ,•  ôtez  /  de 
r  autant  de  fois  qu'il  eft  poffible ,  &  ainfi  de  fuite  jufqpes 
à  ce  que  vous  ayez  trouvé  un  divifeur  fans  refte ,  ou  que 
vous  fbyez  parvenu  à  l'unité. 

Faites  les  mêmes  divifîons  fur  q  &  fur/ ,  que  vous  avez. 
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fait  fur  a  6c p ,  en  gardant  les  figncs  -+-  & ,  &  fi  vous 

parvenez  à  Tunitc  ,  ce  qui  arrivera  toujours  lorfquc  a  &cp 

feront  premiers  entr'eux ,  fi  Tabfolu  reftant  eft s ,  donc 

X  ==  s  :  mais  fi  Tabfolu  reftant  eft  -+-  /  ^  donc  x  ^=^p — s  y 
Se  toutes  les  valeurs  à  l'infini  font  dans  le  premier  cas. 


s 

f  —  S 

/-t-/ 

i/  — s 

Zp  "¥'  s 

5/  —  -' 

Sf-^s- 

4/  — -f 

4/-+.^ 

f/  — J- 

&c. 

8cc. 

3^  Dans  le  fécond  cas ,  que  fi  Ton  trouve  un  divifcifr 
fans  refte  avant  l'unité ,  multipliez  Tabfolu  /  par  Texpofanc 
de  ce  divifeur  fans  refte;  ajoutez-le  s'il  eft  plus  petit  au 
dividende  prochainement  plus  grand,  &:  faifant  l'addition 
ou  la  fouftraftion  du  produit ,  l'inconnue  fe  détruira ,  Se 
fi  l'abfolu  reftant  n'eft  pas  divifible  par /^  >  le  Problème  efl: 
abfolumcnt  infoluble  cri  nombres  entiers. 

Que  s'il  eft  divifible ,  divifcz  l'abfolu  précèdent  par  le 
nombre  des  racines  du  dernier  divifeur  fans  refte  ,  Se  le 
quotient  fera  la  valeur  de  la  racine  s'il  eft y  ou  fa  dif- 
férence au  dénominateur  s'il  eft  -+-. 

Que  fi  l'abfolu  n'eft  pas  divifible  fans  refte ,  par  le  nom- 
bre des  racines  du  divifeur  fans  refte ,  le  Problème  eft  in- 
foluble. 

Et  fi  on  a  foin  de  rejetter  tous  les  excès  dans  ropératlon  y 
le  nombre  reftant  fera  le  dénominateur  même. 

4^.  Toutes  les  fois  que rf&/  font  nombres  entiers,  le 
Problème  eft  foluble&  infiniment  foluble,  parce  que  par 
la  fouftradion  continuelle ,  on  arrive  à  l'unité ,  Se  toutes 
les  fois  que  a  Scp  ne  peuvent  pas  être  réduits  à  moindres 
termes  avec  a ,  enforte  que  a  Scp  foient  premiers ,  ou  plus- 
fimplcmenf  fi  les  trois  ^ ,  / ,  ^ ,  étant  premiers  entr'eux,, 
4  Scp  font  compofez ,  le  Problême  eft  impoffible.  Ce  qui 
eft  un  des  plus  beaux  Théorèmes  qui  puiflcnt  être  trouver 
en  ce  genre^  xxx  iij 


yjO  AlîALYiE      GENERALE, 

EXEMPLE    I. 

Trouver  deux  nombres  entiers  tels  que  le  premier  étant 
multiplié  par  7  ,  fait  égal  au  fécond  multiplié  par  15, 
(^  encore  plus  zo. 

Soit  le  premier  =  x ,  le  fécond  =j^.  Donc  7  x  2=3 1 3/ 

xo.  Donc  X  ==  l?^^^  le  Problème  eft  indécermi- 

7 
né  &  réduit  aux  termes  de  la  propofîtion. 

Mais  d'autant  que  1 3  &  xo  font  plus  grands  que  7,  je  l'ôtc 

de  ru*n  &:  de  l'autre  autant  de  fois  qu'il  eft  poflible^&  il  me 


refte  à  rendre  en  nombres  entiers  — Z-ttlf  ^  je  pofe  —  6y 
€y  -+.^  ^  doncjr  es  6,&  par  conféqucnt  =: -=r^  '^ 


refte^  — tf  ^ 

j-  ==  1 4  qui  fatisfont. 


l'aurois  pu  trouver  premièrement  x  par  la  même  éga- 
lité, jx  =2i3jr-+.  xo.    Donc  13  y  ==7  a: 10,  te 


7JC  — 20 


«  ^  &  ajoutant  13  a  Tab/blu zo ,  il  fuific 


de  rendre  en  nombres  entiers  — 


13X 

je  pofe  —  j  X  —  7 

f efte  6X-H7 

X 14  ,  &  par  la  règle  x=  14. 

Pour  trouver  tous  les  autres  nombres  qui  donnent  toutes 
les  folutions  poflibles  à  Tinfini ,  il  n'y  a  qu'à  ajouter  7  -4-  tf . 
pour  la  valeur  de  x  continuellement ,  &  13  ^  14  pour  \sl 
valeur  dejr. 

Ainfi  les  valeur  de  x  feront 

^        J 

©        "  o  •  • •  •  14 

7=5 1 3...  ,^7 
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20-4-7===i7....  5 J 
z7-4-7=«34.  ...66 
ÔCC.       ôcc.       .&c. 

EXEMPLE      IL 

Pour  le  premier  cas  ci-defTus. 
Trouver  deux  nombres  tels  ,  que  fi  le  premier  donne  au 


fécond  fa  cinquième  partie  --f-  7  ^&  le  fécond  donne  au 
premier  fa fixiéme  partie  -H  1 3  >  /^-^  deux  nombres  rr- 
fuit  ans  foient  égaux. 

Soient  d'abord  ces  deux  nombres  x  icy.  Donc  ôtanc 
la  cinquième  partie  du  premier  x  -+-  7 ,  il  rcfte  f  x —  7 , 
auquel  ajoutant  la  fixiéme  partie  du  fécond^  -~HI5  y 
c'eft-à^dire  \y  HH  13.  Le  premier  réfultant  eft 
±  X  —7  -HÎj'-H  13. 
c'eft-à-dirc ,  f  x  H-  7/  H-  é. 

De  même  ôtant  du  fécond^  fa  fîxiéme  partie  -4-  1 3  , 
il  refte  ^y 1 3 ,  auquel  ajoutant  j  x  -+-  7.  Le  fécond 

réfultant  7^  H-  7  x: 6  c==»  j  x  Ht-  7/  -♦^  *  j  qui  «^ 

Iç  premier  réfultant. 

Et  multipliant  tout  par  30  pour  ôter  les  fradions  ±  Se 

7 ,  j'ai  cette  égalité  1  ^y  *-*-  6  x 180  =  14  x  -+-  y/ 

180  y  laquelle  étant  ordonnée  donne  toy==i  ^60 

Et  d'autant  que  18  eft  un  nombre  entier  ,  il  fuffit  de 
rendre  en  nombres  entiers  i^ ,  ce  qui  fe  fait  par  le  pre- 
mier cas ,  en  fuppofant  x  c==  10,  ce  qui  donne^  c=s=5  ty, 
&  le  réfultant  eft  1 8  ?• 

x==  ia,,j'==:  zy 

x==3  zo.  .  7«==3  }6 

x==3o..  ^==    45 

x=  40..  j^=   y4 


^91  Analyse    générale, 

X  ==  70 ..  y  ==  8 1       Soie  X  ==  10 
x==a  8o..7===  90     io^==5^o-+-  i8>r 


j^x==  90..^==  59     donne  20^  =3360*4*180 
x==  îoo.  ./=  ipiS  ==54^ 

X  ==  iio ..j  ==  117    je  divife  540 par  10  le quo- 
x==  izo  •  ./=  iz6     ticnc  cû:  vy  ==/. 
Ar==i3o..7=  ijy 
x==i4o../c==  144 

x==  lyo.  .jf==iy3  Etainfîdefuiteàrinfini, 

x=  160  .  .jz=zi6i    où  Ton  trouve  que  dans  le 
AT  ==  170.. y  =  171    dix- huitième  rang  les  deux 
jc==  180  .  .7==  i8p    nombres  font  égaux;  &:  en 
Dans  ce  i8S  rang  les  deux     effet ,  fi  de  180  Ton  ôte  la 
nombres  font  cg^ux.  cinquième  partie  3  6 ,  plus  7 

qui  font  43,  &  qu'on  y  ajoû- 
jte  la  fixiéme  partie  qui  eft  3  o ,  plus  1 3  qui  font  aufli  43 ,  il 
eft  évident  que  le  Problême  eft  réfolu. 

On  aucoit  pu  éviter  les  frayions ,  en  mettant  pour  le 
premier  y  -v,  &  pour  le  fécond  6j ,  ôc  on  auroit  trouve 
10  &  36  ;  fçavoir,  4  pour  x,  &  tf  pour  ^,  furquoi  il  faut 
remarquer  que  xo  &:  17  font  bien  les  plus  petits  nombres 
qui  fatisfont  en  nombres  entiers^  mais  que  toutes  les  opé- 
rations du  Problème  ne  font  pas  néceffairement  en  nom- 
t)res  entiers  ^  comme  dans  ce  cas  les  réfultans  font  1 8 1  ^ 
au  lieu  qu'en  évitant  les  frayions  dans  Fopération ,  on 
évite  aufli  toute  fradion  dans  la  réfblution ,  non  (eule- 
ment  à  l'égard  des  nombres  cherchez  &  principaux  ^  mais 
aufli  à  regard  des  nombres  intervenans  ;  car  ce  (ont  deux 
fens  diflerens  qu'il  faut  bien  remarquer  ,  Tun  demande 
feulement  que  les  nombres  propofez  foient  entiers ,  &c 
l'autre  demande  que  non  feulement  les  nombres  propofez^ 
mais  aufli  les  nombres  réfultans  foient  entiers. 


EXEMPLE 
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EXEMPLE    IIL 

Trouver  deux  nombres  tels  que  le  premier  donnant  au  fécond 
fa,  cinquième  partie ,  ^  lefeeond  donnant  au  premier  fa 
fixiéme  partie  les  deux  r éfult ans  f oient  égaux. 

Ces  deux  nombres  foicnc  x  tcj ,  ou  j  at  &  6y. 
Donc  tf  -+-  1^  =\y  •-*-  T-^-  Et  multipliant  tout  par 
3  o  pour  ôter  les  fraâions ,  on  aura  24  x  -+-  j  y  ==  2  j jr 
-t-  tfx,  &  10  y  z=  i8x  cequi  donne^==i?f.  Donc 
X  =  I  o ,  &cy  ==  9.  C*eft  la  foiution  en  plus  petits  nom- 
bres y  mais  elle  donne  des  firaâions. 

Mais  fi  l'on  prend  ^xÔcéjyOn  aura  cette  égalité  4^ 
H-  j  =  j^  -+-  AT.   Par  conféquent  4^  &==  3  a:  ,  donc 
J  =  ^'^  I  ce  qui  donneur  ==  4,  &^==  3  j  alors  les  nom- 
bres cherchez  font  20==  y  x  4  ==  5  x  &:  3  x  é  ==  3  x 
=s  1 8  qui  fatisfont  pleinement  Se  tous  leurs  multiples. 

EXEMPLE     IV. 
Pour  le  troifiéme  cas. 

Suivant  la  Formule  y  ==  — — ^  la  même  préparation  ,  la 

même  réfolution  &  le  même  Théorème  ont  lieu  comme 
dans  le  premier  cas.  > 

Remarquez,  qu'on  peut  toujours  transformer  ce  troi- 
fiéme cas  dans  le  premier  ,  en  ajoutant  au  numérateur 

-+-  f  ;  ainfi      ~^  fe  change  dans  le  premier  cas  pofitif 

11. — tZIioù/> —  q  eft  toujours  pofitif,  parce  que  par*Ia 

préparation q  eft  fuppofé  plus  petit  que/. 

Or  il  eft  aifé  de  choifir  entre  les  infinitez  de  valeurs  de 
X  que  la  régie  donne  par  fimple  addition  ,  une  de  Tes  va- 
leurs telle  qu'on  en  puifle  ôter  q  tel  qu'il  eft ,  même  avant 
la  préparation ,  fiippofé  que/ (bit  plus  grand  que  q. 
Analyfe.  yyy 


'•a 

<<-• 


^P4  Analyse    générale, 

far  exemple.  Soit  régalitc  propofte^  s=3 Tr~'> 

la  préparation  me  donne  i  x  ==  — j: —  &  z,  t==  6. 
Oferahon  ^\^_^ 


ZZ,r^  I 
102.-4-^ 

z,  —  6 

Or ,  je  ne  puis  pas  prendre  z^s=m6  pour  x ,  à  caufc  que 
divifant  y6o  par  yo  ,  la  valeur  de  x  eft  plus  grande  1 1  j, 
c'eft  pourquoi  j'ajoute  1 3  à  é ,  qui  me  donne  1 9  pour  fé- 
conde valeur  qui  eft  la  première  en  cas  de  x  qui  fatisfait. 

Car  50  xip y^o==9yo y^oc=  390 qui  eft 

divifible  par  1 3 ,  dont  le  quotient  eft  30  valeur  de/. 

Exemples  des  Prohlêmes  impojjibles  dans  le  fécond  cas, 
Premier  Exemple.  Soit  régalitc/  ==  — — -. 


Demonfiration.  Si  8/  -H  7  eft  divifible  par  10,  d'au- 
tant que  10  Teft  auffi,leur  différence  tjf 7  Je/èra  au/ïî, 

ce  qui  eft  évident.  Par  conféqucnt  fon  quadruple  %y 
28. 

Or  8/  -t-  7  par  l'hypotéfe  eft  divifible  par  10.  donc 
leur  différence  i^c&,  aufG  divifible  par  ip ,  ce  qui  eft  ab- 
furcfe. 

x«.  ExemfU.  x  = 

^  ,     ,  de  ixj 

operauon.   .^^^    ^^ 


\% 


différ.  4/ 9. 

multiple.  8/—  18,  ou  8/ 6 ,  oc  qu'il  faut 

gy         ^'  remarquer 

1  y     qui  n'eft  pas  divifible  par  1 1. 
Remarque.  On  peut  &  on  doit  toujours ,  pour  abréger , 
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fur-tout  dans  les  grands  nojmbrcs ,  diminuer  tous  les  nom- 
bres qui  furpafTent  le  dénominateur,  àinfi  on  doit  mettre 
8/ 6  au  lieu  de  87—^1 8. 

3^  Exemfle.  x=:"^^^  ^  , 


Opération,     i  %y  -+-  3  y 

36^^  -t-ioj,  ou  •+-  2J 


47 2.y. 

1^7 ?? 

70     qui  n'eft  pas  divifîble  par  40.  Ainfi  le 
Problême  cft  impoflible. 

SECTION    SECONDE. 

Des  Problèmes  plus  qii inâétermine^n 

SI  le  Problème  eft  plus  qu'indéterminé jceft-à-dire, 
s'il  y  a  plus  d'une  inconnue  outre  le  nombre  des 
cgalitez ,  alors  le  Problême  qui  étant  fimplement  déter- 
miné feroit  infoluble ,  pourra  avoir  une  ,  ou  plufieurs  fo- 
Jutions. 


éiX 


Par  Exemple.  Soit  Tégalicc  y  =  — ^— où  il  y  a  trois 

inconnues  dans  une  feule  égalité ,  qui  eft  par  conféquent 
plus  qu'indéterminé ,  pour  avoir  toutes  les  folutions  pof^ 
fîbles ,  ayant  réduit  a  icfOi  leur  moindre  dénomination^ 
{  &  s'ils  font  premiers*  entre  eux  ,  il  n*y  a  qu'à  prendre 
pour  Zr  tel  nombre  qu'on  voudra  )  mais  s'ils  font  com- 
pofez  ,  on  peut  prendre  tous  les  nombres  multiples  de 
leur  commune  mefure. 

Amfi ,  par  exemple.  Soit ,  i  .7  »=  '  ,  %^. —  > 

d'autant  que  1 3  &:  13  font  des  nombres  premiers,  on  peut 
prendre  pour  &  tel  nombre  qu'on  voudra  ^  par  exemple, 
I.  %.  3.  &c.  yyyij 


^$6  Analyse  cekerale, 

en  prenant  2»  s=3  i...z.i=i     i..,<&a=s    j       z^x 

onaura«vs=«  7, .,x£=«    i4...Ar:=5  2i       13X-4-  i 

Xe=3  30...Xs=:     37.  .  .X=5  44difF.IÔJC —    I 

;if6=i  y3...Ar=   6o...x=3^7 

Xî=i  j6...  xt=   85 

Xï=;  ^j...xs=iotf 


^  on  aura 

Z3X 

13X-I- 

2 

lox 

1 

}X^-. 

4 

9x^ 

12 

3XH 

h  i 

PXH 

h  tf 

X  — 

-  7 

x^x 

IJX- 

♦-5 

lOX- 

-3 

3X-4- tf 
5>  jf-»-i8 

X — 14 

d*où  il  efl:  évident  félon  les  différentes  valeurs  de  z.  ^ 
qu'on  peut  prendre  pour  x  tous  les  multiples  de  7  ;  fça- 
voir  14,  21,  28, 35,  &c.  &  tous  les  compofez  de  ces 
multiples  -f-  23,  ainfi  la 'ptogreflion  fcroit  7.  14.  21. 
28.  35.  42.49.  ytf.  63.  &c. 
30.  37.  44.  yi.  y8.  6y,  &:c. 

Mais  foit  fuppofé ==J'  »  d'autant  qac  34  8c 

5 1  font  des  nombres  compofez ,  toutes  les  valeurs  de  z, 
ne  peuvent  pas  être  prifes  à  difcrétion ,  mais  feulement 
la  commtine  mefure  de  34  &  yi.  &:  fes  multiples. 

C'eft-à-dire  que  la  moindre  valeur  dez-  eft  17  ,  puis 
34  >  ^1^6%.  &:c.  ce  que  je  prouv<^  par  Topération  même. 


Soit —  par  rcduaion  — — 

3  AT  &:x=:l 

.  Xs=  2 


1.  X  =  5  &  à  tous  les  nombres  à 

X I  rinfini 

mais  les  valeurs  de  z,  correfpondantes  (ont  17.  34.  yi. 
€%.  &c. 


è 
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mais  pofons  3  4^ -H  lo   Topcration         yi  x 


S97 


Ji 


donne  3±lZli! 

Ijx lO 

34X ZO 


qui  n'cft  pas  ^^ 

divifiblc  par  yi. 
Or  il  éft  aifé  de  démontrer ,  qUe  quelque  nombre  que 
je  mette  au-defTous  de  17  ^  d'autant  que  le  dernier  abfola 
rcfultant  eft  triple  du  fuppofc  ,  le  triple  d'au^cun  nombcc 
au-deiTous  de  17  n*eft  divifible  par  yi,  puifque  ji  eftie 
triple  de  17,  &  c'eft  de-là  que  je  tire  la  démonftration 
du  Tliéorcme  ci-defTus. 

">      Mais  foit  —  j'opcre  deffus  tout  de  même  &  les 

valeurs  de  ^irfont  i.  x.  3.  4.  y.  8cc.  celles  de  x  font  lo. 
ZO.  50.  &c.  &:  celles de^  font  6.  ix.  18.  14.  &c. 

13  AT  -4-     8  z. 


I  o  X 8  zi 


3  X  —h-  i^;& 
9  X  -I-  48  Jt; 


J4  Jif  ■+  8  * 


X  — ^  io;& 


Soit  enfin ^ je  cherche  la  plus  grande  com- 
mune mefure  de  34  &  de  y  i ,  qui  eft  17 ,  &  je  cherche  à 
8  &  17  le  plus  petit  produit  divifible ,  &  d'autant  qu'ils 
font  premiers  ,  je  prends  z,  ==  17,  &  8  ^  ==  8  x  17  , 

ainfi  la  plus  petite  égalité  eft ou  — - — ,  donc 

la  valeur  de  x  eft  8.  1 6.  Z4.  &c. 


/ 


19%  Analyse    générale, 

.^atriéme  cas  four  la  formule  j^  == 


ax 


P 


Il  n'y  a  jamais  qu'un  certain  nombre  de  folucions  dans 
ce  quatrième  cas ,  au  lieu  que  les  trois  autres  en  ont  une 


100— 7  X 


infinité.  Soit  régalitéjr  = — .  i®.  on  peut  le  ré- 


duire au  fécond  cas  ^ ajoutant -i-  13  x  au  numérateur, 
ce  qui  donne —  i  enluite  otant  13  de  zoo  autant 

de  fois  qu'il  eft  poffible ,  il  refte  — ^ — ^ 

Or  divifant  d'abord  200  par  7  x  on  trouve  que  la  va^ 
leur  de  x  eft  au-deffous  de  15 ,  &  en  ré-     1 3  x 


fondant  l'égalité  — — ,  on  trouve  pour  6  x  -f-    y 

la  plus  petite  valeur  de  x ,  10  qui  fatisfait^  ^^^  -t-  10 

car  loo 7Xio^==:i5oquieftdivifiblc  x 10 

par  1 3 


Les  autres  valeurs  de  x  font  23.3^,  49.  &c.  mais  d'au- 
tant qu'elles  font  plus  grandes  que  rp  ,  terme  de  la  va- 
leur ,  au-deÛus  de  laquelle  x  ne  peut  pas  aller ,  elles  font 
inutiles. 

Autre  Exemple.  Soïi  y  =^ .  Je  divife  d'a- 
bord 2873  par  23  pour  avoir  la  limite  au^deflbus  ,  &  je 
trouve  i2y. 

£nfuite  j'ajoute  41  x  à 23  x ,  &  il  mé  refte  -+- 1  Sx*, 

je.  divife  2873  par  41 ,  &:  il  me  refte  3. 

Ainfî  j'ai  Tégalité  transformée  ■  ^^    ,  j'opère  ainfi. 


I 
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41  X 
iSatH 

-    5 

i6  X  H 

H     6 

-  6 

-  18 

zx  — 

-  ti 

-  2-7 

xH-  48 

réduit  à        x  -H    7  ou  at  —  34. 

Cette  opération  me  donne  x=  54  quifatisfaic  ,  j'y 

ajoute  41  qui  donne  une  féconde  valeur  de  x  =  j^  ^ 

&:  une  troifiéme  x  ==a  1 1  tf  ,qui  fatisfonc  toutes  trois ,  les 

autres  valeurs  ne  fatisfonc  pas  ,  parce  qu'elles  furpafïenc 


SECTION   TROISIFME. 

Des  doubles  égalité^,  du  premier  degré. 

LEs  doubles  égalitez  fe  peuvent  toutes  réduire  à  Tune 
des  deux  formules  fuivantes  ,  après  avoir  réduit  à 
même  dénomination  pour  connoître  fi  le  Problême  eft 
impoflîble,  pour  ne  pas  calculer  inutilement,  il  faut  ré- 
duire les  trois  grandeurs  4 ,  ^  ,^,  à  leurs  moindres  termes 
&:  fi  les  deux  grandeurs  ^  6c  al  ne  font  pas  divifibles  par 
leur  plus  grande  commune  mefure ,  le  Problème  eft  im- 
poflîble* 

Ijl  ^  AT  ■+   y 

Formuks  y  «= ^^ 

,      -+-^x-+  d 


Si  le  Problême  eft  fimplement  indéterminé  ,•  c'eil-à- 
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dire  qu'il  y  ait  trois  inconnues  &  deux  égalitcz  du  pre- 
mier degri  ,  on  pourra  toujours  après  les  fubftitutions 
faites  les  réduire  aux  formules  ci-dèflus  ,  &  fi  les  dé- 
nominateurs font  différens ,  il  n'y  a  qu'à  les  multiplier 
en  croix ,  Se  réduire  à  moindres  termes  par  rapport  au 
dénominateur  commun, comme  dans  l'exemple  ci-def- 

fus  ^^^=^]!tl±±Uz.=  '^'"^'-  ,  après  q«oi  il  faut 

fouftraire  continuellement  les  numérateurs  l'un  de  l'autre, 
ou  divifer  quand  il  eft  befoin ,  jufqu'à  ce  que  vous  foyez 
parvenu  à  l'unité  ,  ou  à  un  diyifeur  commun  ,  &  que 
l'inconnue  foit  évanouie. 

Divifez  enfuite  cet  abfolu  par  le  dénominateur  ,  & 
s'il  ne  le  divife  pas  fans  refte ,  le  Problème  eft  infoluble 
en  nombres  entiers ,  que  s'il  eft  divifible ,  le  nombre  ab- 
folu accompagnant  l'inconnue  à  l'unité  ,  fera  la  valeur 
cherchée  s'il  eft  — •  ou  fa  différence  au  déno^ninateuc 
s'il  eft  -+r*      ..  ,    ,   .  ^      .    . 

Exemple  i"."  Soit  le  Problème  ci-dèflus  7  ==  — ^j 

•, ^  igx-Hi8  ^^  jçj  tcfoudta  comme ci-dcfl!us. 

Exemple  iA.  Soit  la  double  égalité. 

Iî£2I=ilIZ./^j38car-^^î58. 

X  =  ^2^ir=^.y>  ^^  car  ^*  >  ^^.  Je  rends 
tout  pofitif ,  ajoutant  à  la  première  fradion  145  y  ce  qui 
la  transforme  en  Zi^^Z^  ,  enfuite  ajoutante  la  deu- 
xième un  nombre  multiple  de  lyi  prochainement  plus 
grand  que  18771^,  cequifeiwuvcendmfant  18771^, 
par  Ml ,  où  fans  avoir  égard  au  quotient,  je  vois  ^uil 
refte  35  -,  c'eft  pourquoi  je  transforme  la  deuxième  éga- 
lité en  celle-ci  '-i^^gr^ ,  i'^tc  enfuite  de  75  507  »«- 


tant 
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tant  de  fois  143  ,  qu'il  cft  poffiblc ,  il  œc  rcfte  ■         '^ 

&  faifant  la  même  chofe  fur       ^ — ^  par  151^  j'ai  la 


deuxième  transformée  — jr^^ — . 

Enfin  je  réduis  à  même  dénomination-——^,  & 

151        '^<^  q«^  "^^  ^;>»^^        îÏÏpTT/*^  ,      2IJP3 ^ 

pour  dernière  préparation ,  après  quoi  je  fais  Topératien 


906J!  Hh-  7096 


X     IX 


I4I9X 


gyiyx 


dont  j'ôte  ~î^  autant  de  fois  qu'il  eft  poffiblc ,  6c  ici 
il  reftc  64779 


21393     il  refte  donc  20373  ,  dont  la  diâTé 
à  21593  efl;  iixo. 

iiio.  aînfide  11154^^-+-  4719 

""7 — T fôte       108727 1220 

282J'Hh     5939  ^  0/    y 

X  3  il  refte       2827  -+-  ^9^9 


84^^+17817  ,  '7^;7 

607-1309S  7J^ 

240  j^—  52392 


427 

Remarquez ,  qu'on  peut  aifémentcomme  ci-defTus  ré- 
duire tous  les  cas  à  un  feul ,  en  ajoutant  comme  il  eft 
expliqué  le  dénominateur  multiplié  par  l'inconnue  au  nu^ 
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mératcur,^=»= — -i — ,  &  en  divifanc  Tabfolu  par  fin- 

t 

connue  y  vous  aurez  les  limites  au-deflus  &  au-defTous 

defquelles  doit  être  la  valeur  défirée. 


SECTION    QJJATRIE'ME. 

Des  doubles  égaliteT^plus  qu  indéterminées. 

NOus  avons  vu  ci-defTus  que  pour  les  égalités  (înt- 
pies  indéterminées ,  il  n'y  avoir  qu'une  condition 
qui  les  rendoit  impoflfibles  v  mais  pour  les  deux  égalités 
femblablement  indéterminés  ,  il  y  en  a  deux  ^  de  forte 
qu'en  général  il  y  a  la  moitié  moins  de  Problêmes  Ço-- 
lubies  en  nombres  entiers  dans  les  doubles  égalitez  que 
dans  les  ûmples ,  &  la  raifon  en  eft  bien  claire ,  car  il  eft 
deux  fois  plus  difficile  de  (atisfaire  à  deux  conditions  que 
de  ne  fatis  faire  qu'à  une  fculc. 


Par  exemple ,  dans  l'égalité  firople  x  =* — -^ —  ,  il 

n'y  a  qu'à  trouver  j' tel  qu'étant  multiplié  par  19  >  &  fon 
produit  augmente  de  1 8  ,  la  fomœc  foit  divifiÛe  pM 
x6. 

Mais  dans  la  double  égalité  x  =  — 7^^ — 

CL     Z,  s==: ^ 

il  faut  de  plus  que  le  mcmej'  multiplie  par  17  ,  &  Cotk 
produit  étant  augmenté  de  1 1,  la  fommefoit  cncoredi- 
vifible  par  x6. 

Or  de  tous  les  nombres  qui  peuvent  fervir  au  pre- 
flaier^as,  &de  tous  ceux  qui  peuvent  fervir  au  fécond, 
i^  n'y  en  a  que  quelques-uns  de  communs  à  tous  les  deux. 
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&  il  peue  arriver  qu'il  n'y  en  ait  poinc  du  tout  de  com- 
muns. 


Ainfî  cherchant ,  par  exemple  >  x 


tpy  -f  18 


%6 


^6y  19/-Hlo^l7Jr     .     ,     ^^^ 


7  y  — 10         *      _,  7  y  —  ï8 

18^ — -14       %6o  */•— io 

4^- 14 


iJJ'-t-^o 


6  y  ^il 


J'=»4^-«-/  =  47 
J'  =  72'--J'==7i 
J 


6%9 


9^"'J'^==99  1, 

45 


Or  il  eft  cridencqu'il  n'y  a  aucune  valeur  commune^ 
&  même  d'autant  que  toutes  les  valeurs  fe  font  égale- 
ment par  l'addition  »  â  la.  première  valeur  ne  £e  trouve 
pas  égale ,  toutes  les  autres  feront  inégales  ;  il  n'cft  donc 
pas  néceflaire  de  fairg  aucune  -réduction  à  même  déno- 
mination ,  fi  Ton  ne  veut  ;  mais  on  peut  (eparcment  trou» 
ver  les  racines ,  &  fi  leurs  racines  font  les  mêmes ,  ott 
leur  difFéccnce  eft  égale  à  celle  des  dénominateurs 
réciproquement ,  ou  telle  qu'en  ajoutant  un  certain  nom- 
bre de  fois  le  dénominateur  de  Tun  à  Tune ,  &  un  autre 
nombre  de  fois  l'autre  dénominateur  à  l'autre,  lafomme 
foit  égale,  le  Problême  eft  folubIe,&  on  trouvera  toutes 
les  valeurs  poflibles ,  en  ajoutant  continuellement  à  la 
plus  petite  valeur  trouvée ,  le  plus  petit  nombre  mefurc 
par  les  dénominateurs* 


z,zz»  ij 


^94 


Analyse    gbicbrale^ 

47  ^  •+-  y^ 


Tat  Exemple.  Soit  z 


67 


^  = 


41  x* 


^n 


•  2^5> 


i^.  Il  faut  réduire  le  dénominateur  à  fon  plus  petit 


nombre  premier ,  comme  fi  j'avois  — 7;^;^ — ,  j'ccrirois  fîm- 
plcmcnt 


6c>jff-+-i7 


lis 


-     ,  parce  que  fi  un  nombre  ctt  divifiblc 

P^*"  3  3  J  >  il  fera  auffi  dîvifible  par  ^7. 
J'opère  ainfi.    x  ==?  713. 
6jx 

4ix-4-in 


m. 

zox 
40  X 


HZ 


7^ 

ZI  X 

xox 


168 

yo4 


560 
Z4 


1 '^  valeur  de  X 
z^  valeur       x 


^7 


4J 
"5 


1^^. 

X99X-4- 

17 

41X  -4- 

•ZJ} 

X94X-+ 

.1771 

5^ 

•  I77I 

40  X — 

-141^» 

'          lAf-f 

-  14411 

4^-+ 

-  z8S4i 

1045 
199S7 1  tftf. 


50^13   I    IO£ 


15^ 


30613 


Or 


valeurs  de  la  i'^.  x. 


valeurs  de  la  £«.  x. 


43 
43 


43 
43 
43 
43 


67. 
zx  67 

3x67 
4x67 

5x^7 


43 

119 

Z44 

311 
378 

44  y 
S7i^ 


Z99 
ZX199 


414 

713*  Talent 
comnin» 
ae«ii£t- 
nsnut. 


LiVRB      TlLOisiB'Ml.  goS 

Donc  en  multipliant  299  par  z ,  &  ajoutant  le  produit  à 
1 1 ,  on  aura  le  nombre  cherché. 

On  auroit  DÛ  trouver  la  valeur  commune  fans  in- 
clusion y  en  faîfant  45  -+-  6j  x  ï=:  1 1  y  Hh-  199 J^ 


Donc  ;c  =  î22ZltIîlz:ii.  ,, 


•i  >i 


62  j'  -+ 10 


Pour  avoir  toutes  les  valeurs  poilibles*       %^y — ^o 
715  ■+-  «77  i  713  •+-  ^99^  jJ»îc^J^ 

mune. 

D*autant  que  6j  &  ^99  font  premiers  entr*eux ,  il  cft 
évident  que  le  plus  petit  nombre  où  ils  peuvent  fe  ren- 
contrer cft  le  produit  de  6jy.  199 ^  augmenté  de  713. 
Ainfi  la  deuxième  valeur  de  x  cft  7  i  5  -+-  6j  x  297 

==  2074^. 

La  troifiéme  valeur  cft  715  -+-  *^^  x  xp^  ==34077^^ 
&c. 

La  quatrième  cft  71 3  -f-  i^^  x  2?^  &c.  &  ainû  der 
fuite  à  rinfini. 
67  870 

^99  I4y 

«MB^ta—k.*.  ■ 

605  IOI5 

«05. 

134 


2003} 
715 
4005^ 

jiufre  Exemple.  Soit  la  double  égalité  plus  que  déter^ 
minée.   }Zf±Jl  ^=^  z,  ^  U  liJL±l2  ^==^  u. 


aoé  AkALVSS    GlKËRALl, 

Donc  JLZZ2ÎL  Si  àll  /^ï^-'' 

Or  d'autant  que  )  ;  &  1.9  font  premiers        ^.        ^^"V 
entr'cux.  Soit^  3=s  19. la  plu*  petite  va».      ^^ jj 

leur.  Pçnc  i^Ull 


ip  -1-  iSJ 

ou  iltil?'  s«=  OT. 

Et  d'autant  que  jt  peut  être  19  pour  fa  plus  petite  va- 
leur ,  6s  pofant    8>'  -4-  17  Jf 


2,  y  -+-  1 5  X 

J' II  X 


35* 

généralement  continuci  la  fouftraâiion  jufqu*à  b  plus 
grande  comimine  mcfure-ir ouvéc,  &  dîvîfez  rabfolu  par 

cccce  commune  mcfure,  Icquociencfic'eft fera  Ja  plus 

petite  valeur  poffible  en  nombres  etitkets.  >  &  c'cft  -H  fa 
différence  au  dénominateur  ;  mais  fi  la  dlvifion  ne  peut 
pas  fc  faire  en  entiers ,  le  Problème  cft  infoluble. 

Exemple.  Soit  fîflltliî,  on  trouve  irx 3«^divU 

fant  3^ par  ii,  le  quotient  3  ==Ar. 

Ou  plus  facilement.  Trouvez  féparémentja  valeur  de 
chaque  membre  de  la  double  égalité  &  formez  cnfuita- 
une  égalité  fîmple. 

Exemple.  Soit  l'égalité  double  i  y  at 10  ==  z8/  Se 

Je  cherche  x  par  la  première  égalité  comme  U  fuit,  & 
enfuite  par  la  deuxième  égalité. 


LlT'HB  THOISIE' MB*  ^07 

Valeur  de  x 
Tar  la  première  égalité*  Par  la  féconde  égalité 

1%  X  19X 


13  X  -H  10  ^x  -+-  9 

XX io,  ou-f-  g  i^A'-f-  3^,  on  Hh  17 


X 'lOsrss'O  donc  X  5=:   iz. 

donc  X  ===  10. 

Les  deuK  Valeunr  de  x  font  le^  a:  ii.  ^c  fofe  donc 

10  -4-  à8/=:  iz  -4-  i^/^.  Donc  /8=acl£!l 


19^ 


9  41 Z 

i8iy 4 

i»  -4-  tf  ==3 18.    Donc  tê^  r=:sssx  %!,  ^  laquelle  valet» 

ctanc  fubftituée  dans  l'égalité  iz  -H  19^9  on  aura  430^ 
e=.x.  Valeur  cherchée  la  plus  petite  qu'il  foie  poifiblc^ 
Pour  avoir  toutes  les  autres  râleurs  >  on  n'a  qu'à  ajou- 
ter à  430  le  produit  de  z8  x  i^r,  c'efl.  5.3^^$  ainiiladeuxié-' 
me  valeur  eft  961.  La  troiûéme  1494.  îc  alnû  à  Tinfintr 


^MM«i«M«*M^M«BMM«ita«*i^iBB^BMB»^k*Bafcatai«^i«hM«^^I^AMa^^^aM^iMa^HMdMa*Mtarf^ 


SECTION   CINCtyiFM& 

Des  triples  &  quadruples  égalitez^^  OMtres 

k  î infini, 

i^.^'^Herche^  fcparcment  Iwvaleurs  dH a  première  & 
V^  de  la  féconde  ,  &  formez-en  une  égalité  rcfuU 
tante  ,  qui  donnera  les  valeurs  communes ,  s*il  eil  poffibler 
pour  les  deux  égalitez  comme  ci-deflu^c 


^o8:  A  N.  A  LYS*    GENERAL  E, 

2.^.  Cherchez  enfuite  la  valeur  de  la  croifiéme  égalité 
&  formeZ'Cn  une  quatrième  avec  l'égalité  réfultante ,  te 
elle  donner^  toutes  les  valeurs  poffibles  qui  fatisferonc 
aux  trois  égalitez  propofées ,  ainfi  de  fuite  s'il  y  a  quatre , 
cinq  ,  icc.  ou  plufîeuts  égalitez. 

Remarquez,  que  lorfque  toutes  les  égalitez  ou  plufieurs, 
ont  chacune  le  même  dénominateur,lc  Problème  cft  beau- 
coup plus  aife  y  6c  qu'on  en  découvre  plus  facilement 
rimpoflibilité. 


SECTION    SIXIEME 

Des  éga^litCT^  oà  C inconnue  efi  dans  le  dénominateur. 


Exemple.  Soitj'==  ^7^77^-,  donc  té  <ï  IJ3* 
Si/==:I..-/  114=117 

51/  =  ^ 474==  yy---  y^4==j7impoffible. 

S\y=  ?  —  :%9a=n%i...  38 4==: 75 

Donc  iyo5  eft  divifible  par  94 18. 

X  — l-  9 z,  ===  i  y 3  —  iZz,. 

i7«,  =  iyi 18. 

Donc94;ç,«=:iyo3 -t-' 18  z;. 

Ccftrà-dire  qu'ajoutant  à  1503  un  multiple  de  jS  ,  la 

fommc  doit  être  divifiblc  par  9. 

Ôr  ici,  d'autant  que  18  fe  trouve  divifiblelui-tocme, 
il  faut  quel  y  03  le  foit  par  lui-même. 
Donc  a  =  1 69. 

Preuve.    7 a  ==  1185 

in 


•  •  •  • 


^a  ==3  ijii 

18 


m^mm 


IJO5 


XX 


Livre    troisi e'm b.  ^09 

-       ==j^elt  impofliblc,  parce  que  quelque  nombre 

que  je  prenne  pour / ,  y^tera  rerminé par  y  ou  par  o  :  fî 
c'cft  par  y, donc  x jf  -+-  z  =  rf,  cft  un  nombre  terminé  par 
f .  Donc  ôtanc  z  de  parc  &  d'autre  xx = a ,  fera  un  nom- 
bre terminé  par  3  ,  ce  quicft  impoffible.  Si  y  7  eft  terminé 
par  •,  de  même  xx  t=  4  fera  un  nombre  terminé  par  8,cc 

qui  eft  auffi  impo^ble.  De  même  ïilti  =  «      car  il 

S 

refte  z  ou  7. 


Or  9  tf  .{-  1 8  eft  divifible  &  fon  multiple  auflî  par 
IZ4}  fçavoir,  111^4  -i-  tt^z  =  ""*,  à  peu  près  ou 

plus  grand.  Donc  44  h-  1132  &  fon  multiple  par 


41  IlIXi» 


4 


Soit 


P4--H8 


Si7=i,  Donczir==^84 

Soit  7^^909 

Donc  par  transformation  z  à  »H  5  i&==s:909— 8  ^ 
Donc    17 2,  ==5  8^^  Si^  =5 1. 

'7 


X^B=3  ^09 ^ 

Si^ŒX 


,.,+8^=7.+,o,      "sî;ii'°""'* 


pop — 8jf 


i4^l8  4e=ïpO^ 14 

poi— 8ic  ^/     f  Si^==  8,  &;&=37 

9*-+:»    transformée  14-1-^3  4  «=3909—64 

7^.4.pof  0UP07 — ytf  —  8. 

^^     P4^»  5y4t=84f 

4==  13. 

Anàlyfc.  Maé 
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901 


donc  8  X  -H  y  ==    ^■^^. 

Il  faut  prendre  garde  exademenc ,  que  les  multiples 
peuvent  être  diyiiibles  fans  que  le  fimple  le  foir. 

REMARQ.UE    GE'NFRALE^ 
Sur  les  Froblemes  flus  que  déterminez,. 

Les  Problèmes  plus  que  déterminez  ibnt  ceux  où  il  y  a 
plus  d'équations  formées  fur  les  conditions  du  Problême 
qu'il  n*y  a  de  lettres  ou  de  grandeurs  inconnues  j  de  forte 
que  la  même  grandeur  inconnue  fe  trouve  feule  ^  mais 
avec  d^autres  grandeurs  connues  dans  deux  bu  pluficurs 
équations  difxerentes  où  elle  fe  trouve  élevée  ^  ou  au 
même  degré  ou  à  des  degrez  différens. 

Comme  nous  avons  eu  befoin  de  réfoudre  c^  fortes  de 
Problêmes  dans  la  Méthode  d'approximation  pour  trou- 
ver une  valeur  rationelle  de  x  en  comparant  les  deux 
fommes  alternatives  \  on  ^cnt  voir  ce  que  nous  avons  dit 
fur  ce  fujet  dans  la  première  Scfltiou  du  (ëcond  Livre, 
depuis  la  page  3  3  4  jufqu'à  la  page3  94,  &:  fur-tout  dans  le 
Théorème  fondamental  page  345. 

Nous  avons  donné  deux  Méthodes  &  nous  les  avons 
appliqué  au  même  exemple ,  ce  qui  fuffit^  mais  nous  avons 
ajouté  ici  ce  titre  pour  ne  rien  oublier  des  trois  elpcces 
des  Problèmes. 

C  O  N  C  L  U  S  I  O  R 

Nous  avons  donné  dans  cette  Analyfo  la  réfohitioû  ctt 
nombres  entiers  de  tous  les  Problêmes  de  tous  les  genres  & 
de  tom  les  degrez  dans  les  cas  où  cela  eft  poiïible. 

Et  dans  les  cas  où  cela  n'eft  pas  poffible  par  la  nature 
de  la  chofe  ,  comme  il  arrive  dans  les  Problêmes  déter- 
minez qui  fe  réduifcnt  à  des  équations  dont  les  racines 


Livre    troisxe'me  6vï 

font  irrationelles  »  lefquellcs  ne  peuvent  s'exprimer  exac* 
cément  par  aucun  nombre  y  mais  feulement  par  deux  nom- 
bres confécutifs  approchez  l'un  par  excès  Se  l'autre  par 
défaut  y  nous  avons  donné  trois  Méthodes  faciles  pour 
trouver  les  fériés  infinies  les  plus  promptes  Sz  les  plus  con- 
Vergetites  qui  (oient  pofGbles  ,  dont  chacun  des  termes 
finis  donnent  cette  approximation  la  plus  approchée,  Se 
la  plus  approchée  à  Tinfini  avec  la  moindre  différence 
poflible  ^  &:  rinfinitiéme  terme  foitde  la  férié  par  excès , 
foit  de  la  férié  par  défaut  donneroit  exaAement  la  racino 
défirée  ;  s'il  étoit  poffible  de  l'exprimer  en  nombre  quel- 
conque. 

Car  tous  les  Problêmes  en  général  de  coqs  les  degrez  \ 
l'infini  fe  réduifenc  à  quatre  genres ,  qui  fooc  déter minez, 
plus  que  déterminez  ,  indéterminez  ,  plus  qu'indétcr- 
minez. 

io.  Les  Problênies  déterminez  que  l'on  nomme  aufii 
les  Equations  ;  ce  font  les  Problêmes  oà  il  n'y  a  qu'une 
£euLe  inconnue  Se  une  feule  folution  dans  le  [premier  de« 

S  ré  y  deux  folutionsdans  le  fécond  degré  y  trois  folutions 
ans  le  troifi.éme  degré  ;  c'efl:-à->dire  que  ces  Problâmes 
ont  un  nombre  déterminé  de  folotions  égal  à  l'expofant 
de  la  haute  puifTance  de  l'inconnue  8c  jamais  davantage^ 

Or  nous  avons  réfolu  tous  ces  Problêmes  dans  les 
deux  premiers  livres  de  cette  Analyfe  dans  cous  les  caS| 
poifque  nous  avons  donné  pluûeurs  Méthodes  dans  le 
premier  livre  pour  réfoudre  les  Problêmes  déterminez  y 
ou  les  équations  de  tous  les  degrez  à  l'infini  ^  dans  le 
premier  cas  où  les  racines  font  rationelles  ,  foit  réelles 
foit  imaginaires. 

Le  fécond  cas  eft  celui  ou  les  racines  font  irratio- 
nelles ,  foit  réelles  ,  foit  imaginaires  y  c'efl  te  fujet  du 
livre  fécond  qui  contient  trois  Méthodes  pour  trouver 
ces  racines  irrationelles. 

Le   troifiéme  livre  donne  dans  les  trois  premières 

aaaa  ij 


éii  Analyse    cekekale, 

ieâions  la  réfolution  des  Problêmes  indétermlnez  qui 
fonc  le  croifiéme  genre  des  Problêmes ,  ce  font  ceax  qui 
onc  une  infinité  de  réfolucions  poffibles. 

30.  La  quatrième  Seâion  du  troifiéme  livre  donne  la 
réfolution  des  Problêmes  plus  qu'indéter minez ,  qui  fonc 
le  quatrième  genre  des  Problêmes  ;  les  Problêmes  plus 
qu'indécerminez  font  ceux  qui  fe  réduifent  à  plufieurs 
égalitez  y  dans  lefquelles  il  n'y  a  qu'une  condition  qui  les 
rend  impoflibles  $  mais  au  contraire  les  Problêmes  plus 
qu'indéterminez  ,  fe  rédui(ent  à  des  égalitez  où  il  y  a 
deux  conditions  renfermées  qui  les  rendent  impoffibles, 
&c  cependant  il  y  a  une  infinité  de  folutions  poflibJes 
dans  ces  deux  genres  de  Problêmes  ^  &  c'eft  en  cela  qu'ils 
font  indéterminez. 

40.  Les  Problêmes  plus  que  déterminez  qui  font  le  fé- 
cond genre  des  Problêmes  font  ceux^  dont  le  nombre  des 
folutians  eft  non-feulement  déterminé ,  en  quoi  ils  con- 
viennent avec  le  premier  genre  de  Problêmes  ;  mais  outre 
cela  ils  renferment  une  condition  qui  reftraint  le  nom- 
bre des  folutions  à  une  feule ,  rendant  les  autres  impof- 
fibles,  dont  le  nombre  égaleroit  l'expo/ànc  de  ia  Jhaure 
puiâance  de  l'inconnue ,  fans  cette  nouvelle  condition  , 
qui  change  leur  nature ,  &c  qui  d'un  Problême  détermi- 
né, fait  un  Problème  plus  que  déterminé  &  le  reftrainc 
à  une  folution  unique» 

Comme  nous  avons  expliqué  fort  en  détail  ce  qui  con* 
cerne  ce  fécond  genre  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  nous 
BOUS  contentons  d'une  feule  remarque  générale  fur  la  fin, 
page  ^10,  pour  avertir  les  endroits  où  ce  détail  eft  ex- 
pliqué. 

Ainfi  cette  Analyfe  générale  contient  des  Méthodes 
pour  réfoudre  tous  les  quatre  genres  de  Problêmes ,  ce 
qui  comprend  tous  les  Problêmes  poffibles ,  &C  c'eft  tout 
lauc  ce  qu'on  peut  défîrer  fur  ce  fujet.. 

FIN. 
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Trois  moïens  différons  pour  abréger  W  confiru&ion^  des 
Tables ,  é*  fi  firvir  pour  les  grands  nombres  des  petites 
Tables  comme  des  plus  grandes.  y  i 

Quatrième  moïen  en  réduifiuu  r Equation  a  fes  moi$ulres 
termes.  Ce  qui  rend  fa  réfolution  plus  facile.  Cefi  une 
préparation  nécejfaire.  y  8 

^5  Tables  pour  la  réfolution  des  Equasions  ^  du  %^.  duj^. 
dr  du  ^^.  degré. pag,  61  jufqa'à k pag.  ii o 

L'  A  N  A  L  Y  S  E     G  F  N  E'  R  A  L  E, 

ou  les  Régies  Générales  de  TAnalyfe. 
Difcours  préliminaire  fur  CAnalyfe  ,  ou  l^on  explique  fs 
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nAtun^fin  ohjet  cf*  comment  elleftûcéde,  m 

Comment  rAnaty/èf  recède  a  la  réfaUttUn  des  ProUêmes, 

LIVRE    PREMIER. 

Section   phemie're. 
De  PAnatjfe  en  général^  &  de  la  réfolution  des  Trohlimes 

déterminez,  du  premier  degré.  1 1 9 

Divijîon  des  Protlêmes  far  degrez,  drfar  ejpéces.        1 10 
Des  Problèmes  Jimfles ,  ou  des  égalitez»Jimples  qui  n^ont 

qu* une  feule  inconnue.    Et  des  Equations  fimf  les  ou  du 

premier  degré.  Leur  formation  &  leur  réfolution.     124 
Problème  L  &  IL  Réfolusfar  tranfpojîtion  &fubjlitu^ 

tion.  î  2  5 

pROBL.  1 1  L  \Réfolu  far  divijîon  &  far  tranjpoftion. 

la  même. 
pROBL.  IV.  Par  lamultiflication.  Probl.  V.  Pardivifon. 

Prob  L.  V  L  Par  extra^ion  de  la  racine  q narrée.       116 
Régie  générale  four  réfoudre  les  égalisez,  qui  n*ont  qu*unr 

feule  inconnue  ,  dr  les  Équations  du  fremier  degré.  1 47 
Régies  four  les  égalitez,fmfles  qui  ont  deux  inconnues  avec 

des  exemfUs .  1 3  i 

Régie  four  les  égalitez^fimfles  qui  ont  trois  inconnues  avec 

des  exemfles.  14^ 

Régie  four  les  égalitez.  fimfles  qui  ont  quatre  inconnues 

avec  un  Exemfle*  Probl.  XVI.  1^4 

Seconde  Méthode  four  réfoudre  le  même  Problème^        171 
Régie  abrégée  four  cette  féconde  Méthode.  ij6 

Troiféme  Méthode  four  réfoudre  le  même  Problème.     177 
Remarques  180 

Section    i>euxiê*me. 

Des  Problèmes  déterminez,  de  tous  les  degrett»  ,   ou  des 

Equations  comfofées  de  tous  les  degrez,  à  Cinfini.     \%% 

1®.  De V origine  des  Equations.  ïSj 

i«.  Formation  fmf  le  &  naturelle  des  E^quations^  1 8  y 


TABLE 

Des  Equations  en  général.  De  leurs  degrez. ,  de  leurs  tfféces 

(jr  de  leur  formation.  1 89 

Des  diffère ns  degré z,  des  Equations  a  l'infini.  19  \ 

Des  ej fèces  différentes  des  Equations  dans  chaque  degré. 

En  quoi  les  Equations  peuvent  être  contraires  oufoufion^ 

tr aires  y  différentes  oufemblables.  153 

Des  termes  des  Equations  de  tous  les  degrez,  ,   qui  efi  ce 

qui  les  dijlingue ,  &  q^el  efi  leur  nombre ,  comment  il 

faut  ordonner  les  termes  d'une  Equation  ipy 

Du  nombre  des  termes  dans  une  Équation.  196 

Des  Racines  des  Equations,  i^.  Leurs  genres,  i^.  Leurs 

efféces.  j°.  Leur  nombre^  197 

Du  nombre  des  Racines  dans  les  Equations.  xo% 

De  la  diverfité  qui  naît  dans  les  Equations  far  les  racines 

fofitivesy  dr  négatives  mêlées  enjemble.  ^o  } 

De  la  fréfaration  des  Equations.  la  même. 

Régie  générale  four  les  fignes  dans  les  différens  termes  des 

Equations.  Zip 

Section    tk  ci  si' fi  me. 

La  réfolution  des  Equations  en  général  &  cnfarticulier. 
La  réfolution  des  Equations  fur  es  &  fimfles  de  tous  les 

degré  z, ,  avec  la  formation  &  la  réfolution  des  Equations 

du  fécond  degré.  z  I  z 

Régie  générale  four  la  réfolution  des  Equations  de  tous  les 

degrez,  À  F  infini.  ^  l  J 

La  réfolution  des  Equations  fur  es  ér  fimfles  de  tous  les 

degré  z,  à  P infini.  *  1 4 

Formation  des  Equations  du  fécond  degré  far  toutes  les 

efféces  des  Racines  différentes.  zitf 

La  Réfolution  des  Equations  du  fécond  degré  dans  Itsfix 

Formules.  azi 

Séries  infinies  d'Equations  du  fécond  degré  dan^  la  j«.  & 

la  4«.  Formule.  az.8 
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La  réfolution  des  Equations  du  fécond  degré  qui  ont  des 

Racines  irrationelles.  x  2  ^ 

Série  de  treiz^e  Equations  irrationelles  contenues  dans  l'in-^ 

terval  de  deux  Equations  rationellesfemblables.       i  3  8 
Section     q^u  a  t  r  i  e'  m  e. 
Formation  &  réfolution  des  Equations  du  3*.  degré.      239 
Méthode  four  trouver  la  Formule  de  la  première  Racine 

des  Equations  du  troifiéme  degré  dans  tous  les  cas.    24  r 
Série  des  dix-huit  Formules  du  troifiéme  degré ^  avec  leur 

réduction  à  trois  Formules.  248 

Séries  des  Equations  dans  la  2^«.  &  la  i^.  Formule  du  troi- 
fiéme degré.  2^2 
En  quoi  confifie  le  cas  irréduSlible.  2y  y 
Moyen  de  connoître  les  trois  cas  d'une  Equation  du  troifiéme 

degré.  2J7 

Méthode  four  éviter  les  fraSfions  dans  la  réfolution  des\ 

Equation  du  troifiéme  degré.  257 

La  réfolution  des  Equations  dans  les  trois  Formules  du 

troifiéme  degré.  z6o 

Mo/en  général  pour  déterminer  tous  les  cas.  27 1 

Régie  générale  pour  trouver  la  première  cf  la  plus  grande 

Racine  des  Equations  du  troifiéme  degré.  27 1 

Réfolution  du  cas  irréduétible.  Première  Méthode  ,  pour 

les  Racines  rationelles*  tj6 

Seconde  Méthode  pour  les  Racines  irrationelles.  279 

La  réfolution  de  toutes  les  autres  Formules  du  troifiéme 

degré.  288 

Méthode  pour  faire  évanouir  le  fécond  terme  dans  une 

Equation  d*un  degré  quelconque.  289 

Section     cin  q^u  i  e*  m  e. 
Méthode  générale  (^  nouvelle ,  pour  réfoudre  les  Equations 

de  tous  les  degré z*  à  l* infini  y  par  le  terme  dominant.  293 
Application  de  cette  Méthode  aux  Equations  du  Jecond 

degré  dans  tous  les  cas  poQibles.  29Y 

Réfolution  des  Equations  du  troifiéme  degré  par  le  terme 
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dominant  dans  tous  les  cas  pojfibles.  2.99 

Remarque  générale  ér  fondamentale  ,  four  réduire  toute 
Equation  a  fa  plus  Jimple  exprejfion  ,  ce  qui  rend  la  ré- 
folution  plus  facile.  jiT&  y  8 

Méthode  pour  trouver  lafecande  Racine  y  ayant  trouvé  la 
première  dans  les  Equations  du  troijiéme  degré.       }  i  j 

Section     sixie'me. 
Méthode  générale  pour  réfoudre  les  Equations  de  tous  les 
degrez,  à  V infini  ,  par  les  Pr ogre  (fions  Arithmétiques  ^ 
appliquée  aux  Equations  du  i<^.  &  du  4^.  degrés       3  20 

LIVRE      SECOND. 
Sbction  fkemie'rb. 

Méthode  générale  d approximation  pour  trouver  les  Raci-^ 
nés  irrationelles  despuijfances  imparfaites  ér  des  Equa- 
tions irrationelles  de  tous  les  degrez»  par  des  Formules 
rationelles.  334 

Avertijfement  avec  tHifoire  de  ceue  Méthode,    la  même. 

V origine  &  le  progrès  de  cette  nouvelle  Méthode.        342r 

The*ore'me  L  &  fondamental.  3ytf 

Pkobl.  I.  Trouver  les  Formules  d  approximation  par  dé^ 
faut  pour  refondre  les  égalitex,  é*  l^s  puijfances  impar- 
faites du  fécond  degrés  3  6x^ 

Régie  générale.  ^6} 

Probl.  il  Trouver  les  Formules  d'approximation^ par 
excès  y  pour  réfoudre  les  égalitez,  &  tes  puijfances  impar- 
faites du  fécond  degré.  i^9 

Probl.  II  L  Trouver  les  limites  d'approximation  y  ou 
déterminer  ta  valeur  de  l'approximation  dans  chaque 
Formule  dufeùond  degré  ,foit  dans  te  quarré,foit  dams 
la  Racine.  570» 

Formation  de  la  Progreffion  des  Formules  des  (imites  d'ap- 
proximation. 5  7T 

Probl.  IV.  Appliquer  les  formules  d approximation  diê 

fécond  degré  a  des  exemples  en  nombres.  380 
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PiLOBL.  N.  Trouver  les  formules  d'approximation  four  les 

Racines  des  troifiémes  puijfances  imparfaites,         384 
Règle  ge'ne'rale^  38  ^ 

pROBL.  VI.  Vfage  de  la  première  formule  d'apfroxima-' 

t ion  pour  les  puijfances  imparfaites  du  y-,  degré.   389 
PxoBL.  VII.  Vfage  de  la  féconde  formule  d'approxima-^ 

tion  pour  les  puijfances  imparfaites  du  i^.  degré.    390 
PnoBL.  VIII.  Trouver  les  limites  dans  chaque  formule 

d'approximation  du  troifléme  degré.  ^91 

Seconde  Méthode  pour  avoir  les  formules  d'approximation    » 

des  troifémes  puijfances  imparfaites.  395 

Section     seconde. 
Méthode  nouvelle  &  abrégée  pour  l*extra£iion  des  Racines 
.  des  puijfances  imparfaites  de  tousles  de  grez,  à  l'infini  3  94 
Première  formation  générale  des  tranches  de  chifres  dans 

tous  es  les  puiffances  complet  tes  à  F  infini.  $9$ 

Divijton  des  tranches  dans  les  puiffances  incomplettes.  398 
Seconde  &  troijiéme  manière  de  divifer  par  tranches  les 

puiffances  imparfaites  (^  incomplettes.  400 

Théorème    II.  dr fondamental.  401 

Le  M  ME.  Elever  tout  d^ un  coup  un  binôme  quelconque  À 

une  puijfance  quelconque  404 

Démonjhation  du  fecondThéorême  fondamental.  40  y 

Problème  ge'ne'ral.  Tirer  la  racine  d'une  puijfance 

quelconque  par  une  Méthode  plus  courte  que  la  Méthode 
ordinaire  y  &  fa  démonjhation.  407 

Section    troisie'me.* 
Réfolution  des  équations  dont  les  Racines  font  irrationelles 

par  des  formules  rationelles.  411, 

Réfolution  des  équations  irrationelles  pures  &  Jimples  de 

tous  les  degré z^  à  l'infini.  414 

Réfolution  des  équations  irrationelles  du  fécond  degré , 

compofées  ou  affeStées  de  termes  moïens.  419 

Première  Méthode  pour  les  équations  irrationelles  dufe^ 

cond  degrés  419 
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Refolution  des  équations  irrationtlles  fures  dr^mples  dt& 

troifiémc  degré.  435 

Refolution  des  équations  irrationelles  du  troifiéme  degré 

affeUées  de  termes  moïens.  /^yj 

Formules  générales  d' approximation  des  Racines  irratic^ 

ne  lies  four  les  équations  du  troifiéme  degré  ^  du  qua^ 

triéme ,  cinquième  &  en  général  de  tous  les  degrez,.  440 

Remarques  importantes.  440 

Corollaire  général.   Pour  continuer  a  Finfini  Fap^ 

proximation  des  racines  irrationelles  des  équations  c^ 

des  puijfances  imparfaites  de  tous  les  degré z,^         441 

Section    qjj  a  t  r  i  e'  m  e 

Seconde  Méthode  nouvelle  pour  réfoudre  les  Equations  ir^ 

,  rationelles  d^  les  puijfances  imparfaites  de  tous  les  de^ 

grez,  À  l'infini  par  des  fériés  rationelles  infinies ,  les 

plus  promptes  çjr  les  plus  con'vergentes  qui  foit  poffiile. 

Ou  noun^eau  calcul  différentiel  &  intégral  réduit  à  /Vx- 

prejfionfenfible  des  nombres  naturels.  44^ 

Seconde  Méthode  général  e,  pour  trouver  les  racines 

irrationelles  par  des  formules  rationelles.  444 

Des  fériés  rationelles  en  général.  44f 

Deux  Méthodes  pour  former  les  fériés  en  général.      44$ 

Du  nombre  des  formules  dr  des  fériés  pour  exprimer  chaque 

nombre  irrationeL  447 

En  quoi  confifie  cette  Méthode.  4;i 

Table  générale  de  la  formation  des  formules  rationelles 

pour  trouver  la  racine  q narrée  des  nombres  rationaux 

cf  irrationaux.  4JJ 

Remarque  dr  Paradoxe.  46  j 

Des  Formules.  Pour  trouver  les  fériés  rationelles  infi-- 

nies  primitives ,  ou  du  premier  genre ,  ponr  exprimer  ou 

transformer  les  nombres  irrationaux  du  fécond  degré. 

471 
Première  férié  des  formules  rationelles  ,  ou  férié  primi^ 
tive  &  fondamentale  en  lettres.     Sa  formation^        470. 
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Seconde  férié  des  formules  rationelles  comfofée  des  deux 
feules  lettres  z  &h.  475 

formation  des  trois  genres  de  formules  pour  les  fériés  ratio- 
nellts.  dans  chacune  des  quatre  fériés  primitive  s.  476 
Table  des  formules  rationelles  du  troifiéme  genre  en  fra- 
grejjion  géométriqne  jufqu'au  dodécuple.  47^ 

Tahle  des  numérateurs.  480 

Table  des  dénominateurs.  48 1 

Table  des  cœfficiens  des  numératateurs  (^  des  dénomina- 
teur f,  48  2r 

ConJhruStion  de  la  Table  des  formules  rationelles  des  termes 
de  la  férié  fondameutale  en  progrejfion  géométrique.  48  j 

explication  (jt  formation  de  la  Table  des  numérateurs  S* 
des  dénominateurs  pour  la  férié  rationelle  de  f^TT 

483&48Î 
Autre  Méthode  pour  trouver  les  cœfficiens  du  numérateur 

ejr  du  dénominateur  des  termes  en  progreffion^  géomé^ 

trique  pour  V 17  4^7 

£xamen  dr  formation  direBe  des  cœfficiens.  489 

Autre  formation  des  c  officie  ns  par  des  formules  générales. 

Zégle  pour  lesjîgnes  des  formules  en  progrejfiongéométri^ 

Méthode  très-prompte  pour  continuer  la  férié  des  for^ 
mules  pour  V^YT  liid. 

Vf  âge  de  la  Table  générale  des  formules  der  termes  enprth- 
grejjion  géométrique^  49  6 

Régie  pour  lesjignes  d^  les  limites  de  chaque  terme  des 
fériés.  •  A99 

Méthode  pour  connottre  la  plus  parfaite  &  U  plus  con^ 
verge nte  des  quatre  fériés  primitives  qtti  expriment  une 
racine  irrationelle.  y  ai 

parallèle  du  fécond  &  du  quatrième  terme  des  quatre  fée- 
ries primitives.  505 

Formation  du  triangle  dur  apport  inverfe  pour  K"JI .    j  o  i 
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Triangle  du  rapport  de  V"^  formé  fur  la  Période  des 
nombres  générateurs  y  09 

Formules  four  la  férié  des  numérateurs  dr  des  dénomina- 
teurs, yil 

Section     cinq^ui  e*m  b« 

Lafcience  univerfelle  des  Rapports.  jij 

Jiifcour  s  préliminaire  fur  U  nature  des  Rapports^  leur  éten^ 
due  y  &  U  nécejjlté  de  connoitre  tous  les  Rapports,  ibid. 

Défnition  des  Rapports.  y  i  ^ 

Lemme  et  Problème  fondamental, Tri?/^<i;^r  lacom^ 
mune  mefure  de  deux  nombres  ,  ou  Méthode  nouvelle 
pour  faire  la  divifion  propre  pour  connoitre  les  Rapports 
des  grandeurs  exprimées  en  nombres.  j  17 

The'ore'me.  Trouver  les  élémens  des  Rapports  ^ou  Théo- 
rie générale  des  Rapports ,  de  leurs  Elemens  &  de  leurs 
propriétés:, ,  de  leurs  genres ,  de  leurs  efpéces  c^  de  lettrs 
individus  à  l'infini.  jio 

Formation  de  la  férié  infinie  de  tous  les  genres  ou  degrez. 
des  Rapports  a  l'infini.  yu 

Formation  des  fériés  infinies  des  ejpéces  fimples  c^primi^ 
tives  des  Rapports  à  C infini.  fzj 

Formati4fn  des  Jéries  des  efpéces  compofees  ér  primitives 
des  Rapports  â  C infini.  y  27 

Formation  des  fériés  des  efpéces  fubalternes  ou  dérivées 
des  Rapports  a  l'infini.  y  i^ 

Formation  de  s  férié  s  infinies  des  individus  desRapports.  y  3  o 

Pkobl.  il  Un  Rapport  étant  exprimé  par  deux  nombres  y 
le  réduire  a  fa  plusjimple  expreffion ,  ou  deux  nombres 
étant  donnez,  qui  ne  font  patries  plus  petits  de  leurrai-* 
fon ,  trouver  les  deux  plus  petits  nombres  quifoient  e» 
même  raifon.  î  5 1 

Probl.  III.  Inverfe  du  précédent.  Trouver  Us  moin^ 
dres  termes  d'un  Rapport  donné,-  c'eft-à^dire  d'un  Rap^ 
port  dont  les  quotients  font  donnez, ,  ou  trouver  la  fuite 
des  deux  plus  petits  nombres  qui /oient  tels ,  que  divi* 
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fànt  le  flus  grand  des  deux  nombres  far  le  fins  petit\  - 
cf  le  plus  fetit  nombre  par  le  premier  refie  ,  &  conti- 
nuant a  divijer  le  premier  rejle  par  le  fécond  ^  (^  ainfi 
de  fuite juf qu'au  dernier  refe  quifoit  un  divifeur  exaSt^ 
les  quotients  foient  ceux  du  Rapport  donné.  53  f 

Probl.  VI.  fondamental^  Pour  la  canJhuStion  du 
Triangle  des  Jiappdrts ,  trouver  la  fuite  de  tous  lesnom-^ 
bres  premiers  entr'eux  ,  qui  expriment  le  plus  exafte- 
ment  quil  ef  pojjible  le  Rapport  de  deux  grandeurs  don- 
nées. 537 

Limites  d'approximation  tant  par  excès  que  par  défaut 
avec  leur  démo njlrat ion.  54» 

Corollaire.  Régie  générale  pour  les  limites ,  ^  l'origine 
du  Triangle*  des  Rapports.  y4f 

Le  triangle  des  Rapports  ,  ou  Méthode  générale  & 

facile  pour  trouver  la  férié  infinie  de  tous  les  nombres 

premiers  entr*eux  qui  expriment  le  plus  exactement  qu'il 

.  ejlpojjible  un  Rapport  donné  quelconque.      .  Jyi. 

Formation  du  Triangle  des  Rapports  ,  pour  trouver  la 
série  infinie  des  frayions  qui  expriment  en  nombres 
premiers  entfeux  le  plus  exaSlement  e^  le  plus  prompt  e- 
ment  qu'il  efi  pojfible  un  Rapport  donné.  y  y  4. 

Confiruélion  de  chaque  colonne  du  Triangle  des  Rapports 
en  particulier.  y  y  ô 

Triangle  des  Rapports  numérique  dr particulier ,  formé Jur 
cinq  qu  otients  générateurs.  y  tf  r 

Triangle  des  Rapports  Analytique  ç^  univerfel formé  fur 
cinq  quotients  générateur  s  .r  y  6  2; 

Première  Régie  générale  pour  former  les  colonnes  du 
Triangle  des  Rapports  y  fur  des  quotients  générateurs 
donnez,^  ytf4 

Seconde  Régie  pour  te  nombre  des  termes  contenus  dans 
chaque  colonne  en  particulier.  y^y 
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